1. Polynomy vice proménnych, Grobnerova baze

1.1. Monomialni usporadani. Jaké je lexikografické a gradované lexiko-

grafické uspofadani monomii polynomu f = 4xy?z+42%—523 472222 s uspofadanim
proménnych x >y > 2?7 Uréete LM (f), LC(f) a LT(f).
Reseni. V lexikografickém uspofadani sledujeme prvné stupei nejvéts proménné,
tj. z. Potom stupen y, pak z. Proto 23 >iex 2222 >lex Y22 >iex 22. Vedouci
monom, koeficient a ¢len jsou po fadé LM (f) = 23, LC(f) = —5 a LT(f) = —52>.
Pii gradovaném uspoiddani se divame nejprve na soucet stupiu vsech proménnych.
Je-li stejny, pak pokracujeme jako v lex, tj. z2z2 > arlex xy’z > erlex a3 > grlex 2%, a
proto LM(f) = 2222, LC(f) =7 a LT(f) = 72?22

1.2. Déleni se zbytkem. Vydélte polynom f = xy? + 1 polynomem f; =
2y + 1 a polynomem fo =y + 1 (uvazujte obvyklé lexikografické uspordadani).
Reseni. Narozdil od éselnych okruhtt ndm algoritmus déleni se zbytkem v okruhu
polynomu neddva obecné jednozna¢ny vysledek. Budeme nejprve délit f/f;. Stejné
jako piidéleni polynomiu jedné proménné délime vedouci ¢leny LT(f)/LT(f1) =y
a pricteme zbytek, tj. f = yfi —y + 1. Protoze vedouci ¢len zbytku y neni
delitelny LT'(f1), je algoritmus u konce. Pokrac¢ujeme ale délenim polynomem f5 a
dostaneme LT(1—y)/LT(f2) = —1, a proto celkem f = y(xy+1)+(—1)(y+1)+2.

Pokud budeme délit napted polynomem fo, pak dostaneme LT'(f)/LT(f2) =
xy, konkrétné f = zyfo —xy+1. Muzeme délit dal LT (—xy)/LT(f2) = —x ~ [ =
(xy — ) f2 + x + 1. Déle uz nemuzeme délit ani jednim z polynomu fi, fo.

1.3. Ideal, algebraicka varieta, Grébnerova baze. Najdéte Grébnerovu
bézi idedlu generovaného polynomy f; = 2% — 2zy, fo = 2%y + = — 2y a urcete
piislusnou algebraickou varietu v R2.

Reseni. Idesl je tofen vSemi polynomidlnimi kombinacemi polynomii fi, fa, tj.

I={(f1,f2) ={f €R[z,y] : f = a1f1 +aafz ;a1,a2 € Rlz,y]}.

Neni tiplné jednoduché rozhodnout, zda jsou dva idedly totozné nebo také, zda
dany polynom f lezi v I. Vime sice, ze pokud da algoritmus déleni se zbytkem
polynomu f polynomy f1, fo zbytek nula, pak f € I. Pokud je ale nenulovy, pak
muzeme usoudit f € I jen pokud fy a fo spliuji LM (I) = (LM (f1), LM(f2)) (je
tfeba si rozmyslet). Takovéa baze idedlu I se nazyva Grébnerova a vzdy existuje.

V nagem piipadé je LM (f1) = a® a LM (f2) = x%y. Zaroven ale vidime, 7e tzv.
S—polynom

yfi — xfy = yad — 2xy® — 2y — 2® + 0P = —2® €I,

ale 2% ¢ (23,2%y). Béze f1, f2 tedy neni Grobnerova — ”chybi tam x2”. Algo-
ritmus nalezeni Grébnerovy béze spociva pravé v pridavani téchto ”chybéjicich”
S—polynomu ke stdvajici bazi a jeji nasledné redukovdni. V nasem piipadé tedy
mame (f1, f2, 2%). Redukovani nenf nic jiného nez vzdjemné délen se zbytkem téchto
bézovych polynomu tak, aby vedouci ¢leny byly vzdjemné nesoudélné. Muzeme
délit nésledovneé:
fh=a®—2ey=z-2°—2zy, fo=y-2°+x— 20>

Méme tak novou bézi I = (zy,z — 2y?, 22). MizZeme oviem délit dal:

vy =y(z —20%) + 2%, 2% = z(x — 2y%) + 22y® = (z + 29°)(x — 2y%) + 4.

Dostévame tak bazi I = (x — 2y% y3,4*), kterou oviem miizeme zredukovat na
I = (x — 2y% y?). Tato baze uz je Grébnerova, protoze jediny S—polynom, ktery
muzeme vytvorit je y3(x—2y?) —zy® = —2y° a ten je délitelny bdzovym polynomem
y3. Tim se ndm algoritmus nalezeni baze zastavil.
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Vyhodou Grébnerovy béze je, ze pomuze nalézt algebraickou varietu V(I).
tj. body v (z,y) € R2, pro které je fi = fo = 0 — jinymi slovy feSeni téchto
dvou polynomiélnich rovnic. Pro Grébnerovu bazi totiz piislusné bazové polynomy
maji separované proménné. Misto puvodnich polynomialnich rovnic f; = fo = 0
méame ekvivalentni soustavu rovnic z — 2y? = 0 a ¢ = 0, kterou vyiesime zpétnou
eliminac{. V nasem pifpadé je vidét, ze vyhovuje jediny bod, V(I) = (0,0).

1.4. Vyfeste soustavu polynomialnich rovnic

2y +z=1,
r+yt+z=1,
r4+y+22=1.

Reseni. Nalezneme Grobnerovu bazi vzhledem k lexikografickému uspofadani s
x > y > z. Vedouci monomy polynomu nejsou nesoudélné, a proto muzeme délit
a tim redukovat bazi. Zafixujme napiiklad f; := x +y + 22> — 1 a délme timto
polynomem zbylé dva. Dostavame

sty tz—1=fity'—y—2+2

P rytz—l=@—-y—22+)fi+y*+2y22 —y+2* —222 2.
Prvni zbytek ozna¢me f,. Druhy zbytek mtzeme délit prvnim a dostaneme

VP22 —y 2t =222 4 2= fo 4 2y 2t - A

Tento zbytek oznactme fs. Nyni uz méame redukovanou bézi

<flaf27f3> = <x+y+22 - 17y2 7y722 +Z,2yz2 +Z4 7’22>'
Na tadu ptichazi vytvoreni S—polynomu

222 fy —yfs = —yzt —yz? — 221 + 225,

Tento polynom (nebo radéji jeho dvojndsobek) vydélime polynomem fs:

—2yzt — 2% — 42t 423 = (2P 1) f3 + 20 — 42t 423 2P
Do naéi baze pfiddme tento zbytek fy := 26 — 424 + 423 — 22 a tfm uz dostaneme
bazi (f1, f2, f3, fa) s eliminovanymi proménnymi. Dan, kterou platime za vyloucen{
proménnych je, ze polynom fy je sice o jedné nezndmé (elimina¢ni idedl), ale ma
vysoky stupeni. V tomto piipadé lze ale jednoduse piijit na to, ze f; = 2%(z —
1)2(2% + 22 — 1). Odtud plyne, ze z = 0 nebo z = 1 nebo z = —1 4 /2. Zpétnou

eliminaci dopoc¢itdme zbylé proménné. Zjistime, ze feSenim soustavy jsou body

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) a (—14+v2, =142, —=1+v2), (—1—v/2, -1—v/2, —1—/2).



