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Úvodńı motivace

Naš́ım ćılem nyńı bude vybudovat základńı prosťredky pro řešeńı
úloh obdobných těmto:

odvozeńı Cayleyho formule Určete počet stromů na daných n
vrcholech.

Analýza algoritmů Určete očekávaný počet porovnáńı během
algoritmu Quicksort.
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Quicksort – analýza pr̊uměrného p̌ŕıpadu

Ukázka implementace (divide and conquer, rozmyslete, proč neńı
optimálńı):

i f L == [ ] : r e t u r n [ ]
r e t u r n q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x<L [ 0 ] ] )

+ L [ 0 : 1 ]
+ q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x>=L [ 0 ] ] )

1 Počet porovnáńı p̌ri rozděleńı (divide): n − 1.
2 (Předpoklad náhodnosti): Pravděpodobnost toho, že prvek

L[0] je k-tý nejvěťśı, je 1
n .

3 Velikost ťŕıděných poĺı ve fázi conquer : k − 1 a n − k .

Pro sťredńı hodnotu počtu porovnáńı tak dostáváme rekurentńı
vztah:

Cn = n − 1 +
n∑

k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) .
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Zjednodušeńı rekurence

Cn = n − 1 +
n∑

k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) , C0 = 0.

Cn = n − 1 +
2

n

n∑
k=1

Ck−1 symetrie obou sum

nCn = n(n − 1) + 2
n∑

k=1

Ck−1 vynásob n

(n − 1)Cn−1 = (n − 1)(n − 2) + 2
n−1∑
k=1

Ck−1 tentýž výraz pro Cn−1

nCn = (n + 1)Cn−1 + 2(n − 1) odečteno a upraveno
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Vy̌rešeńı rekurence

nCn = (n + 1)Cn−1 + 2(n − 1)

Přestože jsme již rekurenci výrazně zjednodušili, takže je možné
jednoduše iterativně hodnoty Cn dopoč́ıtat, je často žádoućı tyto
hodnoty konkrétně (nebo alespoň p̌ribližně) vyjáďrit explicitně jako
funkci n.
Nejprve si pomůžeme drobným trikem, kdy vyděĺıme obě strany
výrazem n(n + 1) :

Cn

n + 1
=

Cn−1

n
+

2(n − 1)

n(n + 1)

Nyńı tento vztah
”
rozbaĺıme“ (telescope, p̌ŕıp. si pomůžeme

substitućı Bn = Cn/(n + 1)):

Cn

n + 1
=

2(n − 1)

n(n + 1)
+

2(n − 2)

(n − 1)n
+ · · ·+ 2 · 1

2 · 3
+

C1

2
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Vy̌rešeńı rekurence

Odkud
Cn

n + 1
= 2

n−1∑
k=1

k

(k + 1)(k + 2)
.

Výraz sečteme nap̌r. pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky
k

(k+1)(k+2) = 2
k+2 −

1
k+1 a dostaneme

Cn

n + 1
= 2

(
Hn+1 − 2 +

1

n + 1

)
,

odkud
Cn = 2(n + 1)Hn+1 − 4(n + 1) + 2

(Hn =
∑n

k=1
1
k je součet prvńıch n členů harmonické řady).

Přitom je možné odhadnout Hn ∼
∫ n

1
dx
x + γ, odkud

Cn ∼ 2(n + 1)(ln(n + 1) + γ − 2) + 2.
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Opakováńı kombinatorických vztahů

Stručně nyńı zopakujme některé důležité kombinatorické pojmy a
vztahy:

Aritmetická řada

n∑
k=0

k =
n(n + 1)

2
=

(
n + 1

2

)

Geometrická řada

n∑
k=0

xk =
xn+1 − 1

x − 1

Binomická věta (x + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k

Horńı binomická řada

n∑
k=0

(
k

m

)
=

(
n + 1

m + 1

)

Vandermondova konvoluce

(
m + n

r

)
=

r∑
k=0

(
m

k

)(
n

r − k

)
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Motto: spojité a diskrétńı modely se vzájemně
poťrebuj́ı a doplňuj́ı.

Př́ıklad

Máme v peněžence 4 korunové mince, 5 dvoukorunových a 3
pětikorunové. Z automatu, který nevraćı, chceme minerálku za 22
Kč. Kolika způsoby to uḿıme, aniž bychom ztratili p̌replatek?

Hledáme zjevně č́ısla i , j a k taková, že i + j + k = 22 a zároveň

i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, j ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10}, k ∈ {0, 5, 10, 15}.
Uvažme součin polynomů (ťreba nad reálnými č́ısly)

(x0+x1+x2+x3+x4)(x0+x2+x4+x6+x8+x10)(x0+x5+x10+x15).

Mělo by být žrejmé, že hledaný počet řešeńı je d́ıky
(Cauchyovskému) způsobu násobeńı polynomů právě koeficient
u x22 ve výsledném polynomu. Skutečně tak dostáváme čty̌ri
možnosti 3 ∗ 5 + 3 ∗ 2 + 1 ∗ 1, 3 ∗ 5 + 2 ∗ 2 + 3 ∗ 1,
2 ∗ 5 + 5 ∗ 2 + 2 ∗ 1 a 2 ∗ 5 + 4 ∗ 2 + 4 ∗ 1.
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Předchoźı p̌ŕıklad asi vypadal sṕı̌s jako složitý zápis jednoduchých

”
backtrackingových úvah“. Následuj́ıćı p̌ŕıklad ukazuje, že tento

postup lze ale s výhodou zobecnit.
Necht’ I , J jsou konečné množiny nezáporných celých č́ısel. Potom
je pro dané r ∈ N počet řešeńı (i , j) rovnice i + j = r splňuj́ıćıch
i ∈ I , j ∈ J roven koeficientu u x r v polynomu (

∑
i∈I x i )(

∑
j∈J x j).

Př́ıklad

Kolika způsoby můžeme pomoćı minćı (1, 2, 5, 10, 20 a 50 Kč)
zaplatit platbu 100 Kč?

Hledáme p̌rirozená č́ısla a1, a2, a5, a10, a20 a a50 taková, že ai je
násobkem i pro všechna i ∈ {1, 2, 5, 10, 20, 50} a zároveň
a1 + a2 + a5 + a10 + a20 + a50 = 100. Podobně jako výše je vidět,
že požadovaný počet lze źıskat jako koeficient u x100 v

(1 + x + x2 + . . . )(1 + x2 + x4 + . . . )(1 + x5 + x10 + . . . )

(1 + x10 + x20 + . . . )(1 + x20 + x40 + . . . )(1 + x50 + x100 + . . . )
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Podobným způsobem můžeme znovu velmi snadno odvodit některé
kombinatorické vztahy, které známe již z ďŕıvěǰska. Využijeme
p̌ritom binomickou větu.

Věta (binomická)

Pro n ∈ N a r ∈ R plat́ı

(1 + x)n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
x +

(
n

2

)
x2 + · · ·+

(
n

n

)
xn.

Na levou stranu se můžeme d́ıvat jako na součin n polynomů,
pravá je zápisem polynomu vzniklého jejich roznásobeńım.
Dosazeńım č́ısel x = 1, resp. x = −1 dostáváme známé vzorce:

Důsledek∑n
k=0

(n
k

)
= 2n,∑n

k=0(−1)k
(n
k

)
= 0.
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Pod́ıváme se ted’ na obě strany v binomické větě
”
spojitýma

očima“ a s využit́ım vlastnost́ı derivaćı odvod́ıme daľśı vztah mezi
kombinačńımi č́ısly.

Důsledek

Plat́ı
n∑

k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1.

Důkaz.

Na obě strany binomické věty se pod́ıváme jako na polynomiálńı
funkce. Derivaćı levé strany dostaneme n(1 + x)n−1, derivaćı pravé
strany (člen po členu) pak

∑n
k=1 k

(n
k

)
xk−1. Dosazeńım x = 1

dostaneme tvrzeńı.
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”
Flashback“ do algebry

Ještě upozorněme na vzdálenou souvislost se systémy
polynomiálńıch rovnic, kterým jsme se věnovali minule. Ty lze
použ́ıt na řešeńı obdobného typu úloh.

Př́ıklad

Jaký je minimálńı počet bankovek poťrebný k zaplaceńı 77700 Kč?
Uvažujte nejprve, že k dispozici máte bankovky v hodnotě 100 Kč,
200 Kč, 500 Kč, 1000 Kč. Potom p̌redpokládejte, že máte i
bankovku 2000 Kč a na konec p̌redpokládejte, že nemáte bankovky
2000 Kč, ale máte bankovky v hodnotě 5000 Kč.

Řešeńı

Označme si bankovky po řadě proměnnými s, d , p, t,D,P. Platbu
bude reprezentovat polynom v těchto proměnných tak, že
exponent každé proměnné bude určovat počet použitých
p̌ŕıslušných bankovek. Pokud zaplat́ıme deseti tiśıcikorunami, deseti
pětisetkorunami i stokorunami, pak bude q = t10p10s627.
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Řešeńı (pokr.)

Pokud máme pouze bankovky s, d , p, t, pak má ideál popisuj́ıćı
vztah jednotlivých bankovek tvar I1 = 〈s2 − d , s5 − p, s10 − t〉.
Abychom minimalizovali počet použitých bankovek, spoč́ıtáme
Gröbnerovu bázi vzhledem ke gradovanému opačnému
lexikografickému uspǒrádáńı (chceme eliminovat malé bankovky)

G1 = (p2 − t, s2 − d , d3 − sp, sd2 − p).

Nyńı vezmeme libovolný polynom reprezentuj́ıćı danou platbu.
Redukćı tohoto polynomu vzhledem k bázi G1 dostaneme polynom,
jehož stupeň je vzhledem k našemu monomiálńımu uspǒrádáńı
nejmenš́ı a je jednoduché si rozmyslet, že to je právě polynom
reprezentuj́ıćı optimálńı platbu. Vezměme tedy nap̌r. q = s777.
Redukce vzhledem ke G1 je pak t77pd . To znamená, že optimálńı
platba v prvńım p̌ŕıpadě je 77 tiśıcikorun, jedna pětisetkoruna a
jedna dvousetkoruna. Dohromady tedy 79 bankovek.
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Řešeńı (pokr.)

V druhém p̌ŕıpadě, kdy máme i bankovku D, je ideál
I2 = 〈s2 − d , s5 − p, s10 − t, s20 − D〉 a jeho Gröbnerova báze je

G2 = (t2 − D, p2 − t, s2 − d , d3 − sp, sd2 − p).

Redukce q = s777 vzhledem ke G2 dá D38tpd , takže tentokrát
zaplat́ıme 41 bankovkami. Ve ťret́ım p̌ŕıpadě je
I3 = 〈s2 − d , s5 − p, s10 − t, s50 − P〉 a

G3 = (t5 − P, p2 − t, s2 − d , d3 − sp, sd2 − p),

a redukce je proto rovna P15t2pd . V tomto p̌ŕıpadě tedy
poťrebujeme pouze 19 bankovek.

Tuto jednoduchou úlohu lze samožrejmě vy̌rešit rychle prostou
úvahou. Uvedený postup použ́ıvaj́ıćı Gröbnerovu bázi ovšem dává
univerzálńı algoritmus. který lze automaticky použ́ıt pro vyš̌śı
částky a jiné, složitěǰśı p̌ŕıpady.
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(Formálńı) mocninné řady

Definice

Bud’ dána nekonečná posloupnost a = (a0, a1, a2, . . .). Jej́ı
vytvǒruj́ıćı funkćı rozuḿıme (formálńı) mocninnou řadu tvaru

∞∑
i=0

aix
i = a0 + a1x + a2x2 + · · · .

Poznámka

O formálńı mocninné řadě hovǒŕıme proto, že se zat́ım na tuto
řadu d́ıváme čistě formálně jako na jiný zápis dané posloupnosti a
nezaj́ımáme se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamená, že
formálńı mocninná řada neńı funkce a nemůžeme do ńı dosazovat.
To ovšem vzápět́ı naprav́ıme, když s využit́ım znalost́ı z analýzy
nekonečných řad p̌rejdeme od formálńıch mocninnných řad
k p̌ŕıslušným funkćım.
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Př́ıklad

Posloupnosti samých jedniček odpov́ıdá formálńı mocninná řada
1 + x + x2 + x3 + · · · . Z analýzy v́ıme, že stejně zapsaná mocninná
řada konverguje pro x ∈ (−1, 1) a jej́ı součet je roven funkci
1/(1− x). Stejně tak obráceně, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy řady v bodě 0, dostaneme žrejmě původńı řadu.
Takovéto

”
zakódováńı“ posloupnosti č́ısel do funkce a zpět je

kĺıčovým obratem v teorii vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Jak jsme již zḿınili, tento obrat lze ale použ́ıt pouze tehdy, pokud
v́ıme, že řada alespoň v nějakém okoĺı 0 konverguje. Často ale

”
diskrétńı“ matematici použ́ıvaj́ı následuj́ıćı

”
podvod“:

pomoćı formálńıch mocninných řad odvod́ı nějaký vztah
(formuli, rekurenci,. . . ) bez toho, aby se zaj́ımali
o konvergenci

jinými prosťredky (často matematickou indukćı) tento vztah
dokážou
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Vytvǒruj́ıćı funkce v praxi využ́ıváme:

k nalezeńı explicitńı formule pro n-tý člen posloupnosti;

často vytvǒruj́ıćı funkce vycházej́ı z rekurentńıch vztahů,
občas ale d́ıky nim odvod́ıme rekurentńı vztahy nové;

výpočet pr̊uměr̊u či jiných statistických závislost́ı (nap̌r.
pr̊uměrná složitost algoritmu);

důkaz r̊uzných identit;

často je nalezeńı p̌resného vztahu p̌ŕılǐs obt́ıžné, ale mnohdy
stač́ı vztah p̌ribližný nebo alespoň asymptotické chováńı.
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Exponenciálńı vytvǒruj́ıćı funkce

Kromě výše zḿıněných vytvǒruj́ıćıch funkćı se v praxi rovněž často
objevuj́ı jejich tzv. exponenciálńı varianty1.

g(x) =
∑
n≥0

gn
xn

n!
.

Poznámka

Jméno vycháźı z toho, že exponenciálńı funkce ex je
(exponenciálńı) vytvǒruj́ıćı funkćı pro základńı posloupnost
(1, 1, 1, 1, . . . ).
V některých p̌ŕıpadech (nap̌r. v důkazu Cayleyho věty) je použit́ı
exponenciálńıch vytvǒruj́ıćıch funkćı výhodněǰśı.

1Použ́ıvaj́ı se i daľśı typy vytvǒruj́ıćıch funkćı (nap̌r. v teorii č́ısel se použ́ıvaj́ı
Dirichletovy vytvǒruj́ıćı funkce, kde roli faktoru xn hraje n−x), ale těmi se zde
zabývat nebudeme.
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Dosazováńı do mocninných řad

Následuj́ıćı větu znáte z matematické analýzy z loňského semestru:

Věta

Bud’ (a0, a1, a2, . . . ) posloupnost reálných č́ısel. Plat́ı-li pro nějaké
K ∈ R, že pro všechna n ≥ 1 je |an| ≤ Kn, pak řada

a(x) =
∑
n≥0

anxn

konverguje pro každé x ∈ (− 1
K ,

1
K ). Součet této řady tedy definuje

funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci označujeme rovněž a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoĺı 0 je jednoznačně
určena p̊uvodńı posloupnost, nebot’ má a(x) v 0 derivace všech
řád̊u a plat́ı

an =
a(n)(0)

n!
.
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