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Charakterizace konečných komutativńıch grup

Věta (Hlavńı věta konečných komutativńıch grup)

Je-li G konečná komutativńı grupa, pak plat́ı:

G ∼= Zn1 × Zn2 × · · · × Znk ,

pro vhodná n1, . . . , nk ∈ N \ {1} splňuj́ıćı ni+1 | ni pro
1 ≤ i ≤ k − 1. Tento rozklad je p̌ritom jednoznačný.

Důsledek

Každé prvoč́ıslo p, děĺıćı řád grupy G , děĺı n1.

Je-li n součinem r̊uzných prvoč́ısel, pak jedinou komutativńı
grupou řádu n je (až na izomorfismus) cyklická grupa Zn.
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Př́ıklad

Určete všechny komutativńı grupy řádu 180.

Řešeńı

Protože 180 = 22 · 32 · 5, dostáváme, že možné hodnoty n1 jsou

n1 = 22 · 32 · 5, 22 · 3 · 5, 2 · 32 · 5 nebo 2 · 3 · 5.

Pro n1 = 2 · 3 · 5 dostáváme možné hodnoty n2 = 2, 3 nebo 6.
V prvńıch dvou p̌ŕıpadech dostáváme d́ıky podḿınce n3 | n2 spor.
Jediná komutativńı grupa řádu 6 je Z6, proto v tomto p̌ŕıpadě
dostáváme grupu Z30 × Z6. Ve zbylých (ještě jednoduš̌śıch)
p̌ŕıpadech dostáváme daľśı komutativńı grupy řádu 180:
Z60 × Z3,Z90 × Z2,Z180.
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Existence podgrup daného řádu

Připomeňme, že Lagrangeova věta ř́ıká, že řád podgrupy vždy děĺı
řád grupy. Přirozenou opačnou otázkou pak je, jak je to s existenćı
podgrup řádů děĺıćıch řád grupy. V p̌ŕıpadě cyklické grupy je
situace jednoduchá – již z teorie č́ısel v́ıme, že zde existuj́ı
podgrupy všech řádů (je-li g generátor grupy řádu n, pak pro d | n
má prvek gn/d řád d , a proto rovněž generuje podgrupu tohoto
řádu). Situace v p̌ŕıpadě necyklických, či dokonce nekomutativńıch,
grup je podstatně složitěǰśı. U komutativńıch grup lze podgrupy

”
vyč́ıst“ z Hlavńı věty, obecný p̌ŕıpad alespoň částečně popisuj́ı

následuj́ıćı věty.

Věta (Cauchy)

Je-li konečná grupa G řádu dělitelného prvoč́ıslem p, pak obsahuje
prvek řádu p.
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Věta (Sylowova)

Konečná grupa G řádu pαm (p je prvoč́ıslo, p - m) má vždy
podgrupu řádu pα. Pro počet np takových podgrup plat́ı
np ≡ 1 (mod p) a np | m.

Důkaz Cauchyovy věty.

Důkaz neńı úplně triviálńı, naznačme jej alespoň v p̌ŕıpadě
komutativńı grupy G . Budeme postupovat úplnou matematickou
indukćı. Je tedy |G | > 1. Pokud |G | = p, jsme hotovi. Bud’ nyńı
|G | > p a x ∈ G , x 6= e libovolný. Pokud p děĺı řád r prvku x , tj.
r = p · n, pak p je řádem prvku xn.
Necht’ tedy p - r a označme N = 〈x〉. Zřejmě N � G a
|G/N| < |G |. Protože p - |N|, nutně p | |G/N| a můžeme využ́ıt
indukčńı p̌redpoklad. V grupě G/N tedy existuje prvek yN řádu p
(odkud y /∈ N, yp ∈ N), odkud dostáváme 〈yp〉 6= 〈y〉, zejména je
tedy řád yp menš́ı než řád y . Ze znalosti vztahu pro řád mocniny
(viz teorie č́ısel) dostáváme, že řád y je násobkem p a jsme v
situaci z p̌redchoźıho odstavce.
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Jordan-Hölderova věta

Jak jsme viděli, v některých p̌ŕıpadech jsme schopni z informaćı
o normálńı podgrupě N � G a o faktorgrupě G/N źıskat informaci
o celé grupě G . Jednoduché grupy, které tento proces nep̌ripouštěj́ı,
jsou základńımi stavebńımi kameny grup (analogie prvoč́ısel).

Definice

Posloupnost podgrup grupy G

{e} = N0 ≤ N1 ≤ · · · ≤ Nk = G

se nazývá kompozičńı řada (též J.-H. řada), pokud Ni � Ni+1 a
Ni+1/Ni je prostá.

Př́ıklad

Pro D8 máme nap̌r. kompozičńı řady {e}� 〈s〉� 〈s, r 2〉� D8 a
{e}� 〈r 2〉� 〈r〉� D8.
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Věta (Jordan-Hölderova)

Konečná grupa má vždy kompozičńı řadu, která je jednoznačně
určená až na izomorfismus faktor̊u (tj. počet člen̊u dvou takových
řad je stejný a p̌ŕıslušné faktorgrupy jsou izomorfńı.
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Vztah normálńıch podgrup a homomorfismů

Všechna jádra homomorfismů jsou normálńı podgrupy. Naopak,
jestliže je podgrupa H ⊂ G normálńı, pak zobrazeńı (projekce na
faktorgrupu)

p : G → G/H, a 7→ a · H

je surjektivńı homomorfismus grup s jádrem H. Skutečně, p je
dob̌re definované, p̌ŕımo z definice násobeńı na G/H je vidět, že to
muśı být homomorfismus, který je zjevně na. Je tedy vidět, že
normálńı podgrupy jsou právě všechna jádra homomorfismů.

Duálńı pojmy

Homomorfismus f ⇒ normálńı podgrupa ker f

Normálńı podgrupa H ⇒ homomorfismus G → G/H
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Věty o izomorfismu

Věta (prvńı, základńı)

Pro libovolný homomorfismus grup f : G → K je dob̌re definován
také homomorfismus

f̃ : G/ ker f → K , f̃ (a · ker f ) = f (a),

který je injektivńı.
Zejména dostáváme G/ ker f ∼= f (G ).
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Předchoźı věta je nejčastěji použ́ıvanou větou z vět
o izomorfismech. Použ́ıvá se zejména pro určeńı struktury
faktorgrupy (resp. často sṕı̌se pro potvrzeńı, tj. důkaz, intuitivně
žrejmé struktury).

Př́ıklad

Čemu je izomorfńı faktorgrupa regulárńıch matic řádu n nad R
podle podgrupy matic determinantu 1 (tj., čemu se rovná
GLn(R)/ SLn(R))?
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Řešeńı

Postupujme nejprve intuitivně (p̌redevš́ım je ťreba si uvědomit, že
zḿıněná podgrupa je normálńı!): děĺıme regulárńı matice řádu n
matice do ťŕıd podle toho, jaký dávaj́ı (nenulový) determinant. Zdá
se tedy, že zḿıněnou faktorgrupou by mohla být grupa nenulových
reálných č́ısel R× s operaćı násobeńı (d́ıky Cauchyově větě
o determinantu součinu matic).
To, že je to skutečně ono, dokážeme pomoćı konstrukce
surjektivńıho homomorfismu z (GLn(R), ·) do (R×, ·), jehož jádrem
bude právě SLn(R).
Nyńı už by mělo být vidět, že p̌rirozenou volbou pro takový
homomorfismus je A 7→ det(A).
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Př́ıklad

Necht’ (G , ◦) je grupa nekonstantńıch lineárńıch zobrazeńı reálných
č́ısel s operaćı skládáńı zobrazeńı, tj.

G = {f : R→ R|f (x) = ax + b, a ∈ R×, b ∈ R}.

Určete, která z podgrup

T = {f : R→ R|f (x) = ax , a ∈ R×}
S = {f : R→ R|f (x) = x + b, b ∈ R}

je normálńı a v p̌ŕıpadě normality určete strukturu p̌ŕıslušné
faktorgrupy.

Řešeńı

Normálńı je S , hledaný homomorfismus na faktorgrupu (R×, ·) pak
f 7→ a (pro f (x) = ax + b).
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Daľśı věty o izomorfismu

Součinem podgrup A,B ≤ G rozuḿıme podgrupu
AB = {ab|a ∈ A, b ∈ B}. Normalizátorem podgrupy B v G
rozuḿıme množinu NG (B) = {g ∈ G ; gB = Bg} (tj. množinu těch
prvk̊u G , pro něž splývaj́ı p̌ŕıslušné levé a pravé ťŕıdy rozkladu; B je
tedy normálńı podgrupou G , právě když NG (B) = G ).

Věta (druhá, diamantová)

Necht’ A,B ≤ G jsou podgrupy splňuj́ıćı A ≤ NG (B). Pak
(A ∩ B) � A a plat́ı

AB/B ∼= A/(A ∩ B).
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Věta (ťret́ı)

Jsou-li A,B � G normálńı podgrupy splňuj́ıćı A ≤ B, pak
B/A � G/A a plat́ı

(G/A)/(B/A) ∼= G/B.

Věta (čtvrtá, svazový izomorfismus)

Necht’ je N � G . Pak existuje bijekce mezi množinou podgrup A
obsahuj́ıćıch N a množinou podgrup A/N faktorgrupy G/N. Nav́ıc
normálńım podgrupám odpov́ıdaj́ı normálńı podgrupy.

Př́ıklad

Určete svaz podgrup D8 grupy symetríı čtverce a odvod’te z něj
svaz podgrup D8/ < r 2 >.
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Př́ıklad

Zdánlivě paradoxńı je p̌ŕıklad homomorfismu C∗ → C∗ definovaný
na nenulových komplexńıch č́ıslech vztahem z 7→ zk s p̌rirozeným
k . Zjevně jde o surjektivńı homomorfismus a jeho jádro je množina
k-tých odmocnin z jedničky, tj. cyklická podgrupa Zk . Prvńı věta
o izomorfismu tedy dává pro všechna p̌rirozená k izomorfismus

f̃ : C∗/Zk → C∗.

Tento p̌ŕıklad ukazuje, že u nekonečných grup nejsou počty
s mohutnostmi tak p̌rehledné jako u konečných grup.
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Již jsme viděli, že často potkáváme grupy jako množiny
transformaćı nějaké pevné množiny. Muśı p̌ritom být všechny
invertibilńı a zároveň muśı být naše množina transformaćı uzav̌rená
na skládáńı. Často ale také chceme pracovat s pevně zvolenou
grupou, jej́ıž prvky reprezentujeme jako zobrazeńı na nějaké
množině, p̌ritom ale ne nutně jsou zobrazeńı p̌ŕıslušná r̊uzným
prvk̊um grupy r̊uzná. Nap̌r. všechna otočeńı roviny kolem počátku
o všechny možné úhly odpov́ıdaj́ı grupě reálných č́ısel. Otočeńı
o 2π je ale identické zobrazeńı.
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Akce grupy

Definice

Levá akce grupy G na množině X je homomorfismus grupy G do
podgrupy invertibilńıch prvk̊u v pologrupě XX všech zobrazeńı
X → X . Takový homomorfismus si také můžeme p̌redstavit jako
zobrazeńı ϕ : G × X → X , které splňuje

ϕ(a · b, x) = ϕ(a, ϕ(b, x)),

odtud název
”
levá akce“. Často budeme k vyjáďreńı akce prvku

grupy na prvku X použ́ıvat pouze zápis a · x (byt’ jde o jinou tečku
než u násobeńı uvniťr grup). Definičńı vlastnost pak vypadá takto:

(a · b) · x = a · (b · x).
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Definice

Obraz prvku x ∈ X v akci celé grupy G nazýváme orbita Xx prvku
x , tj.

Xx = {y = ϕ(a, x); a ∈ G}.

Pro každý bod x ∈ X definujeme izotropńı podgrupu (též
stabilizátor) Gx ⊆ G akce ϕ:

Gx = {a ∈ G ; ϕ(a, x) = x}.

Jestliže pro každé dva prvky x , y ∈ X existuje a ∈ G tak, že
ϕ(a, x) = y , pak ř́ıkáme, že akce ϕ je tranzitivńı.

Snadno se vid́ı, že u tranzitivńıch akćı je celý prostor jedinou
orbitou a všechny izotropńı podgrupy maj́ı stejnou mohutnost.
Typický p̌ŕıklad tranzitivńı akce grupy G je p̌rirozená akce na
množině levých ťŕıd G/H pro jakoukoliv podgrupu H. Definujeme
ji vztahem

g · (aH) = (ga)H.
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Burnsideovo lemma

Věta

Pro každou akci konečné grupy G na konečné množině X plat́ı:

1 pro každý prvek x ∈ X je

|G | = |Gx | · |Xx |,

2 (Burnsideovo lemma) je-li N počet orbit akce G na X , pak

|G | =
1

N

∑
g∈G
|X g |,

kde X g = {x ∈ X ; g · x = x} označuje množinu pevných
bod̊u akce prvku g.

Důkaz.

Důkaz – viz [MDS].
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Použit́ı Burnsideova lemmatu

Př́ıklad

Kolika způsoby můžeme vytvǒrit náhrdelńık z 3 černých a 6 b́ılých
korálk̊u stejného tvaru? Kusy stejné barvy nerozlǐsujeme a za stejné
náhrdelńıky považujeme všechny, které lze na sebe p̌revést symetríı
v rovině.

Řešeńı

Pro řešeńı úlohy si náhrdelńık p̌redstav́ıme jako obarveńı pevně
označených vrchol̊u pravidelného dev́ıtiúhelńıka. Za množinu X
voĺıme všechna možná taková obarveńı. Každé takové obarveńı je
jednoznačně určeno pozićı ťŕı černých korálk̊u. Velikost množiny X
je tedy

(9
3

)
= 84.

V́ıme, že grupou všech symetríı je grupa D9 složená z 9 rotaćı
(včetně identity) a stejného počtu reflex́ı. Stejné náhrdelńıky jsou
ty, které lež́ı ve stejné orbitě akce grupy D9 na množině všech
konfiguraćı X . Zaj́ımá nás tedy počet orbit N.
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Řešeńı (dokončeńı)

Pro výpočet N stač́ı probrat prvky D9 a vš́ımat si velikost́ı X g :
Identita je jediný prvek řádu 1, |X id| = 84. Př́ıspěvek do sumy je
84.
Zrcadleńı g jsou všechna řádu 2 a je jich 9. Přitom je zjevně
|X g | = 4, celkový p̌ŕıspěvek je proto 4 · 9 = 36.
Dvě rotace g o úhel 2π/3 nebo 4π/3 maj́ı řád 3 a |X g | = 3. Jejich
p̌ŕıspěvek je tedy 6.
Konečně zbývaj́ıćıch rotaćı (̌rádu 9 v D9) je 6 a nenechávaj́ı na
ḿıstě žádný prvek, do celkové sumy tedy nič́ım nep̌risṕıvaj́ı.
Celkem dostáváme podle formule z Burnsidova lemmatu:

N =
1

|D9|
∑
g∈D9

|X g | =
126

18
= 7.

Najděte si p̌ŕıslušných sedm r̊uzných náhrdelńık̊u!



Literatura Normálńı podgrupy a faktorgrupy Akce grupy na množině

Př́ıklad

Určete počet obarveńı poĺıček tabulky 3× 3 ťremi barvami,
považujeme-li za stejná obarveńı, která na sebe p̌rejdou p̌ri nějaké
symetrii tabulky (tedy rotaćı nebo zrcadleńım).

Př́ıklad

Určete počet obarveńı stěn (resp. hran) krychle dvěma barvami,
považujeme-li za stejná ta obarveńı, která na sebe p̌rejdou p̌ri
nějakém otočeńı krychle.

Př́ıklad

Kolik r̊uzných náramk̊u lze sestavit právě z dev́ıti b́ılých, šesti
červených a ťŕı černých korálk̊u? (dva náramky považujeme za
stejné, pokud se lǐśı pouze nějakou rotaćı v prostoru).
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