1. Druha vnitrosemestralni prace 16.5.2014

1.1. (2b.) Urcete fady vsech prvku v grupdch Zs, Z12, Z§ , Z1 a Z7, a urcete
generétory téchto grup. Dokazte, ze Zg = Z5,.

Reseni.
Zg |1 2 3 4 5 6 7
rad |8 4 8 2 8 4 8
Zio |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
réd |12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12

Generdtory jsou prvky s maximdlnim fddem, tj. nesoudélné s 8 resp. 12 (a je jich
v obou pifpadech ¢(8) = ¢(12) = 4).
Zg |1 3 -3 -1||Z5 |1 5 -5 -1

tad [1 2 2 2 tad [1 2 2 2
Z5,]1 3 5 5 -3 -1
Pad |1 6 6 3 3 2

Z§ a 73, nemaji generdtor, pro Z;, je generdtor 3 a 5 (jsou to vlastné primitivn{
kofeny modulo 14, je jich ¢(¢(14)) = ¢(6) = 2). Izomorfismus Z§ = Z7, je dédn
piifazenim +1 — £1 a +3 — 45. Obé grupy jsou komutativni a maji neutralni
prvek a tii prvky fadu 2, jsou tedy obé izomorfni Zo X Zs.

1.2. (2b.) Dokazte, ze piedpis ¢ zaddvé zobrazeni, které je homomorfismem
grup. Urcete jeho jadro a obraz, rozhodnéte o surjektivité a injektivité ¢ a popiste
faktorgrupu A4/ im(ep).

© T3 — A4,<,D([CL]3) = (1,2,4) o (1,3,2)“ o (1,4,2)

Reseni. Predpis zaddvé zobrazeni, protoze z a = b (mod 3) plyne (1,3,2)% =
(1,3,2)", a proto i ¢([a]3) = ¢([b]3). Jednd se o homomorfismus, protoze

(1,2,4)0(1,3,2)"0(1,4,2) = (1,2,4)o(1,3,2)"0(1,4,2)0(1,2,4)0(1,3,2)°0(1,4,2)
a

(1,2,4) 0 (1,3,2)% 0 (1,4,2) =id.
Jadro je nulové, jedna se tedy o injektivni homomorfismus. Surjektivni neni, protoze
obrazem je identita a permutace

(1,2,4) 0 (1,3,2)' o (1,4,2) = (2,3,4),

(1,2,4)0(1,3,2)% 0 (1,4,2) = (2,4,3),

tj. im(p) = (2,3,4)%, k = 0,1,2. Je to normalni podgrupa v grupé sudych per-
mutaci Ay. Ta je tvofena permutacemi, které jsou tvoreny pravé jednim cyklem
délky 3 nebo dvémi nezdvislymi transpozicemi. Jeji tdd je |A4| = %4! = 12.
Faktorgrupa A,/im(¢) mé fad |As/im(p)] = 22 = 4. Prvky faktorgrupy jsou
reprezentovany pravé tfemi permutacemi danymi sou¢inem dvou transpozic a iden-

titow, tj. jsou to t¥dy {id, (2,3,4), (2,4,3)},{(1,2)o(3,4), (1,2,4),(1,2,3)},{(1,3)o
(2,4),(1,3,2),(1,3,4)},{(1,4) 0 (2,3), (1,4,3), (1,4, 2)}.

1.3. (2b.) Urcete pocet obarveni vrcholu rovnostranného trojihelnika tfemi
barvami, povazujeme-li za stejna obarveni, ktera na sebe prejdou pii néjaké symetrii
trojuhelnika.

Reseni. Grupa symetrif trojihelnika je Dg, slozend z identity, t¥f osovych symetrif
0 a dvou rotaci r (o +27). Mnozina pevnych bodu identity je celd mnozina viech
riznych obarveni, tj. [Sia| = |S| = 3% = 27. Pocet prvki mnoziny pevnych bodi
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pro osové symetrie je |S,| = 32 = 9 a pro rotace |S,| = 3. Pocet orbit akce grupy
symetrii na S, tj. nas hledany pocet odlisnych obarveni, je pak
2743-94+2-3 60

N = = —
14342 6

= 10.

1.4. (2b.) Rozlozte polynom z* — 22 — 2 na sou¢in ireducibilnich prvki v
oborech Clz], R[z], Q[z], Zs[x], Zs|z].
Reseni. Evidentné 2% — 22 — 2 = (2% — 2) (2% + 1). Rozklad nad C je (z —v/2)(x +
V2)(z —1i)(z +1), nad R je (z — v2)(z + v2) (> + 1), nad Q je (22 —2)(z2 +1). V
Zs ani Zs polynom x2 — 2 nem4 kofen a je tedy ireducibilni. Stejné tak je z2 + 1
ireducibilni v Z3. V Zs je oviem 22 + 1 = (z — 2)(z + 2).

1.5. (2b.) Méjme linedrni (8,3) kéd generovany polynomem % + z# + 22 + 1.
Urcete generujici matici a matici parity. Dale zakédujte zpravu 111 a naopak urcete

odeslanou zpravu, jestlize jste obdrzeli kédové slovo 01010010 a predpokladate, ze
doslo k nejmensimu moznému poctu chyb.

Reseni. Spocitame
l—ad=at+22+1
=+l vae=at+ 2l +1
Pz =+ 4z

Odtud méame generujici matici a matici parity

1 1 1

(i) 1 (1) 100 0 01 11

01 1 01 00O0O0T11
G= 11 0 H=|10 0 1 0 0 1 1 0

100 0001O0O0T11

01 0 00001110

0 01

Zakédovanou zpravu dostaneme vyndsobenim zapravy matici G, tj. 111 — 10000111.

Obdrzend zpréva odpovidd polynomu 01010010 <+ z + 2* + 25. Tento polynom

vydélime se zbytkem generujicim polynomem:
m6+m3+x:x5+x4+x2+1:x,rem:a:5

Nejblizsi kédové slovo tedy dostaneme zménou bitu na Sesté pozici, tj. odesiland

zprava byla 110.

1.6. (1b.) Vyfeste soustavu nasledujicich polynommidlnich rovnic. Tvoii tyto
polynomy Grobnerovu bazi idealu, ktery generuji?
3 — 20y =0
2y+x—-2y°=0

Reseni. Vedouci ¢len prvnfho a druhého polynomu vzhledem k lexikografickému
uspotadani s x > y je 2% respektive 22y. Vytvofenim S-polynomu ziskdme

y(a® — 22y) — 2(2y + z — 2y%) = —2*.

Ze soustavy pak plyne, Ze leva strana je nulovéa, a protoix = 0 a tedy i y = 0.
Vyhovuje ji tedy jediny bod (0,0). Baze neni Grébnerova, protoze x2 ¢ (23, 22y).



