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1 (2,5b). Dokažte, že pro libovolné n ∈ N je č́ıslo 22
2n − 2 dělitelné sedmi.

Řešeńı. Z Eulerovy (Fermatovy) věty je 26 ≡ 1 (mod 7), a protože 22 ≡ 1

(mod 3), je 22n ≡ 4 (mod 6). Odtud 22
2n ≡ 24 ≡ 2 (mod 7).

2 (2,5b). Mějme kongruenci 861x ≡ 10416 (mod 264). Pomoćı kritéria udávaj́ıćıho
řešitelnost (a počet řešeńı) lineárńı kongruence určete počet řešeńı této kongruence
a pak kongruenci vyřešte.

Řešeńı. Zjist́ıme (861, 264) = 3|10416, a proto má kongruence tři řešeńı mo-
dulo 264. Ty jsou dané podmı́nkou 287x ≡ 3472 (mod 88). Protože 88 = 8 · 11,
dostáváme ekvivalentńı soustavu 7x ≡ 0 (mod 8), x ≡ 7 (mod 11). Odtud x = 8t
a t ≡ 5 (mod 11), tj. x ≡ 8 · 5 = 40 (mod 88). Tři řešeńı modulo 264 pak maj́ı tvar
x ≡ 40, 128, 216.

3 (2,5b). Dokažte neexistenci primitivńıch kořen̊u modulo 21.

Řešeńı. Protože ϕ(21) = ϕ(3)ϕ(7) = 12, stač́ı testovat g4 a g6. Primitivńı kořen
muśı být zejména nesoudělný s modulem. Také nemuśıme testovat mocniny menš́ıch
č́ısel (jejich řád děĺı řád základu). A protože 11 ≡ −10, 16 ≡ −5, 19 ≡ −2 a poč́ıtáme
jen sudé mocniny, stač́ı otestovat následuj́ıćı

g 2 5 10
g2 4 4 16
g4 16 16 4
g6 1 1 1

Řád všech nesoudělných č́ısel s 21 je tedy maximáklně 6, nikoli 12.

4 (2,5b). Mějme kongruenci 24x34 ≡ 34 (mod 41). Pomoćı kritéria udávaj́ıćıho
řešitelnost (a počet řešeńı) binomické kongruence určete počet řešeńı této kongru-
ence a pak kongruenci vyřešte.

Řešeńı. Kongruenci uprav́ıme na x34 ≡ −2 (mod 41). Protože ϕ(41) = 40, (40, 34) =
2 a (−2)20 ≡ (−9)4 ≡ (−1)2 ≡ 1 (mod 41), má daná kongruence právě dvě řešeńı
modulo 41. Primitivńı kořen pro 41 je g = 6 a −2 ≡ 66, a proto dostáváme 34xa ≡ 6
(mod 40), tj. 17xa ≡ 3 (mod 20), tj. xa ≡ −1 (mod 20). Zadané kongruenci vy-
hovuje tedy vyhovuj́ı právě x ≡ 619 ≡ 34 (mod 41) a x ≡ 639 ≡ 7 (mod 41).
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