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@ Vytvorujici funkce a Fibonacciho &isla



Vytvorujici funkce a Fibonacciho &isla
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Fibonacciho ¢isla a zlaty rez

Pripomenme, ze Fibonacciho €isla jsou dana rekurentnim predpisem
Fo=0,F1=1,Fpio = Fpp1+ Fp.

Jiz drive jste si uvadéli vsemozné vyskyty této posloupnosti

v pfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobné
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nasim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého €lenu
posloupnosti.


http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf
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Fibonacciho ¢isla a zlaty rez

Pripomenme, ze Fibonacciho €isla jsou dana rekurentnim predpisem
Fo=0,F1=1,Fpio = Fpp1+ Fp.

Jiz drive jste si uvadéli vsemozné vyskyty této posloupnosti

v pfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobné
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nasim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého €lenu
posloupnosti.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji autofi Concrete
mathematics velmi vhodné oznaceni [logicky predikdt] — vyraz
je roven 1 v pripadé splnéni predikatu, jinak 0.

Napr. [n = 1], [2|n] apod.
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Fibonacciho ¢isla a zlaty rez

Pripomenme, ze Fibonacciho €isla jsou dana rekurentnim predpisem
Fo=0,F1=1,Fpio = Fpp1+ Fp.

Jiz drive jste si uvadéli vsemozné vyskyty této posloupnosti

v pfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobné
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nasim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého €lenu
posloupnosti.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji autofi Concrete
mathematics velmi vhodné oznaceni [logicky predikdt] — vyraz
je roven 1 v pripadé splnéni predikatu, jinak 0.

Napr. [n = 1], [2|n] apod.

Pro vyjadreni koeficientu u x” ve vytvorujici funkci F(x) se pak
Casto pouziva zapis [x"]F(x).
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Priklad — pokr.

Uvazme vytvorujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pri
podminkach Fo =0, F1 =1 je to F(x) — xF(x) — x*F(x) = x, a

tedy
F(x) = ——

11— x—x2
Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty ¢len posloupnosti.
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Priklad — pokr.

Uvazme vytvorujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pri
podminkach Fo =0, F1 =1 je to F(x) — xF(x) — x*F(x) = x, a

tedy
X

F(x) = ——.
(x) 1—x—x2
Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty ¢len posloupnosti.

Vyuzijeme k tomu rozklad na parcialni zlomky a dostaneme
X A B

1-x—x2 x—x4 Xx—x0
kde x1, x2 jsou koreny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z pocatecnich podminek.
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Priklad — pokr.

Uvazme vytvorujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pri
podminkach Fo =0, F1 =1 je to F(x) — xF(x) — x*F(x) = x, a

tedy
X

F(x) = ——.
(x) 1—x—x2
Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty ¢len posloupnosti.

Vyuzijeme k tomu rozklad na parcialni zlomky a dostaneme
X A B

1-x—x2 x—x4 Xx—x0
kde x1, x2 jsou koreny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z pocatecnich podminek. Po substituci
A1 = 1/x1, 2 = 1 /x> dostavame vztah
X a b
2 = + ’

1—x—x 1—Xix  1-—Jox
odkud uz vcelku snadno vyjde F, = a- A] + b- AJ, jak to zname z
dFivéjska.
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Priklad — zavér

S vyuzitim pocatecnich podminek dostavame
1
Fn=—

s[5

Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iracionalnich cisel je vzdy
celociselny.
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Priklad — zavér

S vyuzitim pocatecnich podminek dostavame

(-(57)]

Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iracionalnich cisel je vzdy
celociselny.
Uvazime-li navic, ze (1 —/5)/2 ~ —0.618, vidime, ze pro véechna

pfirozena Cisla Ize F, snadno spoditat zaokrouhlenim &isla
1 (1+\/§)n

1

Fr=
V5

V5

2
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Priklad — zavér

S vyuzitim pocatecnich podminek dostavame
1
Fn=—

s[5

Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iracionalnich Cisel je vzdy
celociselny.

Uvazime-li navic, ze (1 —/5)/2 ~ —0.618, vidime, ze pro véechna
pfirozena Cisla Ize F, snadno spoditat zaokrouhlenim &isla

L (L55)". Navic je videt, 7e limp o0 F/Fpy1 = 1/M1 ~ 0.618,
coz je pomér znamy jako zlaty fez — objevuje se jiz od antiky

v architektufe, vytvarném umeéni i hudbé.
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Rozklad na parcialni zlomky — pfipomenuti

Analogicky postup je mozné pouzit pfi feseni obecnych linearnich
diferen¢nich rovnic k-tého stupné s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristicka rovnice jednoduché kofeny pomiize vzdy
jednoduchy rozklad na parcialni zlomky. Ten jsme jiz vidéli dfive
pfi integraci racionalnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:
o Predpokladame, ze P(x)/Q(x) je podil polynomi, kde
st P < st Q (jinak vydélime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spolecné koreny.
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o Predpokladame, ze P(x)/Q(x) je podil polynomi, kde
st P < st Q (jinak vydélime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spolecné koreny.
@ Polynom Q(x) rozlozime na korenové Cinitele.
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Rozklad na parcialni zlomky — pfipomenuti

Analogicky postup je mozné pouzit pfi feseni obecnych linearnich
diferen¢nich rovnic k-tého stupné s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristicka rovnice jednoduché kofeny pomiize vzdy
jednoduchy rozklad na parcialni zlomky. Ten jsme jiz vidéli dfive
pfi integraci racionalnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:
o Predpokladame, ze P(x)/Q(x) je podil polynomi, kde
st P < st Q (jinak vydélime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spolecné koreny.
@ Polynom Q(x) rozlozime na korenové Cinitele.
@ Jsou-li viechny kofeny as, ..., ay jednoduché, pak

P(x) A Ay

Q(X)_x—a1+” +X—oz[
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Rozklad na parcialni zlomky — pfipomenuti

Analogicky postup je mozné pouzit pfi feseni obecnych linearnich
diferen¢nich rovnic k-tého stupné s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristicka rovnice jednoduché kofeny pomiize vzdy
jednoduchy rozklad na parcialni zlomky. Ten jsme jiz vidéli dfive
pfi integraci racionalnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:
o Predpokladame, ze P(x)/Q(x) je podil polynomi, kde
st P < st Q (jinak vydélime se zbytkem) a P(x), Q(x) nemaji
spolecné koreny.
@ Polynom Q(x) rozlozime na korenové Cinitele.

@ Jsou-li viechny kofeny asq, ..., ap jednoduché, pak
P(x) A Ay

R(X) x—m X —
@ Ma-li kofen « nasobnost k, pak jsou pfislusné parcialni zlomky

tvaru

A1 A2 Ak
N

—a) -
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Rozklad na parcialni zlomky — pokr.

@ V pripadé dvojice komplexné sdruzenych kofent nahrazujeme
s¢itanec A/(x — a) séitancem (Ax + B)/(x? 4+ px + q) véetné
prislusnych mocnin jmenovatele.
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Rozklad na parcialni zlomky — pokr.

@ V pripadé dvojice komplexné sdruzenych kofent nahrazujeme
s¢itanec A/(x — a) séitancem (Ax + B)/(x? 4+ px + q) véetné
prislusnych mocnin jmenovatele.

@ Neznamé dopocitame bud roznasobenim a porovnanim

koeficientl u jednotlivych mocnin x nebo dosazenim
jednotlivych kofeni.
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Rozklad na parcialni zlomky — pokr.

@ V pripadé dvojice komplexné sdruzenych kofent nahrazujeme
s¢itanec A/(x — a) séitancem (Ax + B)/(x? 4+ px + q) véetné
prislusnych mocnin jmenovatele.

@ Neznamé dopocitame bud roznasobenim a porovnanim

koeficientl u jednotlivych mocnin x nebo dosazenim
jednotlivych kofeni.

o Vyrazy A/(x — o)k prevedeme na vyrazy tvaru B/(1 — Bx)*
vydélenim Citatele i jmenovatele vyrazem (—a)*. Tento vyraz
jiz umime rozvinout do mocninné Fady.
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Vytvorujici funkce - pfipomenuti
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Definice

Bud dana nekoneéna posloupnost a = (ao, a1, az, . . .). Jeji
vytvorujici funkci rozumime (formalni) mocninnou fadu tvaru

oo
Za,-x’ =ap+aix +ax® -
i=0

Kromé vyse zminénych vytvorujicich funkci se v praxi rovnéz €asto
objevuji jejich tzv. exponencialni varianty!.

=Y &

n>0

YPouzivaji se i dali typy vytvorujicich funkci (napf. v teorii cisel se pouzivaji
Dirichletovy vytvofujici funkce, kde roli faktoru x” hraje ™), ale témi se zde
zabyvat nebudeme.
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Definice

Bud dana nekoneéna posloupnost a = (ao, a1, az, . . .). Jeji
vytvorujici funkci rozumime (formalni) mocninnou fadu tvaru

oo
Za,-x’ =ap+aix +ax® -
i=0

Kromé vyse zminénych vytvorujicich funkci se v praxi rovnéz €asto
objevuji jejich tzv. exponencialni varianty!.

=Y &

n>0

Jméno vychazi z toho, ze exponencialni funkce e* je (exponencialni)
vytvorujici funkei pro zakladni posloupnost (1,1,1,1,...).

YPouzivaji se i dali typy vytvorujicich funkci (napf. v teorii cisel se pouzivaji
Dirichletovy vytvofujici funkce, kde roli faktoru x” hraje ™), ale témi se zde
zabyvat nebudeme.
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Véta z matematické analyzy:

Véta

Bud' (ag, a1, az, . .. ) posloupnost realnych ¢isel. Plati-li pro néjaké
K € R, ze pro vsechna n > 1 je |ap| < K", pak rada

a(x) = Z apx"

konverguje pro kazdé x € (—%, %) Soucet této rady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznacujeme rovnéz a(x).
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Véta z matematické analyzy:

Véta

Bud' (ag, a1, az, . .. ) posloupnost realnych ¢isel. Plati-li pro néjaké
K € R, ze pro vsechna n > 1 je |ap| < K", pak rada

a(x) = Z apx"

konverguje pro kazdé x € (—%, %) Soucet této rady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznacujeme rovnéz a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednoznacné urcena
plivodni posloupnost, nebot ma a(x) v 0 derivace vsech radi a plati

a(")(O)

an =
n!
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Scitani (a; + bj) posloupnosti €len po ¢lenu odpovida soucet
a(x) + b(x) prislusnych vytvorujicich funkci.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Scitani (a; + bj) posloupnosti €len po ¢lenu odpovida soucet
a(x) + b(x) prislusnych vytvorujicich funkci.
@ Vynasobeni (« - a;) viech ¢lend posloupnosti stejnym skalarem
o odpovida vynasobeni « - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Scitani (a; + bj) posloupnosti €len po ¢lenu odpovida soucet
a(x) + b(x) prislusnych vytvorujicich funkci.
@ Vynasobeni (« - a;) viech ¢lend posloupnosti stejnym skalarem
o odpovida vynasobeni « - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.
@ Vynasobeni vytvorujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Scitani (a; + bj) posloupnosti €len po ¢lenu odpovida soucet
a(x) + b(x) prislusnych vytvorujicich funkci.
@ Vynasobeni (« - a;) viech ¢lend posloupnosti stejnym skalarem
o odpovida vynasobeni « - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.
@ Vynasobeni vytvorujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami.
@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odecteme
polynom by (x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté podélime vytvorujici funkci xX.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e Scitani (a; + bj) posloupnosti €len po ¢lenu odpovida soucet
a(x) + b(x) prislusnych vytvorujicich funkci.

@ Vynasobeni (« - a;) viech ¢lend posloupnosti stejnym skalarem
o odpovida vynasobeni « - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.

@ Vynasobeni vytvorujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami.

@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odecteme
polynom by (x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté podélime vytvorujici funkci xX.

@ Substituci polynomu f(x) s nulovym absolutnim ¢lenem za x
vytvofime specifické kombinace ¢lenii ptivodni posloupnosti.
Jednoduse je vyjadiime pro f(x) = ax, coz odpovida
vynasobeni k—tého ¢lenu posloupnosti skalarem o%. Dosazeni
f(x) = x" nam do posloupnosti mezi kazdé dva cleny vlozi
n—1 nul.
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Dalsimi dilezitymi operacemi, které se pfi praci s vytvorujicimi
funkcemi Casto objevuji, jsou:
e Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), clen s indexem k je (k + 1)ak+1 (4.
mocninnou fadu derivujeme ¢len po ¢lenu).
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Dalsimi dilezitymi operacemi, které se pfi praci s vytvorujicimi
funkcemi Casto objevuji, jsou:

e Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), clen s indexem k je (k + 1)ak+1 (4.
mocninnou fadu derivujeme ¢len po ¢lenu).

@ Integrovani: funkce fOX a(t) dt vytvoruje posloupnost
(0, ao, %al, %82, %33, ...), pro k > 1 je ¢len s indexem k roven
%ak,l (zfejmé je derivaci pfislusné mocninné fady ¢len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).
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Dalsimi dilezitymi operacemi, které se pfi praci s vytvorujicimi
funkcemi Casto objevuji, jsou:

e Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), clen s indexem k je (k + 1)ak+1 (4.
mocninnou fadu derivujeme ¢len po ¢lenu).

@ Integrovani: funkce fOX a(t) dt vytvoruje posloupnost
(0, ao, %al, %82, %33, ...), pro k > 1 je ¢len s indexem k roven
%ak,l (zfejmé je derivaci pfislusné mocninné fady ¢len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).

@ Nasobeni fad: soucin a(x)b(x) je vytvorujici funkci
posloupnosti (¢, c1, 2, ... ), kde

Ck = Z a,-bj,
i+j=k
tj. leny v soucinu az po ¢, jsou stejné jako v soucinu
(ap + arx + apx® + - + akxk)(bo + bix + bpx? + - - bkxk).
Posloupnost (c,) byva také nazyvana konvoluci posloupnosti

(an), (bn).
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Reseni rekurenci

Mocninné fady jsou velmi silnym nastrojem pro feseni rekurenci ( a

to nejen linearnich!). Tim je minéno vyjadreni ¢lenu a,, jako funkci

n. Casto se s pomoci fad podafi vyFesit na prvni pohled velmi

slozité rekurence.

Obvykly (takrka mechanicky) postup pro feseni rekurenci se sklada

ze 4 kroki:

@ Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech

posloupnosti. Tento vztah musi platit pro vsechna n € Ny
(predpokladajice a_1 = a_o=---=0).
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Reseni rekurenci

Mocninné fady jsou velmi silnym nastrojem pro feseni rekurenci ( a
to nejen linearnich!). Tim je minéno vyjadreni ¢lenu a,, jako funkci
n. Casto se s pomoci fad podafi vyFesit na prvni pohled velmi
slozité rekurence.

Obvykly (takrka mechanicky) postup pro feseni rekurenci se sklada
ze 4 kroki:

@ Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro vsechna n € Ny
(predpokladajice a_1 = a_o=---=0).

@ Obé strany rovnice vynasobime x” a seCteme pres viechna
n € No. Na jedné strané tak dostaneme ) apx", coz je
vytvorujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak treba
upravit na vyraz rovnéz obsahujici A(x).
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Reseni rekurenci
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Obvykly (takrka mechanicky) postup pro feseni rekurenci se sklada
ze 4 kroki:

@ Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro vsechna n € Ny
(predpokladajice a_1 = a_o=---=0).

@ Obé strany rovnice vynasobime x” a seCteme pres viechna
n € No. Na jedné strané tak dostaneme ) apx", coz je
vytvorujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak treba
upravit na vyraz rovnéz obsahujici A(x).

@ Zjisténa rovnice se vyresi vzhledem k A(x).
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Mocninné fady jsou velmi silnym nastrojem pro feseni rekurenci ( a
to nejen linearnich!). Tim je minéno vyjadreni ¢lenu a,, jako funkci
n. Casto se s pomoci fad podafi vyFesit na prvni pohled velmi
slozité rekurence.

Obvykly (takrka mechanicky) postup pro feseni rekurenci se sklada
ze 4 kroki:

@ Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro vsechna n € Ny
(predpokladajice a_1 = a_o=---=0).

@ Obé strany rovnice vynasobime x” a seCteme pres viechna
n € No. Na jedné strané tak dostaneme ) apx", coz je
vytvorujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak treba
upravit na vyraz rovnéz obsahujici A(x).

@ Zjisténa rovnice se vyresi vzhledem k A(x).

Q Vysledné A(x) se rozvine do mocninné fady, pricemz koeficient
u x" udava ap, tj. a, = [x"|A(x) .
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ap=0,a1=1

ap =5ap_1 — 6an72

e Krok 1: a, = 5a,_1 — 6ap,_2 + [n =1].
o Krok 2: A(x) = 5xA(x) — 6x2A(x) + x.
e Krok 3:
X 1 1

T 1-5x+6x2 1-3x 1-—2x
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o Krok 4: a, = 3" — 2",
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Quicksort — analyza préimérného pfipadu

Ukazka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni
optimalni):
if L= []: return []
return qgsort ([x for x in L[1:] if x<L[O]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x>=L[0]])
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@ Pocet porovnani pri rozdéleni (divide): n — 1.

@ (Predpoklad nahodnosti): Pravdépodobnost toho, ze prvek
L[0] je k-ty nejvétsi, je L.

© Velikost tridénych poli ve fazi conquer: k —1 a n— k.
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Quicksort — analyza préimérného pfipadu

Ukazka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni
optimalni):
if L= []: return []
return qgsort ([x for x in L[1:] if x<L[O]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x>=L[0]])

@ Pocet porovnani pri rozdéleni (divide): n — 1.
@ (Predpoklad nahodnosti): Pravdépodobnost toho, ze prvek
L[0] je k-ty nejvétsi, je L.
© Velikost tridénych poli ve fazi conquer: k —1 a n— k.
Pro stfedni hodnotu po¢tu porovnani tak dostavame rekurentni
vztah:

n
1
C,,:n—1+Z;(Ck,1+C,,,k).
k=1
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Vyfedme nyni rekurenci

nC,, = n(n— 1)+2Z Ckf]_,CO == C1 =0
k=1

pomoci uvedeného postupu.
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Analyza Quicksortu pomoci vytvorfujicich funkci

Vyfedme nyni rekurenci
n
nC,, = n(n— 1)+2Z Ckfl, CQ == C1 =0
k=1

pomoci uvedeného postupu.

® > n>0 ”Can = son(n—1)x"+23" -, > ket Ck—1x"
o xC'(x) = ( )3 + 2XC(X)

o VyreSime tuto ||nearn| diferencialni rovnici prvniho fadu

((1—x)? C(X)) , a tedy

2 1
C(x) = L (ln T —x) ,
odkud konecné C, =2(n+ 1)(Hpy1 — 1) — 2n.
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