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1. POLYNOMY A INTERPOLACE

Citace z [8, str. 237]: ,,V této kapitole zacneme budovat néstroje umoznujicich modelovani zavislosti,
které nejsou ani linedrni ani diskrétni. S takovou potiebou se ¢asto setkdme, kdyz popisujeme systém
vyvijejici se v Case a to ne jen v nékolika vybranych okamzicich, ale ,souvisle®, tj. pro vSechny mozné
okamziky. Néekdy je to piimo zémér ¢i potieba (tfeba ve fyzikalnich modelech klasické mechaniky),
jindy je to vhodné ptiblizeni diskrétniho modelu (tfeba u ekonomickych, chemickych nebo biologickych
modelu).“

Polynomem nad R rozumime zobrazeni f : R — R dané vyrazem

f(@)=an2" + ap_1 2"+ +arx + ao,

kde a; € R, i =0,...,n, jsou pevné dand ¢isla (koeficienty).
Pokud je a,, # 0, fikdme, ze polynom f je stupné n. Stupen nulového polynomu neni definovan.

Pro polynomy f stupné n a g stupné m, existuji jednoznacéné urcené polynomy ¢ a r takové, ze
stupenn r je mensi nez m nebo je r = 0 a f = q- g+ r, viz [3, str. 238]. Je-li pro néjaky prvek
b € R hodnota f(b) = 0, pak to znamend, ze v podilu f(z) = ¢(z)(x — b) + r(z) musi byt r = 0.
Jinak by totiz nebylo mozné dosahnout f(b) = ¢(b) - 0 + r, kde stupen r je nulovy. Rikdme, ze b
je koren polynomu f. Stupen ¢ je pak pravé n — 1. Pokud m&a ¢ opét kofen, muzeme pokracovat
a po nejvyse n krocich dojdeme ke konstantnimu polynomu. Dokazali jsme tedy, ze kazdy nenulovy
polynom nad R mé nejvyse tolik kotent, kolik je jeho stupen. Odtud jiz snadno dovodime i nésledujici
pozorovani.

Lemma 1. Dva polynomy f a g nad R jsou si rovny (jako zobrazeni), prdvé kdyzZ maji shodné
koeficienty.

Diikaz. Predpokladejme f = g, tj. f — g = 0 jako zobrazeni. Polynom (f — ¢)(x) tedy mé nekonecéné
mnoho kotenti, coz je mozné pouze tehdy, je-li nulovym polynomem. 0

Priklad 1. Uvédomme si, ze u koneénych poli samoziejmé takové tvrzeni neplati. Uvazte naprt.
polynom p(z) = z* + z nad Z, = {0,1}. Potom je p(0) =0 a p(1) =1+ 1 =0, ale p(x) neni nulovy
polynom. U

Hornerovo schéma je prakticky nastroj pro vypocet hodnoty polynomu v néjakém bodé (v dusledku
i pro vypocet kofenu polynomu a podilu po déleni piislusnym kotrenovym ¢initelem). Uvazme polynom

f@)=a, 2" + a1 2"+ an02" P+ apa® +arx + ag

a pevné zvoleny bod zy € R. Uvazujme postupné hodnoty
bo == an, bi:=woby+an_1, by:=z9b1+a, 2, bz:=x0bs+an3, ...,
Cey bn,1 =X bn,Q + az, bn = X2 bn,1 + ag = f(xo)
Tj. ndsobime ¢islo xq koeficientem a,, a pricteme koeficient a,_1, pak to celé vynasobime cislem

a pricteme koeficient a,_», atd. Nakonec takto ziskdme hodnotu polynomu f(x) v bodé zq. Postup
zapisujeme do tabulky takto

Qnp, Qp—1| Ap—2 | Gp-3 | ... ay ao

o bo = Qp bl bg b3 ce bn—l bn = f([L’())




Zejména, je-li posledni koeficient b, = f(xy) = 0, pak je ¢islo z¢ kofenem polynomu f(x), tj. plati
rovnost f(x) = (x — xg) g(z), kde g(x) je polynom stupné n — 1. Soucasné dostdvame z Hornerova
schématu koeficienty polynomu g(x), tj.

g(x) =boa™ "+ b2 P b P+ 4 by o+ by

Priklad 2. Uvazujme polynom f(z) = 323 — 22% + x — 18. Pak pro jeho hodnotu v bodé xy = 1 plati

31—-2|1|—-18
1{3] 1 |2]—-16
neboli f(1) = —16 a ¢islo xy = 1 neni kofenem tohoto polynomu. Naopak, pro zo = 2 mame
3 —2[1]-18
2131419 0

neboli ¢islo xg = 2 je kofenem tohoto polynomu. Pro polynom f(z) pak plati, ze
f(z) = (xr —2) (32% + 42 + 9),
coz lze jednoduse ovérit zpétnym roznasobenim.

1.1. Interpolace. Citace z [, str. 239]: ,Casto je uziteéné zadat snadno poéitatelny vztah pro funkei,
pro kterou mame zadany hodnoty v predem danych danych bodech zy, ..., x,. Pokud by slo o nulové
hodnoty, umime pfimo zadat polynom stupné n + 1

flz)=(x—x0) (x — 1) ... (x — x,),

ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a nikde jinde. To ale neni jedina polynomidlni
odpovéd', protoze pozadovanou vlastnost m4 i nulovy polynom. Ten je piitom jediny s touto vlastnosti
ve vektorovém prostoru polynomu stupné nejvyse n. Obdobné to dopadne i v obecném pripadeé.

Veéta 1. Pro kazdou mnozZinu rizniyjch bodi xg,...,r, € R a predepsané hodnoty yo,...,y, € R
existuje prdvé jeden polynom f stupné nejvyse n (pripadné nulovy polynom), pro ktery plati

flz))=vy;, i=0,...,n.
Diikaz. Oznaéme si prozatim neznamé koeficienty polynomu f stupné n
fzan$”+---+a1x+a0.

Dosazenim pozadovanych hodnot dostaneme systém n + 1 rovnic pro stejny pocet nezndmych koefi-
clentu a;

ag + xoay + - - + (x0)"an, = Yo

ap+ rpar + -+ (l‘n)nan = Yn-

Jak je znamo z MB101, tento systém linearnich rovnic ma pravé jedno feseni pokud je determinant
jeho matice ruzny od nuly. Musime tedy vySettit tzv. Vandermonduv determinant

1 Zo (1'0)2 (Z’O)n
1z (2)? ... (&))"

Lo (@)? . (m)"



pro ktery plati V(zo, ..., zn) = []; joo. i (T — 7;), tedy
V(zg,...,x,) = H (x; —x;) #0,

§,j=0,...,n
1>7

protoze jsou body x,...,x, (po dvou) ruzné. Odtud ale vyplyvé jednoznacné existence hledaného

polynomu. Protoze polynomy jsou jako zobrazeni stejné, pravé kdyz maji stejné koeficienty, véta je

dokazana. 0

Jednoznac¢né urceny polynom f z predchozi véty nazyvame interpolacni polynom pro hodnoty y;
v bodech z;.

Citace z [7]: ,Na prvni pohled se muze zdét, ze redlné nebo piipadné raciondlni polynomy, t;.
polynomialné zadané funkce R — R nebo Q — Q, tvori hezkou velikou tiidu funkci jedné proménné.
Muzeme jimi prolozit jakékoli sady predem zadanych hodnot. Navic se zdaji byt snadno vyjadritelné,
takze by s jejich pomoci mélo byt dobie mozné pocitat i hodnoty téchto funkei pro jakoukoliv hodnotu
promeénné x. Pfi pokusu o praktické vyuziti v tomto sméru ovSéem narazime hned na nékolik problému.

Prvnim z nich je potieba rychle vyjadiit polynom, kterym zadana data prolozime. Pro feseni
vyse diskutovaného systému rovnic totiz budeme obecné potfebovat ¢as imérny treti mocniné poctu
bodu, coz pti objemnéjsich datech je jisté tézko prijatelné. Podobnym problémem je pomalé vy¢isleni
hodnoty polynomu vysokého stupné v zadaném bodé. Oboji 1ze ¢dstecné obejit tak, ze zvolime vhodné
vyjadreni interpolacniho polynomu (tj. vybereme lepsi bézi piislusného vektorového prostoru vsech
polynomt stupné nejvyse n, nez je ta nejobvyklejsi 1,x, 22, ..., z").“

1.2. Lagrangetuv interpola¢ni polynom. Sestrojime si nejprve pomocné polynomy ¢; s vlastnosti
1 i=j
01 = ’
Ztejmé musi byt tyto polynomy az na konstantu rovny vyrazum

(x—z0)... (v —mi—1)(® — xig1) ... (x — xy),
Hj;éi(m - ;)

Hj;éi($i - ;)

Hledany Lagrangeuv interpolaé¢ni polynom pak je dan jako

f(@) = yolo(x) + y1a(x) + - -+ + ynln().

a proto

Citace z [8, str. 241]: ,Toto vyjddfeni ma nevyhodu ve velké citlivosti na nepfesnosti vypoctu pii
malych rozdilech zadanych hodnot x;, protoze se v ni témito rozdily déli. (Pozn.: vimnéme si ale, ze
piim4 konstrukce Lagrangeova polynomu muze nahradit existenéni ¢dst dukazu v predchozi Vété 1.)

Dalsi nepiijemnosti je velice $patna stabilita hodnot redlnych nebo racionalnich polynomu pfi
zvétsujici se hodnoté proménné z. Brzy budeme mit néstroje na presny popis kvalitativniho chovani
funkci, nicméné i bez nich je zrejmé, ze podle znaménka koeficientu u nejvyssi mocniny polynomu
se hodnoty velice rychle pfi rostoucim z vydaji bud do plus nebo do minus nekoneéna. Ani toto
znaménko koeficientu u nejvyssiho stupné se ale u interpolacniho polynomu pii malych zménach
proklddanych hodnot nechova stabilné.“

Viz soubor <interpolace.pdf>.


http://goo.gl/l9nLD8

Priklad 3. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:
P2)=1, P3)=0, P4)=-1, P(5)=6.
Tento priklad a jeho feseni je prevzat z [3, str. 237-238].

Reseni. Resfme bud pifmo, tj. sestavenim soustavy ¢tyi linedrnich rovnic o étyfech neznamych.
Pfedpokldddme polynom ve tvaru aza® + asx? + a121 + ap. Vime, Ze polynom stupné nejvyse tii
splnujici podminky v zadani je dan jednoznacné.
aop + 2a1 + 4as + 8az =
ag + 3CL1 + 9@2 + 27&3 =0
ag + 4@1 + 16@2 + 64(13 = —1
ap + day + 25as + 125a3 = 6.

Kazdé rovnice vznikla z jedné z podminek v zadéni.

Druhou moznosti je vytvorit hledany polynom pomoci fundamentalnich Lagrangeovych polynomi:
(z —3)(z —4)(z —5)

P(x) : +0-(...)+
(2-3)(2-4)(2-5)

—2 -5 —2)(x—=3)(x—4

). BB D) e =3

(4-2)(4-3)(4-5) (5-2)(5-3)(5-4)

4 101
= gx?’ — 12:152—1-?96—29.

Koeficienty tohoto polynomu jsou samoziejmé jedinym feSenim vysSe sestavené soustavy linearnich
rovnic. OJ

1.3. Derivace polynomu. Derivace polynomu je linearni zobrazeni prostoru P, polynomu stupné
nejvyse n do prostoru P,_; polynomil stupné nejvyse n — 1 takové, Ze kazdy polynom z* standardn{
béze je zobrazen na polynom kz*~!. Tuto operaci znaéime ’.

Priklad 4.
@ =1, () =20, (=37 (@) =100, (1) =0.

Z linearity tohoto zobrazeni tedy plyne, ze derivace polynomu
P)=a,2" +an 12"+ Fayx® +ax+ag

je polynom
P)=na, 2" '+ (n—1ap_ 12" 2+ +2ay7 +ay.

Druhd derivace polynomu je opét linedrni zobrazeni prostoru P,, do prostoru P,_o definované jako
iterace vyse uvedeného zobrazeni derivace. Tj. polynom z* standardni baze je zobrazen na polynom
k(k — 1)x*=2. Tuto operaci znacime ”

Piiklad 5.
()" =(1) =0, (2*)"=2x) =2, (2% =(32%) =6uz,
(z')" = (1002*%)" = 99002, (1)" = (0)' = 0.



Vice se o derivacich (nejen polynomu) dozvite pozdéji v tomto semestru.

1.4. Hermiteuv interpolaéni polynom. Citace z [3, str. 243]:  Uvazme opét m + 1 po dvou
ruznych redlnych hodnot xy,..., %, tj. z; # x; pro vSechna i # j. Budeme chtit zase prokladat
pomoci polynomu predem dané hodnoty, tentokrat ale budeme vedle hodnot ptedepisovat i prvni
derivace. Tj. predepiseme y; a y; pro vSechna i. Hleddme polynom f, ktery bude nabyvat téchto
predepsanych hodnot a derivaci.*

Zcela analogicky jako u interpolace pouhych hodnot obdrzime pro neznamé koeficienty polynomu
f(z) = apx™ + ... ap systém rovnic

ap + xoay + - - + (20)"an = Yo

ap + Tmar + -+ -+ (xm)nan = Ym

ay + 2xpag + - - + n(xo)" ta, = Yo

a; + 2x,a0 + -+ n(xm)”’lan =y .

Toto je systém 2m + 2 rovnic pro n + 1 neznamych. Volbou stupné hledaného polynomu n = 2m + 1
bude determinant tohoto systému rovnic nenulovy a tudiz bude existovat prave jedno feseni. Nalezeny
polynom nazyvame Hermiteuv interpola¢ni polynom.

Priklad 6. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:
P(1)=0, P(1)=1, P(2)=3, P(2)=3.

Reseni. Méme m = 1 a hleddme polynom stupné n = 2m+1 = 3, tj. P(z) = ag2® + as 2> + a1 x + ay.
Dosazenim za © = 1 a © = 2 do vyrazu pro P(z) a P'(x) dostaneme systém

P(l) :a3+a2+a1+a020,

P(2) :8a3—|—4a2—|—2a1—|—a0 :3,

Pl(l) = 3@3 + 20,2 + a; = 1,

P,(2) = 12(13 + 4@2 +a; = 3.

Vyiesenim tohoto systému dostaneme P(z) = —2x3 + 1022 — 13z + 5. O

Stejné jako pti konstrukei Lagrangeova polynomu lze Hermiteuv interpolacni polynom zkonstruovat
piimo pomoci tzv. fundamentélnich Hermiteovych polynomu. Podrobnosti viz [3, str. 244].

Nejjednodussi ptripad je zadani hodnoty a derivace v jediném bodé. Tim urcéime beze zbytku poly-
nom stupné n = 1, tj.

f(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — x0),

tj. pravé rovnici primky zadané hodnotou a smérnici v bodé xy.



Priklad 7. Naleznéte polynom P spliujici nasledujici podminky:
P(1)=2, P'(1)=3.

Resent.
Pz)=P(1)+P'(1)-(z—1)=243(x—1) =3z — 1.

Kdyz zaddme hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. f(x¢) = vo, f'(z0) = yj, f(x1) = y1, f/(x1) =
y; pro dva ruzné body z( a z1, dostaneme jesté porad snadno pocitatelny problém. Ukazme si jej ve
zjednoduseném provedeni, kdy zo =0, z; = 1.

Priklad 8. Hleddme polynom stupné n = 2m+1 = 3, tj. f(z) = a3 2> + as 2* + a;  + a¢. Dosazenim
za x =0 ax =1 do vyrazu pro f(z) a f'(z) dostaneme systém

JO)=ao=1yy, [f(l)=as+a+a+a=1, [f0)=a =y, [f(1)=3a3+2a+a =1y

Tedy matice tohoto systému a jeji inverze maji tvar

0001 2 -2 1 1
111 4 |-3 3 =2 -4
A=loozrto|" 4 =lo o 1 o

3210 1 0 0 0

(Vypoctéte si tuto inverzi nékterou z metod z MB101!)

Pifmym vynésobenim A - (a3, as, a1, a9)’ pak vyjde vektor (yo, y1,yp, )", neboli

as Yo 20 — 2y1 + Yo + U4

ol T R . =310 + 3y1/— 2y0 — Y4 ’
ay Yo Yo

Qo Y Yo

£,
f(@) = (2yo — 2u1 + yo + y1) 2 4+ (=3yo + 3y1 — 2u) — y1) &° + Y = + Yo.

Obdobneé lze predepisovat libovolny kone¢ny pocet derivaci v jednotlivych bodech a vhodnou volbou
stupné polynomu obdrzime vzdy jednoznacné interpolace.

Bohuzel, u téchto interpolaci porad zustavaji problémy zminéné uz v pripadé jednoduchych inter-
polaci hodnot — slozitost vypoctu a nestabilita. Pouziti derivaci vsak podbizi jednoduché vylepseni
metodiky:.



1.5. Interpolace splajny. Citace z [3, str. 241]: Jak jsme vidéli na obrédzcich demonstrujicich
nestabilitu interpolace jednim polynomem dostatecné vysokého stupné, malé lokalni zmény hodnot
zapricinovaly dramatické celkové zmény chovani vysledného polynomu. Nabizi se tedy vyuziti malych
polynomialnich kousku nizkych stupnu, které ale musime umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodu polynomem stupné nejvyse jedna (pozn.:
vznika lomend ¢éara). Tak se nejcastéji zobrazuji data. Z pohledu derivaci to znamend, ze budou na
jednotlivych tsecich konstantni a pak se skokem zmeéni.

O neéco sofistikovanéjsi moznosti je predepsat v kazdém bodé hodnotu a derivaci, tj. pro dva body
budeme mit 4 hodnoty a jednoznac¢né tim uréime Hermiteuv polynom 3. stupné, viz vyse. ... Takové
polynomialni priblizeni po kouskéch uz bude mit tu vlastnost, ze prvni derivace na sebe budou
navazovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace dostatecné a navic pfi naméfenych datech
nemivame hodnoty derivaci k dispozici. Pfimo se proto vnucuje pokus vyuzivat pouze zadané hodnoty
ve dvou sousednich bodech, ale pozadovat zaroven rovnost prvnich i druhych derivaci u sousednich
kousku polynomu tietiho stupné.

Definice 1 (Kubicky splajn). Necht zq < z; < -+ < x, jsou redlné hodnoty, ve kterych jsou
zadany pozadované hodnoty o, . . ., y,. Kubickym interpola¢nim splajnem pro toto zadéni je funkce
S R — R, ktera splnuje nésledujici podminky:

e zizeni S na interval [x; 1, z;] je polynom S; t¥ettho stupné, i =1,...,n,
o Si(x;i_1) =yi_1 a Si(z;) = y; pro véechny i = 1,...n,

o Si(x;) =S/ q(x;) pro viechny i = 1,...,n—1,

o S/'(x;) = S;" 1 (x;) pro véechny i =1,...,n — 1.

Citace z [8, str. 245]: | Kubicky splajn pro n + 1 bodu sestavéd z n kubickych polynomu, tj. méme
k dispozici 4n volnych parametru (prvni definiéni podminka). Dalsi podminky pritom zadavaji 2n +
(n — 1) + (n — 1) rovnosti, tj. dva parametry zustavaji volné. Pii praktickém pouziti se dodavaji
predpisy pro derivace v krajnich bodech, tzv. ,iplny splajn®“, nebo jsou tyto zadany jako nula, tzv.

(1314

,prirozeny splajn‘.

Citace z [8, str. 246]: ,Vypocet celého splajnu uz neni bohuzel tak jednoduchy jako u nezavislych
vypoctu Hermiteovych polynomu tietiho stupné, protoze data se prolinaji vzdy mezi sousednimi in-
tervaly. Pii vhodném usporadani se vSak dosdhne matice systému, ktera ma nenulové prvky prakticky
jen ve tfech diagondlach, a pro takové existuji vhodné numerické postupy, které umozni splajn pocitat
také v ¢ase imérném poctu bodu.*

Piiklad 9. Pfirozeny kubicky interpolacni splajn s hodnotami z Pifkladu 3 (interpolace). Resen{ je
tvaru

8.3 16,2 _ 103, , 31
T 5Lt 5 T <3,
12 11 401
S(a)= {8 -2 MR, ycpcy

—3243 + 3207 — BBy 4227 x> 4



OBRAZEK 1. Srovnani kubického splajnu a Lagrangeova interpola¢niho polynomu.

Vice ve skriptech [8, Odstavec 5.1].

1.6. Rozklad na parcidlni zlomky. Jsou-li P(z) a Q(z) polynomy, Q(z) # 0 (tj. polynom ) neni
identicky roven nulovému polynomu), potom se vyraz

P(x)
Q(x)

Je-li st P < st @, pak R(z) nazyvame ryze lomenou.

R(z) :=

nazyva racionalni lomenou funkei.

Pokud nemaji polynomy P(x) a Q(z) spoleény koten (tj. ve funkci R(z) jiz nejde zadny vyraz
s proménnou x pokratit), potom kazdou takovou ryze racionédlni lomenou funkei lze rozlozit na soucet
parcialnich zlomku. Tento soucet je az na poradi jednotlivych zlomku uréen jednoznacné.

Tvar jednotlivych parcialnich zlomkt najdeme podle kotenu a nasobnosti jmenovatele, tj. podle
funkce Q(z). Elementérni kofenové ¢initele polynomu Q(z) lze nad R uvazovat bud linedrni (od-
povidajici redlnym kofenum) nebo kvadratické (odpovidajici dvojicim komplexné sdruzenych kom-
plexnich kotfenu).

e Je-li @ € R redlny kotfen ndsobnosti k, potom polynom Q(z) obsahuje ¢initel (z — a)¥,
a prislusné parcialni zlomky jsou tvaru
Al AQ A3 Ak

(x—a)k+(x—a)’“—1+(x—oz)k—2+.”+x—o/

e Je-li §+ i € C dvojice komplexné sdruzenych komplexnich kofenu ndsobnosti k (kazdy
z nich), potom polynom Q(z) obsahuje ¢initel (2% + px + ¢)*, jehoz diskriminant je zdporny,
a prislusné parcialni zlomky jsou tvaru
Blﬂf + Cl BQ&T + 02 Bgﬂi‘ -+ 03 i Bk.CE + Ck
(22 +px+q)F (22 +pr+qPFt (22 +pr+q)k? 2+ pr+q

Je nutné vzdy zahrnout vsechny parcidlni zlomky (az do stupné k)!



Priklad 10.

22+ Tr+1
R($)_x(x—1)3(x2+:1;+1)2
A B C D Ex+ F Gr+ H

:;+(x—1)3+(x—1)2+3:—1+(3:2+x+1)2 2+zx+1

U

Nezndme koeficienty u parcialnich zlomktu hleddme bud pfevodem nazpét na spoleéného jmeno-
vatele a porovnanim koeficientu u jednotlivych mocnin (coz vede na systém linedrnich rovnic), nebo
jednoduseji dosadime za proménnou z hodnoty kofent polynomu Q(z).

Priklad 11.
rz+1 A B C

D=2 z-1 (w=27 2.2
A —-2P+Bx-1)+C(z—1)(z—2)
B (x—1)(z—2)

R(zx) =

Porovnéavame polynomy v citateli:
r+1=A(x—-2°+Bx—-1)+C(x—-1)(z-2).

Volbou = 1 dostaneme A = 2, volbou z = 2 dostaneme B = 3. Dalsi koteny jiz jmenovatel nem4,
zvolime proto libovolnou jinou ,jednoduchou“ hodnotu, napt. x = 0 a dostaneme 4A — B 4+ 2C = 1,
tj. C = —2. Je tedy

2 3 2

x—1+(:17—2)2_x—2‘

O

‘Konec 1. prednasky (19.2.2015)
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2. DIFERENCIALNI POCET

2.1. Realna cisla. Redalna c¢isla zavedeme v podstaté intuitivné jako obrazy bodu na pirimce, kde
vyznacime bod 0 oznacujici pocdtek a rozhodneme o kladném sméru (doprava). Znacime R. Mate-
maticky lze redlnd ¢isla zavést pomoci axiomu, viz [3, Odstavec 5.2]. Zejména si z MB101 zopakujte
pojmy suprema a infima, se kterymi budeme pracovat.

2.2. Supremum a infimum v R. Necht je ddna neprdzdnd mnozina A C R. Prvek b € R nazveme
horni zédvorou mnoziny A, pokud Vx € A: = <b,

tj. pokud je prvek b vétsi (nebo roven) nez vSechny prvky v mnoziné A. Obdobné se definuje
dolni zédvora mnoziny A, tj. je to prvek a € R s vlastnosti, ze a < = pro vSechny = € A.

Rekneme, ze mnozina A je shora ohrani¢end (shora omezend), pokud ma A alespon jednu horni
zavoru. Podobné se definuje zdola ohrani¢end (zdola omezend) mnozina A. Mnozina A je ohrani¢end
(omezend), pokud je A soucasné zdola i shora ohranic¢end. Viz piiklady redlnych intervalu.

Nejmensi horni zdvora mnoziny A se nazyva supremum mnoziny A. Tj. prvek b € R je supremum
mnoziny A, pokud jsou splnény nésledujici dvé podminky:
—VxzeA: z<b(tj. bje horni zdvora mnoziny A),
— je-li y € R horni zédvora mnoziny A, potom je b < y (tj. b je nejmensi horni zévora).

Supremum mnoziny A znac¢ime jako

b = sup A.

Obdobné se definuje infimum mnoziny A, neboli je to nejvétsi dolni zavora mnoziny A, zna¢ime

a = inf A.

Piiklad 12. Je-li A libovolny z intervalu (0, 1), [0, 1], [0,1) nebo (0, 1], potom je vzdy
supA=1 a infA=0.
0

Ma-li mnozina A nejvétsi prvek b (tj. vSechny ostatni prvky jsou mensi nez b), potom je b = sup A.
Podobné, ma-li mnozina A nejmensi prvek a (tj. vSechny ostatni prvky jsou vétsi nez a), potom
je a = inf A. Vyhoda suprema ¢i infima oproti nejvétsimu ¢i nejmensimu prvku spo¢iva v tom, ze
nejvetsi ¢i nejmensi prvek nemusi v A existovat, i kdyz je mnozina A ohranicend, ale supremum a
infimum existuji vzdy.

Axiom 1.

(i) Kazda neprazdnd shora ohrani¢end mnozina A C R mé supremum.
(il) Kazda neprazdnd zdola ohranicend mnozina A C R mé infimum.

Tyto axiomy zarucuji, ze v mnoziné realnych ¢isel nejsou zadné ,,diry*. Navic 1ze jednoduse dokézat,
ze tvrzeni (i) a (ii) jsou navzdjem ekvivalentni, tj. sta¢i mit k dispozici jen jeden z nich, a ten druhy
pak jiz plati automaticky.
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2.3. Intervaly. Budeme se striktné drzet znaceni, zZe uzavieny interval je oznacen hranatymi zavor-
kami [a,b] (krajni body tam patii), zatimco otevieny interval je oznac¢en kulatymi zavorkami (a,b)
(krajni body tam nepatii). Podobné budeme uvazovat polouzaviené intervaly [a, b) a (a, b].

Nekonecné intervaly (neohranic¢ené zdola nebo shora) zna¢ime jako

(—00,00), [a,0), (a,00), (—o00,b], (—00,b).

Symbol —oo a oo do intervalu nikdy nepatii, je to jen znaceni, ze do intervalu patii libovolné velké
zaporné ¢i kladné body.

Defini¢éni obor funkce f(x) budeme znacit symbolem D(f), obor hodnot pak symbolem H(f).

2.4. Limita. V tomto odstavci se budeme podrobné zabyvat situaci, kdy se néjaké hodnoty funkce
(nebo posloupnosti) ,blizi“ k néjakému ¢islu ¢i k +oo. To pak prirozené vede k zavedeni pojmu
Hlimita“.

Priklad 13.
(a) K ptiblizeni pojmu ,limita“ muze dobte poslouzit jiz znamy pojem infima ¢i suprema. V Pfi-
kladu 12 jsme ukazali, ze
0 =inf(0,1), 1=sup(0,1),

a pritom ani jedno z ¢isel 0, 1 v mnoziné (0, 1) nelezi. Uvazujme posloupnost bodu

N™ (111 € (0.1)
nfo, 273477 ’

pro zvysujici se n. Potom vidime, ze se hodnoty této posloupnosti ,nekonec¢né blizi“ k hodnoté
infima (k nule), ale nikdy této hodnoty nedoséhnou. Podobné toto plati pro posloupnost

n—1\% 13 4
==, 2 2 1
SRR R S

a hodnotu suprema (jednicku).

(b) Naopak, ¢leny posloupnosti

{n}>~,=10,1,2,3,...}
se ,nekonecné blizi“ k +oo (ale nikdy této ,hodnoty“ nedosdhnou), stejné tak jako ¢leny
posloupnosti

{-n} ", =1{0,-1,-2,-3,..}
se ,nekonecné blizi“ k —oo (ale nikdy této ,hodnoty* nedosdhnou).

(¢) Podobné se funkéni hodnoty funkce f(z) = 2 ,nekonecné blizi“ k ¢islu 0 kdyz se nezdvisla
proménnd x zvysuje k +oo (viz obr.).

OJ

Intuitivni definice limity: ,Funkce f(x) ma limitu L v bodé xq, pokud se funkéni hodnoty f(x)
libovolné blizi k ¢islu L, kdyz je x dostatecné blizko k xy.“ PiSeme

lim f(z) = L.

T—T0
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Piiklad 14. Uvadime ruzné ,druhy® limit — vlastni/nevlastni limita ve vlastnim/nevlastnim bodé.
(a) Pro funkei f(z) = 3z + 1 mame (viz obr.)

lim(3z + 1) = 10, lim 3z + 1) = oc.
z—3 T—00

(b) Pro funkci f(z) = &5 méme (viz obr.)
1 1 1
lim — = oo, lim — =0, lim — =0.
z—0 %2 T—00 1'2 T——00 1'2

O

Oznaceni . R* := RU {f+o0}. Body =z € R se nazyvaji vlastni body, body x = 400 se nazyvaji
nevlastni body.

Definice 2 (Okoli bodu). Bud z, € R*. Okoli O(xq) bodu zq je otevieny interval s vlastnosti (viz
obr.)

(iIZ’O — 0,20 + (5), je-li g € R,
O(xo) = (a,00), je-li zg = 00 (a € R),
(—o0,b), je-li xy = —o0 (b € R).

Mnozina O(z) \ {zo} (pro ¢ € R) se nazyva ryzi (téz prstencové) okoli bodu .

Pro zo € R definujeme pravé okoli bodu z, jako interval [zg,xo + 0) a levé okoli bodu zy jako
interval (zo— 9, zo]. Podobné je pravé ryzi okoli bodu z interval (xg, z9+9) a levé ryzi okoli bodu x
interval (zg — 9, z0). O

Definice 3 (Limita). Bud x¢, L € R*. Funkce f(z) md v bodé z, limitu L, piSeme
lim f(z) = L,

T—T0

pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje okoli O(zy) bodu z, tak, ze
pro véechna = € O(xzg) \ {zo} je f(x) € O(L). (1

~—

To, ze v podmince (1) pozadujeme, aby |x # x¢ |, znamen4, Ze

limita nezavisi na hodnoté funkce v bodé zg!

Interpretace Definice 3 zalezi na tom, jestli je xg a L vlastni nebo nevlastni bod.

Definice 4 (Vlastni limita ve vlastnim bodé). Bud zy, L € R. Funkce f(z) ma v bodé z, limitu
L, pokud pro kazdé € > 0 (toto ¢islo € urcuje okoli O(L) = (L — ¢, L + ¢) bodu L) existuje 6 > 0
(toto ¢islo 0 urcéuje okoli O(xy) = (xg — 9,29 + ) bodu z) takové, ze

pro viechna z takova, ze 0 < |z —zo| <0 je |f(z)—L|<e. (2)
. ~~ - D Y —
2€0(zo)\{zo} f(z)eO(L)

O
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Zkréacené lze Definici 4 prepsat jako

Ve>036>0tak, zeVe: 0<|z—xo|<d = |f(x)—L|<e.

Piiklad 15. Ukazte z definice, ze lim,,3(3z 4+ 1) = 10, viz obr.

Reseni. Bud e > 0 libovolné. Chceme najit ¢islo 6 > 0 takové, aby |y — 10| < ¢, kdykoliv bude
0 < |z —3| <d. Tedy

(Bz+1)—10[<e, t. [Br—9<e \x—3|<§.

Staci tedy vzit | := £ |, pripadné libovolné jiné ¢ spliujici 0 < § <

£
3

wlm

Definice 5 (Vlastni limita v nevlastnim bodé&). Bud z, = oo, L € R. Potom
lim f(z) =L,
T—00

pokud pro kazdé € > 0 (toto ¢islo € urcuje okoli O(L) = (L — e, L + ¢) bodu L) existuje a > 0 (toto
¢islo a urcuje okoli O(o0) = (a,00) bodu co) takové, ze

pro vSechna ¢ > a je |f(x) — L| < ¢. (3)
2€0(c0) f(@)e0(L)

Bud zy = —oo, L € R. Potom
lim f(x)=1L,

T—r—00

pokud pro kazdé € > 0 (toto ¢islo € urcuje okoli O(L) = (L — ¢, L + ) bodu L) existuje b < 0 (toto
¢islo b urcuje okoli O(—o0) = (—o0, b) bodu —oo) takové, ze

pro véechna g <b je |f(z)—L| <e. (4)
2€0(—o0) f(z)eO(L)
0J

Piiklad 16. Ukazte z definice, ze limzﬁooi =0, viz obr.

Reseni. Bud e > 0 libovolné. Cheeme najit ¢islo a > 0 takové, aby |y — 0| < ¢, kdykoliv bude z > a.
Tedy

: 1 ) 1
—-<eg t]. —=<eg . xT>-.
x x €
Staci tedy vzit |a := % , pripadné libovolné jiné a splaujici a > % OJ
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Piiklad 17. Urcete limitu posloupnosti a,, = (1 + %)n pro n — oo.

Reseni. Ukéaze se, ze je tato posloupnost rostouci a shora ohranicend a tudiz m4 limitu. Tuto limitu
oznaCujeme symbolem e a nazyvame ji Eulerovym ¢islem (zéklad ptirozenych logaritmu). Je tedy

1 n
lim <1 + —> =e].
n—oo n

Vice ve skriptech [8, str. 276-277]. O

Podobné interpretujeme

— nevlastni limitu ve vlastnim bodé (zo € R, L = +00),
— nevlastnf limitu v nevlastnim bodé (zo = oo, L = £00).

Ve vlastnich bodech xy se muzeme blizit k bodu x( také jen zprava nebo jen zleva, tj. v Defi-
nici 3 pouzijeme v podmince (1) pouze pravé ryzi okoli bodu zg nebo pouze levé ryzi okoli bodu x.
Dostavame pak pojmy limity zprava a limity zleva:

Definice 6 (Limita zprava/zleva). Bud z, € R, L € R*. Funkce f(z) md v bodé zg limitu zprava
rovnu ¢islu L, piseme

lim, f(z) =L,

l‘—>1’0

pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje 6 > 0 tak, ze
pro vSechna = € (zg, 9 +0) je f(x) € O(L). (5)

Funkce f(x) ma v bodé zy limitu zleva rovnu ¢islu L, piseme
lim f(x) =L,

x%mo

pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje 6 > 0 tak, ze
pro vSechna = € (zo — d,x9) je f(x) € O(L). (6)

Priklad 18.
(a) Pro funkci sgnz (,signum“=znaménko, viz obr.) definovanou jako

1, pro x > 0,
sgnr = ¢ —1, pro x < 0,
0, pro x =0,
plati
lim sgnz =1, lim sgnz = —1.
z—0t z—0~
(b) Pro funkci X plati (viz obr.)
. 1
lim — = oo, lim — = —o0.
z—=0t T =0~ T
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A kdy limita neexistuje? Pokud ma funkce v bodé z( a jeho okoli nasledujici chovani:

e skok — funkce mé obé jednostranné limity vlastni, které jsou ale ruzné (viz Piiklad 18(a)),

e ,nekonecny* skok — funkce ma obé jednostranné limity, pricemz alespon jedna z nich je ne-
vlastni (tj. £00), tyto jednostranné limity jsou ale ruzné (viz Piiklad 18(b)),

e oscilace — napf. funkce f(x) = sin% v bodé ¢ = 0, viz obr.

Priklad 19. Funkce
1, pro x € Q (tj. pro = racionalni),
0, pro z € Q (tj. pro x iraciondlni),
nema limitu v zddném bodé xy € R*, protoze v libovolném okoli zvoleného bodu x( se nachézeji jak

racionélni tak iracionélni ¢isla a tedy tato funkce zde nabyva hodnot 1 i 0 (a tedy zde nemuze mit
limitu). O

V nésledujicim si priblizime nékteré zakladni vlastnosti limit.

Véta 2 (Vlastnosti limit).
(1) Funkce f(x) md v bodé xo € R* nejuyse jednu limitu.
(i) Md-li f(x) viastni limitu L € R v bodé xy € R*, potom je f(x) na néjakém ryzim okoli bodu
To ohranicend.
(iii) Limita ezistuje pravé kdyz ezistuji obé jednostranné limity a jsou si rovny, tj.

lim f(z) =L & lim f(x)=L= lim f(z).

=T T T,

Véta 3 (Vlastnosti limit). Jsou-li

lim f(z) =L, lim g(z) = M,
T—T0 T—x0
kde L, M € R (pouze vlastni limity!) a xy € R*, potom
lim [f(z) £ g(z)] = L+ M, (7)
T—T0
lim f(z) - g(x) = LM, ®)
T—T0
- fle) L
lim 12— 2 M
R i Ve pokud M # 0, (9)
I [7(2)] = Jim ()] = |2 (10)

Véta 4 (O trech limitach). Necht xo, L € R*. Je-li g(x) < f(z) < h(x) na néjakém ryzim okoli
bodu xq a je-li
lim g(z) = L = lim h(z),

T—T0 T—T0
potom také existuje limita funkce f(z) a je rovna cislu L, tj.
lim f(z)= L.

T—T0
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Priklad 20. Rozhodnéte, jestli mé funkce x sin% limitu v bodé zy = 0.

Regeni. Protoze je funkce sinz ohranicend (jednickou shora a minus jednickou zdola), pro x # 0
plati nerovnosti

1
—|z| < zsin— < |z|.
T

A protoze lim, o |z| = 0, existuje podle Véty 4 také limita funkce z sin% a plati

lim z sin — = 0.
x—0 x

O

Poznamka 1. Vsechny vlastnosti limit uvedené ve Vétach 2, 3 a 4 plati i pro jednostranné limity,
tj. pro limity zprava a zleva. 0

Y

Poznamka 2. Pro vypocet limit pouzivame znaceni pro ,typ“ dané limity, napf. ‘typ g , |typ %

|typ £ , |typ =], atd. Typ dané limity zjistime tak, ze dosadime do daného vyrazu piimo limitni
hodnotu x = xy. Kuptikladu

im & =4 i 2 Z 0

im —| =0.

a—2 12 + 4 YPg

O

2.5. Spojitost. Spojitost funkce je dulezitym znakem jejiho chovani. Uvidime, ze spojité funkce maji
témer vsechny ,dulezité” vlastnosti.

Funkce f(z) je spojita v bodé xy € R, jestlize existuje v tomto bodé vlastni limita L, v bodé
existuje funkéni hodnota f(xg) a tyto dvé ¢isla jsou si rovny, tj. pokud

zli_>rr$10 f(z) = f(xg).

Spojitost zprava a spojitost zleva v bodé z se definuje stejné, ale s pomoci jednostranné limity, tj.

lim+ f(z) = f(xg), lim f(x) = f(x0).

1‘—>l‘o JZ—)JJO

Priklad 21. Funkce (viz obr.)

(2 — x, pro z € [0,1), ‘
\
2, pro x € [1,2),
1, pro x = 2, 1 o *
fz) =
2, pro z € (2,3], i .
5—x, pro x € (3,4),
27 pI‘O x — 4’ 1 1 1 1 .

je
e spojitd v kazdém bodé z € [0,4] kromé = = 0, 1,2, 4,
e spojitd zprava v kazdém bodé x € [0,4] kromé z = 2,4,
e spojité zleva v kazdém bodé x € [0, 4] kromé = = 0, 1,2, 4.
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Véta 5 (Vlastnosti spojitych funkci).
(i) Jsou-li funkce f(x) a g(x) spojité v bodé xq, pak jsou zde spojité i funkce

x
D@, S o) T pro glan) 0.
(ii) (Véta o zdménnosti limitniho prechodu a funkce.) Necht xo € R*. Je-li lim, ., g(x) = M a
je-li funkce f(y) spojitd v bodé yo = M, potom
lim f(g(x)) = f( lim g(z)) = f(M).

(iii) (Spogitost slozené funkce.) Je-li funkce g(x) spojitd v bodé xy a je-li funkce f(y) spojitd v bodé
Yo = g(xo), potom je slozend funkce (f o g)(z) = f(g(x)) spojitd v bodé x.

Vsimnéte si, ze vlastnost (10) je specidlnim piipadem Véty 5(ii), protoze je |z| spojita funkce.

Piiklad 22. Ve Véte 5(ii) muze existovat lim, ., f (g(x)) i v pripadé, ze lim,_,,, g(z) neexistuje.
Napf. pro g(z) = sgnx a f(y) = y* plati, ze lim, o sgn x neexistuje, ale presto je

. o . 2 . . o
lim f(g(x)) = lim(sgnz)” = lim 1 = 1.

Piiklady spojitych funkei:
e konstantni funkce f(z) = C (v kazdém bodé z € R),
e polynom P(z) (v kazdém bodé z € R),
e racionalnf lomend funkce R(z) = £&) (v kazdém bodé z € D(R), tj. v kazdém bodé z, kde

Q)
Q(x) # 0),

e trigonometrické funkce (vsude, kde jsou definovény).

Spojitost funkei lze dobie vyuzit k vypoctu limit — prostym dosazenim.

Priklad 23.
lim (22 + 2z) = (—1)* +2(=1) = —1, lim cos x = cos0 = 1.

z——1 z—0

V nésledujicich prikladech uvadime tzv. zakladni limity.

Piiklad 24. Urcete
sinx

lim
x—0 I

Resend. Dosazenim za x = 0 dostaneme, ze tato limita je typu ‘%|.

Pro z € (0, §) plati
sine <z <tgzx (viz obr.).
A protoze je pro tato x hodnota sinx > 0, je
x 1 sin

- < , tj. coszT <
sinxr cosx x

1< < 1.
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Jelikoz je funkce cosx spojitda (v nule), obé strany nerovnosti se pro z — 07 blizi k 1, a tedy podle
véty o tfech limitdch (Véta 4) je

. sinzx
lim = 1.
z—0t X

sin x
T

Protoze je funkce suda, existuje také limita zleva a je rovna 1, tj.

lim sin x - fim sin T Véta:g(iii) lim sin 1l (11)
r—0- X z—0+t T z—0 I
O
Priklad 25. Urcete
. 1—cosx
lim ——.
x—0 x
Reseni. Dosazenim za = = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu ‘%|.
. 1—cosx . 1—cosz 1+ cosz . 1 —cos’x 1
lim ——— = lim . = lim .
z—0 T z—0 T 1+ cosx z—0 T 1+ coszx
.. 92 .
1 1 1
— Jim (22T —lim (2 sing - ——— ) =1.0-==0.
z—0 T 1+ coszx z—0 T ~~ 1+cosz 2
N—— —0 N——
—1 1
=3
Proto je
1—
lim — T . (12)
r—0 x
Ul
Priklad 26. Urcete
et —1
lim
r—0 x

Reseni. Dosazenim za = = 0 dostaneme, ze tato limita je typu ‘%|.

Pomoci nerovnosti

1+xL+1<e”’<1+ pro z € (0,1),

x
1—22’

(viz obr. nize)
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/

(A) Graf funkce €=t na intervalu [—1, 1]. (B) Graf funke{

\]

e’ —1 1 1

+ T35 @ 1-g; na intrevalu [0, 0.4].

(¢) Graf funkef ezx_l, p%z a 1_12x na intrevalu [—0.4, 0].

neboli
1 - e’ —1 - 1
r+1 x 1—2z
dostaneme z véty o tfech limitach (Véta 4), ze

pro x € (0, %),

r—1
lim —— = — 1.
z—0t xT
Podobné, plati
1 e’ —1 1

< <
1—-2x T r+1
a tedy podle véty o tech limitach (Véta 4) plati

.oef—1
lim =1.
z—0~ i
Celkove tedy podle Véty 2(iii) je
r—1
lim &~ =1, (13)
x—0 x
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Priklad 27. Urcete
lim In(1+ x)
r—0 x

Resend. 7 Pifkladu 26 méme, ze pro malé z je e* — 1 ~ z, tedy je e* ~ 1 + x. Logaritmovanim obou
stran dostaneme, ze x =~ In(1 + x). Tedy plati, ze

In(1
i 23 +2) | (14)
x—0 x

O
Piiklad 28. Urcete

Coat—1

lim

x—0 x

Reseni. Dosazenim za = = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu ‘%|.

In a®

Pomoci rovnosti a* = e = e? " Jostaneme

T _ 1 zIna 1
lima zlime -Ina =1Ina,
z—0 X =0z lna
—1
a tedy je
-1
lim & =Ina|. (15)
z—0 x
Vsimnéte si, ze nyni je limita (13) specidlnim ptipadem limity (15) pro a = e. OJ

Priklad 29. Urcete
lim —loga(l +2) .
x—0 €x

Reseni. Dosazenim za = = 0 dostaneme, Ze tato limita je typu ‘%|.

Pomoci rovnosti log, (1 4+ z) = % dostaneme
1 1 In(1 1 1
lim log,(1 +2) = lim nl+ao), = ;
z—0 x z—0 x Ina Ina
——
—1
a tedy je
1 1 1
lim 2a(1F+2) 1| (16)
z—0 x Ina

Vsimnéte si, ze nyni je limita (14) specidlnim pfipadem limity (16) pro a = e. O
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Spojitost na intervalu — Bud I C D(f). Funkce f(x) je spojitd na intervalu I, je-li spojitd v kazdém
vnitinim bodé intervalu I a patii-li levy/pravy krajni bod do intervalu I, je v ném f(z) spojitd
zprava/zleva. Piseme

feC(), piipadne f € Cla,b], pokud I = [a,b].

(Pismeno ,,C“ pochézi z anglického continuous=spojity.)

Priklad 30.
(a) f(x) =4 — 22 (viz obr.), f(x) je spojitd na intervalu [—2,2], tj. f € C[—2,2].

(b) f(x) =% (viz obr.), f(z) je spojité na intervalu (—oc,0), na intervalu (0, 00), ale nenf spojité
na intervalu (—oo, 00) (na R).

(c) Vsimnéte si, ze spojitost funkce na intervalech (—o0,0) a [0, 00) stéle jesté nemusi stacit pro
spojitost na celém R. Napt. funkce (viz obr.)

0, pro x < 0,
f(ZE) = 1

pro x > 0,

je spojita na kazdém z intervalu intervalech (—o0,0) a [0, 00), ale neni spojitd na R.
]

Véta 6 (Weierstrassova). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a,b], tj. na uzavieném konecném
intervalu, potom je na tomto intervalu ohranicend a nabyjvd v ném své nejmensi a nejvétsi hodnoty

(viz obr.).

Diikaz. Je zalozen na principu suprema a infima. O

Poznamka 3. Zadné z podminek ve Vété 6 nemtze byt vypusténa, protoze by pak existence nejmens
nebo nejveétsi hodnoty v daném intervalu nemusela byt zarucena, jak ukazuji nasledujici priklady.

(a) Interval musi byt kone¢ny. Napi. f(z) = z na uzavieném intervalu [0, co) nabyva své minimum
v bodé z = 0, ale nenabyva zde své maximum. Navic je tato funkce neohranicena. (Viz obr.)

(b) Interval musi byt uzavieny. Napf. f(z) = < na intervalu (0, 1] nabyvéd své minimum v bodé
x = 1, ale nenabyva zde své maximum. Navic je tato funkce neohranicend. (Viz obr.)

(c) Interval musi byt uzavieny. Napt. f(z) = x na intervalu (0,1) nenabyvéa v tomto intervalu
své minimum ani své maximum, ale tato funkce je ohranicend. (Viz obr.)

0

Véta 7 (Bolzanova). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a,b], tj. na uzavreném koneéném in-
tervalu, potom f(x) nabyvd v tomto intervalu viech hodnot mezi svou nejmensi a nejuétsi hodnotou
(viz obr.). Tj. oznac¢ime-li m := min f(x) a M := max f(z), potom pro kaZdou hodnotu y € [m, M]
existuje (alespori jedno) ¢ € |a,b] tak, Ze plati f(c) = y.

Volbou y = 0 v predchozi vété dostaneme nasledujici.
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Dusledek 1. Je-li funkce f(z) spojitd na intervalu [a, b] a magji-li hodnoty f(a) a f(b) riznd znaménka
(tj. f(a)- f(b) < 0)), pak existuje bod ¢ € (a,b) tak, Ze plati f(c) = 0, tj. rovnice f(x) = 0 md
v intervalu (a,b) alespori jedno reSend (viz obr.).

14

Véta 8 (O spojitosti inverzni funkce). Je-li funkce f(x) spojitd a ryze monotonni (tj. stdle ,roste
nebo stdle ,klesd“) na intervalu I, potom je také inverzni funkce f~1(x) spojitd a ryze monoténni na
intervalu J := f(I).

Z vyse uvedené véty plyne spojitost cyklometrickych funkei arcsin z, arccos x, arctg x, arccotgx, a
déle spojitost logaritmickych funkci.

2.6. Body nespojitosti. Rozlisujeme nasledujici typy nespojitosti (v bodech z, € R):

1. Odstranitelna nespojitost — existuje vlastni limita lim,_,,, f(x), ale tato limita je ruzna od
f(x) (pripadné f(x¢) neni vubec definovana). Tento typ nespojitosti lze ,,odstranit” predefi-
novanim (pifipadné dodefinovanim) hodnoty f(x).

Priklad 31.

(a) Funkce
r?—4
f) =
mé v bodé xy = 2 odstranitelnou nespojitost (v podstaté je f(r) = x + 2 pro = # 2).
(b) Funkce
sin
fla) = 2

mé v bodé xy = 0 odstranitelnou nespojitost.

0

2. Skok (téz nespojitost prvniho druhu) — existuji vlastni jednostranné limity lim St f(z) a
lim, Sag f(x), ale tyto jednostranné limity jsou ruzné (ptitom vubec nezélezi na hodnoté

[ (o).

Priklad 32. Funkce f(z) = sgnz mé v bodé xy = 0 nespojitost typu skok. !

3. Nespojitost druhého druhu — alespoii jedna jednostrannd limita je bud nevlastni nebo neexis-
tuje.

Priklad 33. Funkce . )
f@) = f@)=sins

maji v bodé xy = 0 nespojitost druhého druhu. 0

Konec 2. prednasky (26.2.2015)




2.7. Derivace. Jako motivaci uvedme vypocet ndsledujicich limit.

Piiklad 34.
(a)

o2t =1 0 (x—=1)(z+1) .
t oy o | = iy T = e =2
(b) )
.- o (=2)(@+2) _
ty g o g =y N < 2 =
(c) .
lim £ 0 typ =| = lim (x = o) (x + o) = lim (z + z¢) = 2.
Tox0 T — T 0 T—T0 T — X T—T0
Piiklad 35.
(a) 1 1
1_ s 1 1
lim &£ typ | = lim —*5 = lim Y lim =—1
x—1 r — O r—1 mT z—1 (Jj — 1) x—1
(b) 11 2
L1 22 2 11
lim “—2 |typ —| = lim 2_9”2 =1l ‘ im = ——
=2 1 — 2 0 —2 X< x—2 21 (x — 2) z—2 21 4
() L
11 zo—z _ 1 1
lim =—=% |typ —| = lim - = lim 27T fim == -——.
=10 X — T ez T80 asao £ X (T — Tp)  wwo T X xg

Definice 7 (Derivace). Necht z, € D(f). Pokud existuje

lim @) = J(xo) (vlastni nebo nevlastni),
T—T0 T — Xg

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f(z) v bodé xy a znacime f'(z). Je-li tato limita nevlastni (tj.

+00), nazyva se f'(zg) nevlastni derivaci funkce f(z) v bodé x.

Jind terminologie je diferencovatelnost funkce f(x) v bodé z.

Co je to vlastné ,derivace* v bodé x(?

1. Analyzujme diferenéni podil (viz obr.)

f(x) — f(xo) oo — smérnice seény prochézejici body
r—wm 07 M=[eo f(z) a N =, f(x)

23

(17)

O
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2. Pokud se x blizi k g (tj. bod N se blizi k bodu M), se¢na M N se stavé tec¢nou v bodé M, a

tedy je
f(zo) = lim f(z) = f(xo) — [smérnice tecny | v bodé M = [zq, f(xo)].
T—T0 r — Tg
Piiklad 36. Funkce f(z) = % ma v bodé zy = 1 te¢nu, kterd ma smérnici a = —1. A proto je také
f'(1) = —1, srovnejte s Piikladem 35(a). O
Poznamka 4.

i) Derivace f'(x) (jako limita) je vzdy limitou typu 2.
0

(ii) Pokud nahradime limitu ve vyrazu (17) jednostrannymi limitami, dostaneme definici derivace
zprava a derivace zleva v bodé z, tj.

fi(xo) = lim fe) = Ilw) ' (z0) = lim f(@) = flzo).

a:—ma' €T — T =T T — T

Ziejmé pak f'(zo) existuje < existuji f’ (xo) a f(x) a tyto jednostranné derivace jsou si
rovny.

(iii) Kazda funkce mé v libovolném bodé xy nejvyse jednu derivaci.

(iv) Hodnota f’(x¢) popisuje rychlost zmény funkce f(z) v bodé xy (rust nebo pokles a soucasné
velikost tohoto rustu nebo poklesu).

(v) Polozime-li h := x — x4, dostaneme

f(x) = f(zo) hmf(iUO‘i‘h)—f(Q?o) '

T—x0 X — o h—0 h

(18)

(vi) Aby mohla mit funkce f(z) derivaci v bodé xy, musi byt definovana na néjakém okoli bodu
zo (veetné bodu xg)!

(vii) f'(zo) nekdy piseme jako %(azo), nebo jako f’(x)‘

T=x0"

Poznamka 5. Rovnice teény ke grafu funkce f(x) v bodé [zo, f(z0)] je pak
Y —yo = f'(x0) (x — ), kde yo = f(20).
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Priklad 37. Urcete smérnici teény a rovnici teny funkee f(z) = v bodé zy = 2.

Resend. Z Piikladu 35(b) vime, ze f'(2) = —1, tedy smérnice tecny v bodé 2o = 2 je a = —

=

Protoze je f(2) = %, je podle Poznamky 5 rovnice teény v bodé xg = 2
1 1 1
= (-2), tj. y=--a+Ll
]
Priklad 38. V Prikladech 34 a 35 jsme vlastné odvodili vztahy
1 1
2\/
(ZIZ’ ) ‘x:xo Lo, (.T) . x(Q)
[

7 geometrické vlastnosti, ze derivace je smérnice teény, muzeme tedy odvodit nasledujici pravidla:
(a:‘)”x:xo =1, (ax + b)" =a, (k)/|:p:zo =0.

T=x0

Priklad 39.

(w3>/{m:x0 _ IILIEO 3;3__;1;% _ xlijgo (x — o) (52——;: zo + x3) _ :}Eglo(ﬁ +xzo+ 22) = 322,
O
Podobné 1ze odvodit takové pravidlo pomoci rozvoje pro 2 — zff (kde n € N), tj.
(:c”)’} = lim v =.o=nxpt g (x”)" =nal . (19)
T=To  x—wo T — g T=x0

Porovnejte tento vysledek s definici derivace polynomu v Odstavci 1.3.

Piiklad 40. Urcete derivaci funkce f(z) = +/x v bodech xy € D(f).

Resend. 7Ziejmé je D(f) = [0,00). Pro zo > 0 je

b AT —\/Tg VT —\/To T+ T — %
f<~’vo>££20x_—%£520( T — 10 'ﬁwx—o)ﬁi% (v — 20) (& + /o)

1 1
Casao T+ /Ty | 2470 |

Pro zy = 0 derivace neexistuje (je to krajni bod definiéniho oboru, a tudiz v ném neexistuje limita
— existuje zde pouze limita zprava). Vypoctéme tedy derivaci zprava:
N RV AN |
—— = lim — = lim — =
=0t x —0 a0t T as0t /T
Funkce f(z) = /z tedy ma v pocatku nevlastni pravostrannou derivaci f}(0) = oo, neboli tecna
v bodé xy = 0 je svisla primka. O
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Pokud se na bod zy, budeme divat jako na ,proménnou“, potom muzeme derivaci chapat jako
zobrazeni, které kazdému bodu z pfifadi hodnotu f'(x) (pokud je tato hodnota vlastni). Tedy f'(x)
je opét funkce proménné z, pricemz pro jeji definiéni obor plati, ze

D(f") € D(f).

Ptiklad 41. V Piikladu 40 je D(f) = [0,00) a D(f’) = (0, 00), piestoze f}(0) existuje (ale jen jako
nevlastni derivace). O

Tedy prozatim odvozené vztahy pro derivace muzeme shrnout jako

(z") = na"1, neN, (1) s ﬁ

x x?
Ma-li funkce f(z) derivaci v kazdém bodé mnoziny (napf. intervalu) I, pak fikdme, ze f(z) je
diferencovatelna na I. Napi. ™ je diferencovatelnd na R, nebo % je diferencovatelna na (0,00) a na
(—OO, 0)

Normaéla ke grafu v bodé z je piimka, kterd prochaz{ bodem [xg, f(z0)] a je kolma na teénu (viz
obr.). Je-li a; smérnice teény a ay smérnice normély, potom plati vztah

(11'&2:—1 .

Priklad 42. Urcete rovnici tecny a normdly ke grafu funkce f(z) = 2? v bodé zy = 1.

Resend. Tecna: Protoze je smérnice teény v bodé zy = 1 rovna f/(1) = (élx?’)}z = 4 a protoze je

=1
f(1) =1, podle Pozndmky 5 je rovnice te¢ny

y—1=4(x—1), tj. y=4dz—3.

Norméla: Protoze je smérnice normaly v bodé zy = 1 rovna ay = —% = —}1 a protoze i norméla
(stejné jako tecna) prochézi bodem [z, f(x¢)] = [1, 1], je rovnice normély
1 1 5
—l=—(x—-1 tj. = —- -.
OJ

Piiklad 43. Urcete zda méa funkce f(z) = |x| v bodé zq = 0 derivaci.

Resent.

—10
f(0) = glcli% % = 91513%) % = alcli}%) sgnz ...limita neexistuje.

Funkce |z| nem& v pocatku derivaci. Pochopitelné, protoze miti derivaci = miti (pravé jednu) teénu.

Na druhou stranu, muzeme vypocitat jednostranné derivace v pocatku:

PR £ e (O] £
f+(0>—mll>%l+ z—0 _mliglJr T —mgr&x _}:12%1_1’

. — 10| . .—x
L0y = tim DO B 2T e = 1
F2(0) = lim === = lim == = lim —= = lim(-1)

Tedy tyto jednostranné derivace jsou ruzné, a proto podle Poznamky 4(ii) neexistuje f'(0). O
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Derivace v praxi

1. Je-li s(t) poloha hmotného bodu na pifmce v ¢ase ¢, potom je vyraz
celkovd draha  s(t) — s(to)
celkovy ¢as  t—t

roven prumérné rychlosti za casovy tusek [to,t]. Zfejmé je pak
t) — s(t
tim S 50) _ )
t—to t— 1o

rychlost v okamziku tg, a tedy je

v(t) = §'(t), ‘rychlost je derivace drahy ‘

Zde je nutné vzit v ivahu, Ze rychlost v(¢) ma znaménko, tj. v(¢) > 0 ve sméru pohybu, kdy
se s(t) zvétsuje a v(t) < 0, kdyz se s(t) zmensuje.

2. Protoze je zrychleni a(t) zména rychlosti, podobné plati, ze

lim —U(t) — v(to) ='(to)

t—to t—1o

je zrychleni v okamziku %y, a tedy je

a(t) =v'(t), ‘zrychlem’ je derivace rychlosti |

3. Protoze plati, ze
, zména prace
vykon = —————,
zména ¢asu
je

P(t)=W'(t), ‘V}’/kon je derivace prace|.

4. Protoze plati, ze
zména elektrického naboje

I

elektricky proud = —
zmeéna casu

je

I(t) = Q'(t), ‘proud je derivace néboje |.

2.8. Vlastnosti a pravidla derivaci. V tomto odstavci odvodime zakladni vlastnosti funkce a jeji
derivace a pravidla pro poc¢itani derivaci.

Véta 9. Ma-li f(x) v bodé o vlastni derivaci f'(xg), potom je funkce f(x) spojitd v bodé xg.

Diikaz. Checeme ukézat, ze lim,_,., f(x) = f(xq). Protoze existuje vlastni f’(x¢) je

Jim £(o) = Jim () = fGau) + o) = tim (LEZIE 0 1 pan) )
o) —0 = f(zo)
= f'(x0) - 0+ f(z0) = f(x0)
Je tedy f(x) spojitd v bodé zg. O

Z Veéty 9 plyne, ze pokud je funkce f(z) nespojitd v bodé xq, pak v ném nemuze mit derivaci.
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Piiklad 44. Funkce sgnx je nespojitd v pocatku, a proto zde nemd (vlastni) derivaci. 0
Pozor! Opacné tvrzeni k Vété 9 neplati, tj. ze spojitosti v xy neplyne existence derivace v bodé x.

Piikladem je funkce |z| v bodé xy = 0.

Pokud ma& funkce nevlastni derivaci v bodé xg, tak stale jesté muze byt spojitd v zy. Obecné
pravidlo jako ve Vété 9 ale k dispozici neméame.

Priklad 45.
(a) Funkce f(z) = ¥/x je zfejmé spojitd v bodé xo = 0 (dokonce na celém R). Pfitom

iy e VE=V0 e 1
f(O)—JI:ET(I) x—0 _alclg(l) x _}clg(l)r’la typ0+ = o0

Tato funkce ma tedy v poc¢atku nevlastni derivaci (tecna je svisld piimka = osa y, viz obr.) a
pritom je spojita.

(b) Funkce f(x) = sgnx je nespojitd v bodé zy = 0. Pfitom

, _..sgnx—sgn0 . sgnx . 1 i B
LO= D =T T e TR PP T
— 0 -1 -1
f7(0) = lim SENT T OBRT _ i PR _ i = typ —| = o0,
=0~ z—0 z—0- T z—0— T 0~

a tedy také f'(0) = oo existuje. Tato funkce ma tedy v poc¢atku nevlastni derivaci a pritom je
zde nespojitd (nemd teénu v pocatku).

O

Véta 10 (Pravidla pro derivace). Necht maji funkce f(x) a g(x) vlastni derivaci v bodé x. Potom
plati nasledugici pravidla.

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

(ii) Pravidlo souctu a rozdilu:

(iii) Pravidlo soucinu:

(iv) Pravidlo podilu:
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Diikaz. Pravidla (i) a (ii) jsou trividlni z definice derivace (jako limity). Ukdzeme pravidlo sou¢inu:

(f - V(o) = tim L)L 9@) = F(@0) - 9(xo)

T—T0 T — To
T—x0 T — T
= lim {M g(x) +f($0).w}
RN N ol sl g
= f'(@o) a ’ —g'(0)

= f'(20) - g(xo) + f(w0) - ¢'(w0),

pricemz jsme pouzili Vétu 9 pro spojitost funkee g(x) v bodé z,. Pravidlo podilu se ukéze podobné,
jako pravidlo soucinu. 0

Piiklad 46.
(22° + 3z +1) =2(2°) +3(x) + (1) =2-32° +3-1+0 = 62° + 3,
(a:2 - 1)' @+ (@ =1) = (2?4 1) (2* - 1)

x?—1 (x2 —1)2
2z (a?—1)—(2*+1)2z 4z
N (2 —1)? (22— 1)
1
(Vr-2?) = (Vo) - 2* + Vo - (2% = —= -2+ Vz - 22
2\/x
1 5 5
= §x% +272 = §x% = §Vx3.
Vsimnéte si, ze posledni uvedeny priklad ma na levé strané (:c%)l O

Priklad 47. Uvazujme soukoli ti{ ozubenych kol, pficemz kolo A mé 12 zub, kolo B ma 4 zuby a
kolo C' ma 6 zubu (viz obr.). Jestlize kolo A udéla y otacek, kolo B udéla u otacek a kolo C' udéla x
otacek, potom plati

1 ) 1 3
Yy = = u, u=—-x, atedyje y=-u= 3 T=57

w

1 1
3 2 3 3 2
Velikost zmény y ke zméné u je ziejmeé %, velikost zmény u ke zméné x je ziejmé
3_ 1

« - -1 o
zmény y ke zmeéné x je 3 -5 = 5.

3

5, a proto velikost

Ukazali jsme tedy, ze pii skladdni funkei se velikost zmén (= derivace) nasobi. 0

Véta 11 (Derivace slozené funkce). Md-li funkce y = f(u) derivaci v bodé uy := g(x¢) a funkce
u = g(x) derivaci v bodé xo, potom md slozend funkce y = (f o g)(z) = f(g(z)) derivaci v bodé ¢ a
plat?

(fog)(x)= f'(uo)- g (x0) = f'(9(x0)) - ¢'(x0)-
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Priklad 48. Urcete derivaci funkce vz2 + .
Reseni. Oznaéme f(u) = v/u a u = g(z) = 22 + x. Potom je f'(u) = ﬁa a ¢'(r) =2z + 1. A proto
je podle Véty 11

1 2 +1
\/132+ZE,:—'25L‘+1 =
( ) 2\/6 ( )u:x2+z 2 /$2+CE

O
Slozenou funkci je vyhodné derivovat podle pravidla vnéjsi funkce a vnitini funkce:
/ / /
x = x . x
[ f( g /( )] f'(9(=)) g (x)
vnejsi  vnitini derivuj Vnéjéf derivuj
nechej jako vnitini
argument vnitini
Priiklad 49.
- 1
(\/x3+$2+x+1)/: (327 422 + 1),
2Vt + a2+ o+ 1
[(2* +2)Y =2(2® +2) - (22 + 1) = 42 + 62° + 2.
Vsimnéte si, ze posledni uvedeny priklad lze spocitat i ptimo
(2 +2)Y = (2* + 22% + 2?) = 42 + 627 + 22,
nebo podle pravidla sou¢inu
[(2* +2)Y =[(2*+ ) (2*+2)]) = v+ 1) (2* +2) + (2® +2) - 22+ 1) = 42° + 62° + 2.
O

Druhd derivace funkce f(z) v bodé xq se definuje jako derivace funkce f'(z) v bodé zy, tj. f"(x) :=

()]

Podobné definujeme n-tou derivaci funkce f(z) v bodé zy jako derivace funkce f™~Y(z) v bodé
zo, . f® () = [fO D (@)

Priklad 50.

|H

2\/x 1

3

| (L) -3 Ofﬁ; Ay
]

Posledni pravidlo, které budeme pro derivovani potiebovat, je pravidlo pro derivaci inverzni funkce.
Jak jiz vime, funkce f m4 inverzni funkci f~! pouze pokud je f(x) prostd (injektivni v terminologii
MB101), tedy na zadaném intervalu bud stédle roste nebo stéle klesd (tj. je tzv. ryze monoténni).
Slozen{ funkce f a jeji inverze f~! (v libovolném poiadi) ddvd identické zobrazeni a tudiz jsou grafy
funkce f a jeji inverze f~! soumérné podle piimky y = x (tj. podle osy 1. a 3. kvadrantu).

Jelikoz budeme nyn{ priméarné studovat vlastnosti funkce inverzni f~!, oznaéime si tuto funkci
v proménné z, tj. inverzni funkce f~! bude zadéna jako piedpis y = f~!(x) na svém definiénfm oboru
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D(f') = J. Neznamé vlastnosti (zejména tedy derivaci) inverzni funkce f~'(z) vyjadiime pomoci
derivace ,puvodni* a tudiz znamé funkce f, kterou si oznac¢ime v proménné y. Tj. ,puvodni“ funkce je
ddna piedpisem = = f(y) na svém definienim oboru D(f) = I = f~!(J), neboli D(f~) = J = f(I).

Priklad 51. Zajimaji nés vlastnosti (napt. derivace) funkce /x. Tato funkce je inverzni k funkci 2.

Oznacime si proto tuto inverzi v proménné z, tj. | f~'(z) = ¢/z|, a ,piivodni* funkci v proménné y,

tj. | f(y) =v*|.

Potom budeme moct vyjadiit derivaci funkce /= pomoci derivace ,puvodni® funkce f(y) = v3, tj.
pomoci f'(y) = 3y>. O

Véta 12 (Derivace inverzni funkce). Je-li funkce x = f(y) spojitd a ryze monotonni na intervalu
J a je-li yo € J wnitind bod tohoto intervalu takovy, Ze f(y) md derivaci (vlastni nebo nevlastni)
f'(yo) v bodé yo, potom md inverzni funkce y = f~Y(x) derivaci (f~1) (zo) v bodé zo := f(yo). Pro
tuto derivaci plati nasledugici:

(i) Je-li f'(yo) # 0, potom je

N 1 _ 1
(f )( 0) f’(yo) f/(f—l(xo)) ’

(ii) Je-li f'(yo) = 0, potom je (f~1) (o) nevlastni a pritom
(f!
(f!

"(z0) = o0, pro f(y) rostouct,

!/

~— —

(z0) = —o0, pro f(y) klesagici.

Diikaz. Oznaéme jako
¢ = (zndmy) smérovy uhel tecny ke grafu funkce z = f(y) v bodeé [yo, x¢]
vzhledem ke kladnému sméru osy v,
Y = (nezndmy) smérovy thel teény ke grafu funkce y = f~(z) v bodé [z, yol,

vzhledem ke kladnému sméru osy z,

pricemz plati, ze | tgw = f'(yo)| je zndmé hodnota a my chceme urcit nezndmou hodnotu

tgv = (f7")'(w0) -

Vzhledem k tomu, ze ¢ + 1) = T (viz obr.), je pro tgy # 0
T sin(3 —¢) sinZf cosp —cosZ sing  cosyp
tgy =tg| s —¢|=—2= =—2 —2 = —
2 cos(3 —¢) cosycosp+sing sing  sing
1
= cotgpp = —,
tgy
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Je-li tg = 0 (tecna ke grafu puvodni funkce z = f(y) je vodorovnd), potom je teéna ke grafu
inverzn{ funkce y = f~1(z) svisld, tj. (f71)(zo) je nevlastni. O

Poznamka 6. Derivaci inverzni funkce lze také odvodit z pravidla pro slozenou funkci (Véta 11). Je
totiz pro kazdé x € D(f1)

z=f(f (),
a tedy derivovanim na obou stranach této rovnosti dostaneme
1
L=[f(7 @) =7/ @) - @) b6 (@)= ey
U @) = 1 0) e
O
Piiklad 52. Urcete derivaci funkce /x.
Reseni. Oznaéme si (viz Pifklad 51)
y=f)=Ve, a=fly)=y = [y =3y"
Tedy podle Véty 12 je
1 1 1 1
3/2) — _ - _
Vo) fly)  3yr 3(Vx)? 3Va?
Vsimnéte si, ze /& = 23 a vyraz na pravé strané je % -3 O

2.9. Derivace elementarnich funkci. V tomto odstavci odvodime derivace vSech elementérnich
funkei.

Ze vztahu (19) vime, ze pro n € NU {0} je (
muzeme v tomto vztahu interpretovat jako 0 = (1
definujeme jako 0).

" = nx (pro n = 0 derivaci funkce 2° = 1
= ) 0z~ !, pficemz posledni uvedeny vyraz

x
)
Nyni ukdzeme, Ze stejny vztah plati pro libovolné (redlné) exponenty, nejen pro prirozena cisla.

Tvrzeni 1 (Derivace mocniny). Pro libovolny exponent r € R plati, Ze
(") =ra”, (20)

kdykoliv maji uvedené vyrazy smysl.

Diikaz.

Krok I. (r =n € NU{0}). To jsme jiz ukdzali ve vzorecku (19).

Krok II. (r = m € Z). Nechf m je zaporné celé ¢islo, tj. m = —n pro néjaké n € N. Potom
2™ = 17" = & a tedy derivaci funkce 2™ odvodime z pravidla pro derivaci podilu (Véta 10(iv)):

. 1\ 0-2"—1-nz"' —pa"! e 1)—9m e —
@) = (35) = = T = el
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Krok III. (r = %, kde ¢ € N). Derivaci funkce T = ¥z odvodime z véty o derivaci inverzni funkce
(Véta 12, podobné jako v Piikladu 52). Oznacme si y = f~}(z) = ¥z a x = f(y) = y?. Protoze je
q € N, je podle Kroku I. f'(y) = qy?. A tedy podle Véty 12 plati, Ze

1 1 1 1 1

1
(:L’r)/ = (\Q/E), e s — = — = = — l‘ail = ’r‘l‘r_l.
@' g(yn)" a4 2T

Krok IV. (r = Ié € Q, kde p € Z a g € N). Derivaci funkce T = (x%)p odvodime z véty o derivaci
slozené funkce (Véta 11) a z Kroku I. a IIL.:

p—1 1—q

(z7) = [(ifa)p], =P (Své)p_l c—xa = Sx “ -xa = g:cpljzrlq =Pttt

1
Nebo lze postupovat v obraceném potadi, tj. derivovat vyraz T = (xP)a jako slozenou funkei. Vy-
zkousejte si tuto druhou moznost sami.

Krok V. (r € R). Tento posledni krok plyne napf. z pravidla pro derivovéni exponencidlni funkce,
které odvodime pozdéji (viz Dusledek 2). O

Poznamka 7. Vyraz z" obecné neni definovan pro libovolné » € R a x € R. Napft. pro r = % je
tento vyraz definovan pouze pro x > 0. Obecné lze s jistotou Fici, ze rovnost (20) plati pro x > 0 (a
libovolné r € R).

Navic, pro nékteré exponenty muze rovnost (20) platit i pro < 0. Napt. pro r > 1 plati i pro
x =0, & pro r celé zaporné (tj. pror = —1,—2,—3,...) rovnost (20) plati pro vSechna z < 0 (kromé
jiz. uvedenych x > 0). OJ

Priklad 53.

(V) = (m%)l = %w‘é = NG (viz Priklad 40),
<1>, =@ =(-1)2?= L (viz Piiklad 38)
T 2?2’ ’
(z™) =ma™ !
0
Tvrzeni 2 (Derivace trigonometrickych funkci). Pro trigonometrické funkce plati
(sinx) = cosz, (cosx) = —sinu, (21)
(tg o) = (cotga) = ——— (22)

cos?2z’ sinz’
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Diikaz. Derivace funkel sinz a cosx vypocteme z definice (Definice 7 a vzorec (18)) za pouziti
souctovych vzorcu:

(sinz)’ = Jim sin(z + h) —sinz — tim (sinz) (cosh) + (cosz) (sinh) — sinx
h—0 h h—0 h
1 —cosh inh
= }lbir% {(— sinz) - %%—(cosx) 2 } = (—sinz) -0+ (cosz) -1 = cosz,
- —— ~——
—0 —1

cos(x + h) — cosx (cosx) (cosh) — (sinx) (sinh) — cosx

/_ . . .
Cossl =%~ h
inh 1—cosh
= }llim {(—sinx} o —(cos ) - % } = (—sinx)-1—(coszx) -0 = —sinz.
-0 —— ———
—1 —0

Derivace funkei tgz a cotgx odvodime z pravidla pro derivaci podilu (Véta 10(iv)):

(tgz) = sinz )’ _ (cosz) - (cosz) — (sinz) - (—sinz) _ cos’r +sin’z _ 1
cos T (cosx)? cos? cos?x’
(cotg )’ cosz\  (—sinz)- (sinx) — (cosz) - (cosz) —sin’z — cos’x 1
cotgx) = = = =— :
& sin x (sinx)? sin® sin®

Vsimnéte si také, ze derivaci cotgx lze spocitat z pravidla pro derivaci slozené funkce (Véta 11),
protoze plati

1 1 1 1
tgz) = [(tgx)™] = (=1) (tgz) 2 —— = (~1 - ==
(CO gZE) [( gl’) ] ( )( gI) cos? o ( )tg2$ cos?x Sin2

T

Dale uvedeme derivace exponencialnich a logaritmickych funkci. O ¢islu e vice v Piikladu 17.

Tvrzeni 3 (Derivace exponencidlnich a logaritmickych funkci). Pro ezponencidlni a logarit-
mické funkce plati

(e*) =¢", (a®) =a” Ina, (23)
1 1
r_ 1 r_
(hl l’) - l" (1Oga l’) T lna' (24>

Diikaz. Derivace funkei e* a a® vypocteme z definice (Definice 7) za pouziti zékladnich limit (13) a
(15):

r+h _ .o T, h L h
VT e . e -e e . .. e 1_x o
() =lim ———— = lim ——— =¢” - lim =e’-1=¢€"
h—0 h h—0 h h—0
=1
o ) aa:Jrh_aw ) ax‘ah_a:r N ) ah—l N
(@) =lim ———— = lim ——— = a” - lim =a” - Ina.
h—0 h h—0 h h—0 h
=Ina

Vsimnéte si, ze derivaci funkce a® je také mozné vypocitat z derivace slozené funkce pomoci

(ax)/ _ (em lna)/ — " Ina Ina = a® lna.
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Derivace funkei Inz a log,  vypocteme z definice (Definice 7) za pouziti zdkladni limity (14):

1 h) —1 In Zth n(1+2%) 1 1 1

(Inz) = lim n(z+h) ngczlimn—*’”zlimw._zl-—:_7

h—0 h h—0 h h—0 . x x T
N’

(log, )" = <ln—x)/ ~ L ey =

Ina/) Ina xlna

Vsimnéte si, ze derivaci funkce In x lze také spocitat z derivace funkce inverzni (Véta 12), nebot pro
y=f"Yx)=1Inz aproz = f(y) =e¥ madme f'(y) = e¥, takze podle Véty 12 je

1 1 1 1
1 ! = = — = = —,
(Inz) Ffily)  ev ez g

O
Dusledek 2 (Derivace mocniny). Pro libovolné r € R plati
(2") = ra" !, z > 0.
Diikaz. 7 pravidla pro derivaci slozené funkce (Véta 11) a z derivace logaritmu plyne, ze
(z") = (e 1”)/ ="M (rlnz) =2 r% =rz" -zt =ra" L
O

Poznamka 8. V Prikladech 24, 25, 26, 27, 28 a 29 jsme ukazali, ze

lim sin A =1, lim ﬂ =0,

h—0 hh h—0 h

hme — 1 =1, lim In(1+ 1) =1,

h—0 N h—0 h

lim 2 _lzlna, 1m10ga(1+h)— L )
h—0 h—0 h Ina

Tyto limity ale nevyjadiuji nic jiného, nez derivace funkei sinx, cosx, €*, a® v bodé 0 a derivace
funkef Inz, log, z v bodé 1, nebot

(sinz)| = }lgr(l) sizh =1, (cosz)| 0= }lgr(l] COS};L_ L 0,
(em)/‘m,o _ }Lﬁ% ehf: 1_ 3 (lna)| - }Lﬁ% ln(1h+ h) 1
(a*)'],—p = Jim =t e (log, Y|, = Jim 10ga(111+ . lnla
U
Tvrzeni 4 (Derivace cyklometrickych funkci). Pro cyklometrické funkce plati
(arcsinzx) = \/1;_7562, (arccos )" = —\/%562, (25)
(arctgz)’ = ! (arccotgz) = —ﬁ. (26)

142
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Diikaz. Derivace vSech téchto cyklometrickych funkei vypocteme z pravidla pro derivovani inverzni
funkce (Véta 12).

e Pro Yy = f—1<1’) = arcsinz a pro r = f(y) = Sil’ly mame f’<y> = cosy, a pI’OtO podle Véty 12
plati, ze
(arcsin )’ 1 1 1
resinz)’ = = — '
f'(y) cosy  cos(arcsinx)

Protoze ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arcsinz), je

1 = [ cos(arcsin :U)}2 + [ sin(arcsin z) }2 = cos?(arcsinz) + 22,
——

=x
= cos(arcsinz) = V1 — 22

A tedy plati, ze

1 1
(arcsinz) = =

cos(arcsinz) /1 — 22

e Pro y = f~!(z) = arccosx a pro x = f(y) = cosy mdme f'(y) = —siny, a proto podle Véty 12
plati, ze

(arccos x)’ L 1 1
I X = = e —
f'ly) —siny sin(arccos x)

Protoze ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arccos x), je

1 = [ cos(arccos z) ]2 + [ sin(arccos z) }2 = 2 + sin®(arccos ),
~—_——
=z
= sin(arccosz) = V1 — z2.

A tedy plati, ze

1 1
(arccosz)’ = — =—

sin(arccos x) V1—a2
1

e Proy = f71(z) = arctgr a pro z = f(y) = tgy mdme f'(y) = w7y & proto podle Véty 12
plati, ze

(arctgz) = = cos® y = cos?(arctg x).

1
f'()
Protoze ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arctg ), je

1= [(:os(ar(jizgx”2 + [sin(arctgw)}z.

Vydélenim obou stran této rovnosti vyrazem [cos(arctg x) } ? dostaneme

1 14 (sin(arctgx)

2
2 2

=1 t t =1
cos?(arctg x) cos(arctg x)) * [M ) +

=

2
= t = .
cos”(arctg x) T2

A tedy plati, ze
1

1+ 22

(arctg )’ = cos?(arctgz) =
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e Proy = f~!(z) = arccotgz a pro x = f(y) = cotgy mame f'(y) = —ﬁ, a proto podle Véty 12
plati, ze

I __

1
)

Protoze ale pro libovolné y € R je (cosy)? + (siny)? = 1 (zejména tedy pro y = arccotgx), je

= —sin®y = —sin’(arccotg z).

(arccotg x)

1 = [ cos(arccotg z) }2 + [ sin(arccotg m)f
Vydeélenim obou stran této rovnosti vyrazem [sin(arccotg x) ]2 dostaneme

1 (cos(arccotg x))z

- sin(arccotg )

— + 1 = [cotg(arccotg z) }2+1:x2+1,
sin”(arccotg x) 2

-~
=T

=  sin®(arccotgz) =

1+ a2
A tedy plati, ze
1
tgx) = —sin® tgr) = — .
(arccotg x) sin“(arccotg x) e
]
Piiklad 54. Zkuste si promyslet, jak by se vypocitaly derivace funkci typu [f()]9*), jako napf.
", e, 25, (sinx)?, atd.
[

2.10. Véty o stredni hodnoté.

Véta 13 (Rolleova). Necht f(x) je spojitd na [a,b], f(x) je diferencovatelnd na (a,b) a necht
f(a) = f(b). Potom ezistuje (alespon jeden) bod ¢ € (a,b) s vlastnosti

f'(e)=0 (tj. tecna v bodé x = ¢ je vodorovnd).

Dikaz. Viz obr. O

Véta 14 (Lagrangeova). Necht f(x) je spojitd na [a,b] a f(x) je diferencovatelnd na (a,b). Potom

existuje (alespon jeden) bod ¢ € (a,b) s vlastnosti
o) = f(b) = f(a) (tj. tecna v bodé x = ¢ je rovnobézind s primkou
b—a prochdzejici body [a, f(a)] a [b, f(b)]).

Dikaz. Viz obr. O

Veéty o stiedni hodnoté maji celou fadu dusledku tykajicich se vlastnosti funkci. Napt.:

e Které funkce maji nulovou derivaci? — Pouze konstantni funkce.

e Které funkce maji stejnou derivaci? — Praveé ty funkce, které se navzajem lisi o konstantu.
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Dusledek 3. Je-li f(x) diferencovatelnd na (a,b) a je-li f'(x) =0 na (a,b), potom
f(x)=c mna(a,b).

Diikaz. Pro libovolné dva body z1,2z2 € (a,b), z1 < xo, plati, ze f(x) je spojitd na [z1,zs] (podle
Véty 9, nebot existuje vlastni f’(z)) a diferencovatelnd na (1, z2). Podle Lagrangeovy véty (Véta 14)
je pak pro né&jaky bod ¢ € (z1,x2)

f(x2) — f(1)

To — I

= f'(c) =0, = f(z1) = f(x2).

A protoze byly body x1 a x5 vybrany libovolné v intervalu (a,b), musi byt nutné f(z) konstantni na
intervalu (a, b). O

Dusledek 4. Jsou-li f(x) a g(x) diferencovatelné na (a,b) a je-li f'(x) = ¢'(x) na (a,b), potom
f(z) =g(x) +c¢ na(a,b) (f(z) a g(x) se lisi o konstantu).

Diikaz. Funkce (f — g)(x) je diferencovatelnd na (a,b) a (f — g)'(z) = f'(z) — ¢'(x) = 0 na (a,b).
Podle Disledku 3 je pak

f(z) —g(x)=c na(a,b), tj. f(x)=g(x)+c na(a,b).

Konec 3. pfednasky (5.3.2015)

2.11. L’Hospitalovo pravidlo. Nékteré limity typu % nebo i% lze fesit pomoci tzv. I’'Hospitalova
pravidla. (Ptipadné i typu ﬁ, tyto limity jsou ale automaticky rovny 0.)

Véta 15 (L’Hospitalovo pravidlo). Bud zy € R* a necht je

. f(x) 0 +o0
lim —/—= t — nebo —. 27
eomo g(z) PO " oo 27)
Ezistuje-li (vlastni nebo nevlastni) limita
!/
lm L) _
a0 g'(x)

potom ezistuje také limita (27) a tyto dvé limity jsou si rovny, tj.

TG BT G (28)

T—T0 g(m) z—x0 g’(gj)

Priklad 55.
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(a)
Inx —00 | I'Hosp. (Inz)
lim x Inz | typ0:(—00) | = lim — typ —— =
Jigrne [ 0-o9 [ = g 55 o S0
1
= lim —*~ = lim (—x) =
z—0t — = z—0t
(b)
lim 2% ‘ typ OO‘ — lim &* Inz SPOjitZOSt e” elimz_>0+xlnx @ eO -1
z—0t z—0t
([l

Poznamka 9. L’Hospitalovo pravidlo rika, ze jestlize existuje limita podilu derivaci, potom existuje

také limita podilu funkei (a tyto dveé limity jsou si rovny)! Nic vic.

(i) L’Hospitalovo pravidlo nelze pouzit, pokud limita podilu derivaci neexistuje. Napf. limita

podilu funkei
sin ohr.

lim ‘ typ —| =0,

r—0o0 I 0
ale limita podilu derivaci neexistuje, protoze

sinx)’ CosS T L
i ( ) =1 = lim cosz (neexistuje).
T—00 (q})’ z—00 T—00

(ii) L’Hospitalovo pravidlo nelze pouzit na typ limity %! Pokud je ve jmenovateli typ 0, musi
pak byt i v ¢itateli typ 0 (aby bylo mozné I’'Hospitalovo pravidlo pouzit). Napt. limita podilu

funkci
r arctg x z
im =1 = 00,
z—o0 arccotg x P 0+
ale limita podilu derivaci je jina, protoze
arctgx)’ =z
arctgz)’ e

lim

z—oo (arccotg x)' oo —iy

Poznamka 10.
(i) Limity typu oo — oo lze prevést na typ g nasledovneé:

1
1 1 (@) ;,; 0
() = T [ 8
_— _— Tr—rQ —— * —— 0
f (z)

lim [f(2) — g(x)] | typ oo — oo | = lim
C\T@) gl

Tr—xTQ
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(ii) Limity typu 0 - oo lze prevést na typ 2 (viz Priklad 55(a)) nebo na typ 22 nédsledovné:

) . flx 0
lim [£(2) - g(@)] | typ 000 | = lim L8 | 4yp 2|
T—T0 T—T0 m O
L _g(lx ) ‘ t ‘
T—rITQ m x0

iii) Limity typu 0%, oo, 1% Ize pomoci exponencidlni funkce (viz napt. Piiklad 55(b)) pfevést na
p p
typ 0 - oco:

lim f(2)?® = lim 9@ n/(®) — elims—so 9(@) In /() ‘ typ 0 - 0o nebo oo - 0 ‘
T—T0 Tr—xT0

0

2.12. Derivace implicitné zadanych funkci. Pokud mame zadénu funkci f(x) vzorcem y = f(z),
hovotime o jejim explicitnim zadéni. Obecnéjsim zadénim funkce je rovnice F(x,y) = 0, kde zavisld
proménnd y predstavuje ,neznamou* funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepotiebujeme) vytesit
vzhledem k y, pak hovoiime o funkci zadané implicitné. Avsak i v tomto obecnéjsim piipadé budeme
schopni vypocitat y/'(z) (aniz bychom znali explicitni vzorec pro y(x)), a to pomoci pravidla pro
derivaci slozené funkce (Véta 11).

Piiklad 56. Rovnice y? = z definuje dvé diferencovatelné funkce
1 /

1
A1 \/57 Yo \/E h 2\/57 Y 2\/E (l‘ )

Avsak i bez znalosti samotnych funkci y; a vy, lze derivovanim rovnice y? = x spocitat, ze

1
W) =@ = 29/=1 = y=_,
2y
coz je jediny vzorec pro ' obsahujici jak y; tak ys. O

Pii derivovani implicitné zadanych funkci obsahuje vyslednd derivace 3y’ jak proménnou x tak

proménnou y (na rozdil od ,normélniho“ derivovani funkce, kdy je ve vysledku pouze proménna x).

Pii derivovani implicitné zadanych funkei musime brat zdvislou proménnou (obvykle) y jako funkci

vvvvvv

funkce (Véta 11), viz Priklad 56.

Priklad 57. Urcete smérnici tecny ke kruznici 22 + y? = 25 v bodé P = [—3,4].
Resend. Derivovanim zadané rovnice podle proménné = dostaneme
x
(2 + %) =(25) = 2242/ =0 = ¢ =--.
Y
A proto je smérnice teény v bodé P (=derivace v bodé P) rovna

, -3 3
YT Ty
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V Priikladech 56 a 57 bylo mozné nezndamou funkci y explicitné vypocitat (i kdyz jsme to ne-
potfebovali) a najit tak 3’ puvodnim zptusobem. V nésledujicim piikladu ale y jiz vyjadrit nelze,
a tudiz je implicitni derivovéani jedinym moznym zpusobem, jak 3’ najit.

Priklad 58. Urcete derivaci funkce y = f(x), které je zadand rovnici 4y = x® + cos y.

Reseni. Derivovanim zadané rovnice podle proménné x dostaneme
, 322

(4y) = (z* + cosy) = 4y =32°— (siny)y = ¢ = 1T sy

Timto zpusobem lze pocitat i derivace vyssich rada.

Priklad 59. Urcete prvni a druhou derivaci funkce y = f(z), ktera je zadana rovnicf 3z% — 4y® = 1.

Reseni. Derivovanim zadané rovnice podle proménné z dostaneme

Bt —4y?) = (1) = 122°-12%' =0 = 22—y =0 = |y ==

Opétovnym derivovanim predposledni uvedené rovnice podle proménné x dostaneme

(=) =0 = 322 —Quw -y+y-y)=0 = 322-2@/) -’y =0

32_2 2
I IV y2y(y) .

Vsimnéte si, ze pro derivaci vyrazu y?y’ musime pouzit pravidlo sou¢inu, protoze obé funkce y? a v’
jsou funkce proménné z. Ve vysledku samoziejmeé jesté muzeme dosadit za ' z predchoziho vypoctu,
tj.
32?2 — 2 (£)2 2,3 6
" Y\ :3xy—23:
y? y°

Y

2.13. Jednoduché slovni tlohy s derivacemi. Nasledujici slovni tlohy jsou prevzaty z [9].

Piiklad 60. Jak rychle klesd voda ve valcové nadrzi, jestlize vytéka rychlosti 3000 1/min (viz obr.)?

Reseni. Oznac¢me r polomér nadrze [m], h(t) vysku vody v nadrzi [m], ¢ ¢as [min], V (t) objem vody
v nadrzi [m®]. Vime, ze V'(t) = —3000 1/min, tj. V'(¢t) = —3 m®/min (objem se zmensuje, jeho
derivace je tedy zapornd). Hledame h/(t). Z rovnice pro objem vélce

V(t) = mr® h(t)

ur¢ime derivovanim podle ¢

V') =mrih(t), tj. k(@)= _ 2
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Voda tedy klesa (protoze je derivace objemu zdpornd) rychlosti 3/(w7?) m/min. Pro malé r bude
voda klesat rychle, pro velké r bude voda klesat pomalu. Napi. pro r = 10 cm, tj. » = 0.1 m, je
h'(t) = —300/m = —95 m/min, naproti tomu pro r = 10 m je A'(t) = —3/(1007) = —0.0095 m/min,
tj. A'(t) = —9.5 mm/min. O

Priklad 61. Horkovzdusny balén stoupa kolmo vzhturu. Je zachycen radarem, ktery je 500 metria od
mista vzletu a ktery v té chvili udava elevacni tihel 7, ptricemz thel roste rychlosti 0.14 rad/min. Jak
rychle v tomto okamziku balén stoupé (viz obr.)?

Reseni. Oznacme t ¢as [min], h(t) viska balénu nad zemi [m], ¢(t) vertikdlni elevaéni thel radaru
[rad]. Potom vime, ze ¢'(t) = 0.14 rad/min, kdyz je ¢ = 5. Hleddme P/(t) pro ¢ = §. Z pravotihlého
trojihelnika vidime, ze

h(?)

tgp(t) =500t h(t) =500 tgp(t).

Derivovanim podle ¢ ur¢ime

W(t) = 500 2(0)

cos? p(t

tj. v uvedeném okamziku je

K (t) = 500

—(0.14) = 140 m/min.
cos®

V daném okamziku stoupd balén rychlosti 140 m/min. O

Priklad 62. Policejni auto sleduje auto lupi¢u. Prijizdi k pravouhlé kiizovatce ze severu, pricemz
auto lupicu jiz ujizdi od kfizovatky na vychod. Kdyz je policejni auto 0.6 km od kfizovatky a auto
lupicu 0.8 km od kiizovatky, uddava radar v policejnim auté, ze se auto lupi¢u vzdaluje od jejich auta
rychlosti 40 km/h. Policejni auto jede v té chvili rychlosti 120 km/h. Urcete rychlost auta lupicu
v tomto okamziku.

Reseni. Oznacéme (viz obr.) z(t) pozici auta lupici (vodorovné) [km], y(t) pozici policejniho auta
(svisle) [km], ¢ ¢as [h], s(t) vzdusnou vzdalenost mezi auty [km]. Potom vime, ze s'(t) = 40 km/h pro
r =08 kmay=0.06km ay(f) = —120 km/h (policejni auto se ke kfizovatce priblizuje, proto je
derivace jejich pozice y(t) zapornd). Hleddme 2/(t) v témze okamziku. Z rovnice

s*(t) = 2*(t) + (1)

obdrzime derivovanim podle ¢

25(t) s'(t) =2z() 2'(t) + 2y y' (1),  tj. () =
Dosazenim udaju pro dany okamzik dostaneme

, v/(0.6)2 + (0.8)% - 40 — (0.6) (—120)
(t) = 0.8

Auto lupict ujizdi v daném okamziku od kiizovatky rychlosti 140 km /h. OJ

= 140 km /h.
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Piiklad 63. Policejni vrtulnik leti 3 km nad rovnou cestou v obci rychlosti 120 km/h. Pilot vid{
protijedouci auto a radarem zjisti, ze kdyz je auto od néj 5 km daleko, jejich vzdalenost kleséd rychlosti
160 km/h. Urcete rychlost auta v tomto okamziku.

Reseni. Oznacme (viz obr.) z(t) pozici auta (vodorovnd) [km], y(t) pozici vrtulniku (vodorovna)
[km], ¢ cas [h], s(t) vzdusnou vzdélenost vrtulniku a auta [km]. Potom vime, ze ¢/(¢) = 120 km/h a
s'(t) = =160 km/h pro s = 5 km (jejich vzdusnd vzdalenost se zmensuje, proto je derivace zapornd).
Hleddme z'(t) v tomto okamziku. Z rovnice

[z(t) —y()]* + 3% = 5°(t)

dostaneme derivovanim podle ¢

2a(t) — (o)) [ (0) o ()] = 25(0) (1), 1 2(t) = /(1) + — DT

z(t) —y(t)

Pro s =5 km je x —y = v/5? — 32 = 4 km, tedy dosazenim do vySe uvedeného vztahu dostaneme pro
dany okamzik, ze
5-(—160
o' (t) = 120 + % = —80 km/h.

Auto jede (pfiblizuje se z pohledu pilota vrtulniku) v obci rychlosti 80 km/h. O

Piiklad 64. Zebitk délky 13 metri je opfeny o sténu domu. Dolni ¢4st zebifku zacne klouzat smérem
od domu. Kdyz je dolni ¢ast zebiiku 12 metru od domu, pohybuje se tato dolni ¢ast rychlosti 5 m/s. (a)
Jak rychle se pohybuje horni ¢ast zebiiku v tomto okamziku? (b) Jak rychle se méni plocha vymezend
zebtikem, zemi a sténou domu v tomto okamziku? (c) Jak rychle se méni ihel mezi zebiikem a zemi
v tomto okamziku?

Reseni. Oznactme (viz obr.) z(t) pozici dolni ¢ésti zebifku (vodorovna) [m], y(¢) pozici horni ¢sti
zebtiku (svisld) [m], t ¢as [s], A(t) plochu mezi zebiikem, zemi a sténou domu, ¢(t) ithel mezi zebiikem
a zemi. Potom vime, ze 2/(t) = 5 m/s pro z = 12 m. Hleddme (a) y/(¢) pro x = 12 m, (b) A’(t) pro
r =12 m, (c) ¢'(t) pro = 12 m. Z pravoihlého trojihelnika vidime, ze plati rovnice

2% (t) + y*(t) = 13% = 169.

Derivovanim podle ¢ obdrzime

2x(t)2'(t) +2y(t) y'(t) =0, tj. y'(t)= —% z'(t).
Pro z =12 m je y = v/132 — 122 = 5 m, tedy po dosazeni
J(t) = —% 5= —12 m/s.
Horni ¢ast zebiiku klesd v daném okamziku rychlosti 12 m/s. Pro druhou otdzku mame rovnici
A(t) = 5 2(0) (1),
jejiz derivaci podle t (pozor, jde o derivaci soucinu) a dosazenim dostaneme

A0) = SO ) + o0y ()] = 5 55+ 12 (-1 =~

5 5 = —59.5 m?/s.
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Velikost plochy klesd v daném okamziku rychlosti 59.5 m?/s. Pro tfet{ otdzku méme rovnici

tgp(t) = 1)

Derivaci této rovnice podle ¢ dostaneme (pozor, na pravé strané jde o derivaci podilu)
1 sy Y () x(t) —y(t) ='(F)
oo P = ; :
cos? p(t) x2(t)
Pro z =12 (a tedy y = 5) je cosp(t) = % a dosazenim do predchozi rovnice plyne, ze

¢ (t) = cos p(t) - yl(t)x(tzc;(g(t) =0 % 2 '151_ " = —rads

Uhel v daném okamziku klesd rychlosti 1 rad/s. O

Piiklad 65. Clovek vysky 180 cm jde rychlosti 1.5 m/s k pouliéni lampé, kterd je 4.8 metru nad
zemi. (a) Jakou rychlosti se pohybuje §picka jeho stinu? (b) Jakou rychlosti se méni délka jeho stinu,
kdyz je ten clovék 3 metry od stojanu lampy?

Reseni. Oznacéme (viz obr.) z(t) pozici cloveka [m], y(t) pozici dpicky jeho stinu [m], ¢ ¢as [s]. Potom
vime, ze o' (t) = —1.5 m/s (vzdalenost od lampy se zmensuje, proto je tato derivace zaporna). Hledame
(a) ¥'(t), (b) [y(t) — z(t)] pro x = 3 m. Z podobnosti pravoihlych trojuhelniku vyplyvé, ze
4.8 1.8
= , ot (4.8) ly(t) —z(t)] = (1.8)y(t), tj. y(t)=(1.6)x(¢).
T (4.8) (1) — (1) = (18) (1) (1) = (16) (1)
Derivovanim podle ¢ obdrzime
y'(t) = (1.6)2'(t), tj. po dosazeni ¢'(t) = (1.6)-(—1.5) = —2.4 m/s.
Spicka stinu se pohybuje rychlosti 2.4 m/s (pfiblizuje se k lampé). Pro druhou otdzku méame
1.8

y(t) = at) = {5 0(t) = (0375) (1),

tj. po derivovani a dosazeni
[y(t) — z(t)] = (0.375) y'(t) = (0.375) - (—2.4) = —0.9 m/s.

Délka stinu klesa rychlosti 0.9 m/s (a tato rychlost nezavisi na vzdélenosti ¢lovéka od lampy). O

2.14. Monotonie funkce a extrémy.

Definice 8 (Monotonie funkce). Funkce f(x) je
e rostouci na intervalu 7, pokud f(z1) < f(x2) pro kazdé z1,xs € I, 11 < 9,
e klesajici na intervalu I, pokud f(x1) > f(x2) pro kazdé x1, 29 € I, 21 < 9,
e neklesajici na intervalu I, pokud f(x;) < f(x) pro kazdé x1, 25 € I, x1 < w9,

e nerostouci na intervalu I, pokud f(z1) > f(x2) pro kazdé zq, x5 € I, 11 < x5.
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Véta 16 (Monotonie funkce). Necht f(x) md vlastni derivaci na otevieném intervalu I. Potom
plati nasledugict.

(i) Funkce f(x) je neklesajici na intervalu I < f'(x) > 0Vx € 1.

(ii) Funkce f(z) je rostouci na intervalu I < f'(x) > 0 Vx € I, pricemz rovnost f'(x) = 0
neplati na Zadném podintervalu intervalu I.

(i) Funkce f(x) je nerostouct na intervalu I < f'(x) <0Vz e l.

(iv) Funkce f(x) je klesajici na intervalu I < f'(x) < 0V € I, pricemZ rovnost f'(x) = 0
neplati na Zadném podintervalu intervalu 1.

Diikaz. Vsechna tvrzeni plynou z (Lagrangeovy) véty o stfedni hodnoté (Véta 14), nebot
f(xZ) — f(xl) _ f/(C),

To — Ty
~——
>0

a tedy vyraz f(zs) — f(z1) mé stejné znaménko jako f’. O

Piiklad 66. Funkce f(z) = = + cosx mé derivaci f'(x) = 1 — sinz pro kazdé x € R. Protoze je
hodnota sinx € [—1,1], je f'(z) € [0,2] a tedy je f'(z) > 0 na celém R. Tedy podle Véty 16(i) je
funkce f(x) neklesajici na R. Navic, protoze rovnost f'(x) = 0 znamena, ze sinx = 1 a tato rovnost
evidentné neplati na zadném podintervalu R, je podle Véty 16(ii) funkce f(x) rostouci na R. O

Dusledek 5. Necht f(x) md vlastni derivaci na otevieném intervalu I. Potom plati ndsledugici.

(i) Jestlize f'(x) > 0 Vx € I, potom je funkce f(x) je rostouci na intervalu I.

(i) Jestlize f'(x) < 0 Vx € I, potom je funkce f(x) je klesajici na intervalu I.

Tedy pro urceni intervalu monotonie funkce f(z) sta¢i urcit body, kdy f’(z) méni znaménko.

Zejména to jsou body, ve kterych je | f'(z) = 0| nebo ve kterych | f/(x) neexistuje |

Priklad 67. Urcete intervaly monotonie funkce

x x
&) = 6 o)
Reseni. Vypocteme derivaci:
/ 2
, x —z° — 16
— ) =...= 0 -2, 8.
J() <x2—6x— 16) (x —8)2 (z+2)? = pro z 7 =2,

(Viz tabulka.) Tedy je tato funkce klesajici na intervalu (—oo, —2), na intervalu (—2, 8) a na intervalu
(8,00). O
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Piiklad 68. Urcete intervaly monotonie funkce
fla) =e"0"
Reseni. Vypocteme derivaci:
Flz) =e® 0. (322 — 6) = 3% 0% (2® — 2), pro z € R.

Vidime, ze f’(x) = 0 pouze pro x = £+/2. Na kazdém z intervalii (—oo, —v/2), (—v/2,v2), (v/2,0)
ur¢ime znaménko derivace napi. vybérem néjakého bodu z tohoto intervalu, protoze vime, ze se
znaménko f'(x) v téchto intervalech jiz neméni (viz tabulka). Tedy

f(z) je rostouci na intervalu (—oo, —v/2] a na intervalu [v/2, c0),
f(z) je klesajici na intervalu [—+/2, v/2].

Definice 9 (Lokalni extrémy). Funkce f(z) ma v bodé zo € D(f)

e lokdlni maximum, pokud f(x) < f(xg) pro vSechna z z néjakého okoli bodu zy,

e lokdln{ minimum, pokud f(z) > f(x) pro vSechna z z néjakého okoli bodu z,

e ostré lokdlni maximum, pokud f(x) < f(x¢) pro vSechna = z néjakého ryziho okoli bodu z,

e ostré lokdlni minimum, pokud f(x) > f(x¢) pro vsechna x z néjakého ryziho okoli bodu z.

O

Nésledujici véta tikd, ze tecna v bodech lokalnich extrému (pokud tedy existuje vlastni derivace
v takovych bodech) musi nutné byt vodorovna.

Véta 17. Ezistuje-li vlastni derivace f'(xg) v bodé xy, kde md funkce f(z) lokdlni extrém, potom je
nutné | f'(xq) = 0.

Body, kde f’(x) = 0, se nazyvaji stacionarni body funkce f(x).

Opacné tvrzeni k Vété 17 neplati, tj. z f'(x9) = 0 neplyne extrém v bodé zy. Nejjednodussim
pitkladem je funkce f(z) = 2%, kterd v potatku nema extrém, ale je f'(0) = 3z%| _ = 0 (tj. tecna
v bodé zg = 0 je vodorovna).

Dausledek 6. Funkce f(x) miuze mit lokdlni extrémy pouze ve svijch staciondrnich bodech nebo v bo-
dech, kde f'(x) neexistuje.

Zda v daném stacionarnim bodé xy nebo v bodé, kde f’(z() neexistuje, je nebo neni lokalni extrém,
muzeme uré¢it z chovani znaménka f’(x) v okoli bodu z.

Véta 18 (Lokalni extrémy a derivace). Necht f(z) je spojitd v bodé xg € D(f) a existuje vlastni
derivace f'(x) na néjakém ryzim okoli bodu x.
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(i) Md-li f'(x) v levém a pravém okoli bodu o opacnd znaménka, potom je v bode xq lokdlni
extrém. Pritom

e je-li zména f'(z) 2 & do &, potom je v bodé o lokdlni minimum,

e je-li zména f'(z) 2 ® do ©, potom je v bodé xq lokdlni maximum.

(il) Md-li f'(x) v levém a pravém okoli bodu xy stejnd znaménka, potom neni v bodé o lokdlni
extrém. Pritom

e md-li f'(x) v okoli bodu o kladné znaménko, potom je f(x) v bodé xo rostouct,

o md-li f'(x) v okoli bodu xq zdporné znaménko, potom je f(x) v bodé xy klesagici.

Priklad 69. Urcete lokalni extrémy funkce

fl@)=z—=1=+VJzl,  D(f)=R.

Reseni. Protoze
1

x>0: f(x):x—l—\/f = f/x)zl—ﬁ%:() = =1
r<0: fley=x—1—+v—2 = fll)=1- 2\/1_7 -(—=1) =0 2zadné feSeni pro z < 0.
Tedy kandiddti na lokdln{ extrémy jsou: staciondrni bod z = 7 a bod, kde neexistuje f'(z), tj.
x=0.
Volbou napi. # = —1, # = § a & = 1 uréime znaménko f'(z) v kazdém z intervali (—oo,0), (0, 1)
a (§,00) (viz tabulka). Tedy je
ostré lok. max. v x = 0,
ostré lok. min. v = 1.
O

Véta 19 (Lokdlni extrémy a druhd derivace). Necht o je staciondrni bod funkce f(x), t.
f'(z0) =0, a necht existuje f"(xo).

(i) Je-li f"(xg) > 0, potom je v bodé xy ostré lokdlni minimum.

(ii) Je-li f"(xo) <0, potom je v bodé xy ostré lokdlni mazimum.

Diikaz. (1) f"(xo) > 0 a f'(x¢) = 0 znamend, ze f'(x) roste v bodé xy z & do & hodnot, tedy funkce
f(x) samotnd klesa a pak roste. Tedy je v bodé xq ostré lokalni minimum.

(ii) f"(zo) <0 a f'(x¢) = 0 znamend, ze f'(x) klesd v bodé x¢ z & do & hodnot, tedy funkce f(x)
samotna roste a pak klesa. Tedy je v bodé x( ostré lokdlni maximum. 0
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Priiklad 70. Stejné jako v Piikladu 69 je
1 1
" -
r(3)-

Poznamka 11. Obecnéji, je-li

fwo) = f"(wo) == fE V() =0 a  fP(xg) #0,

, . 1
=2>0 = ostré lok. min. v xy = T

N|w

_1
=1

potom
e pro k sudé je ostry lokdlni extrém v bodé xq, pricemz
— pro f®)(zy) > 0 je v bodé xq ostré lokalni minimum,
— pro f®)(x4) < 0 je v bodé x¢ ostré lokalni maximum,
e pro k liché neni lokdlni extrém v bodé xy, pricemz
— pro f®)(zy) > 0 funkce f(x) roste v bodé o,

— pro f®)(zy) < 0 funkce f(x) klesd v bodé .

Vsechny tyto pifpady si muzete lehce ilustrovat na mocninnych funkcich 22, 23, 24, 2°, atd. v bodé
o = 0. O

Definice 10 (Globalni extrémy). Funkce f(z) ma v bodé zy € D(f)

e globalni maximum na mnoziné M C D(f), pokud f(z) < f(zo) pro vSechna x € M,

e globalni minimum na mnoziné M C D(f), pokud f(z) > f(zo) pro vSechna x € M.

Poznamka 12.

(i) Misto globalni max/min se také pouziva termin absolutni max/min.

(ii) Globalni max/min nemusi byt jediné. Napf. funkce f(z) = 2% na intervalu [—1, 1] m4 glob4ln{

max 1 v bodech x = —1 a x = 1, kdezto globalni min 0 v bodé x = 0.
(iii) Globalni max/min nemusi ani existovat (viz Pozndmka 3).

(iv) Weierstrassova véta (Véta 6) zarucuje existenci globdlniho max/min — za predpokladu spoji-
tosti funkce f(z) na intervalu [a, b].

(v) Pokud vime, ze globélni extrémy existuji, potom musi tyto globédlni extrémy byt

ve staciondrnich bodech nebo v bodech, kde neexistuje f’(z), nebo v krajnich bodech

daného intervalu. Nemusime jiz pak urcovat, jestli jsou ve stacionarnich bodech lokalni extrémy
¢i nikoliv.

O
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‘Konec 4. prednasky (12.3.2015)‘

Poznamka 13. Z Poznamky 12(v) plyne postup pro nalezeni globalnich extrému spojité funkce f(x)
na intervalu [a, b] (z Weierstrassovy véty vime, ze globalni max/min existuje):

e Najdeme stacionarni body funkce f(z) a body, kde neexistuje f'(x).
e V téchto bodech a v krajnich bodech intervalu ur¢ime funkéni hodnoty.

e Vybereme z nich max a min hodnotu.

Priklad 71. Urcete globdlni extrémy funkce
flz)=2—1—+/|z|, na intervalu [—1, 1].

Reseni. Protoze je f(z) spojitd na intervalu [—1,1], globdlni extrémy v tomto intervalu existuj.
Z Piikladu 69 vime, ze © = i je jediny stacionarni bod a x = 0 je bod, kde neexistuje f'(x),
v intervalu [—1, 1]. Mdme tedy

stacionarni body: x = %, f(%l) = }l —1- % = —g,
A f'(z) x =0, f(0) = —1, + max
krajni body: x=-1, f(-=)=-1-1-1=-3, < min
r =1, fl)=1-1—-1=-1. +— max
Tedy je
globdlni min —3 v bodé z = —1,

globélni max —1 v bodech x =0, z = 1.

OJ

2.15. Konvexnost, konkavnost, inflexe. Pojmy konvexnost, konkavnosti a inflexnich bodu slouzi
ke studiu toho, jak dand funkce (¢i presnéji jeji graf) ,zataci“. Tyto pojmy budeme uvazovat pouze
pro diferencovatelné funkce.

Definice 11 (Konvexnost, konkavnost). Necht ma funkce f(z) vlastni derivaci na intervalu I C
D(f). Funkce f(z) se nazyva

e konvexni na intervalu I, pokud je f’(z) neklesajici na I,

e konkdvni na intervalu I, pokud je f’(z) nerostouci na I.

O

Poznamka 14. To, ze funkce f'(x) je neklesajici na intervalu I (tj. f(z) je konvexni), znamend, ze
tecny maji ,neklesajici smérnici“, tj. (viz obr.)
graf funkce f(x) ,zataci doleva®“ a tecny lezi pod grafem.
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To, ze funkce f’(x) je nerostouci na intervalu I (tj. f(z) je konkdvni), znamend, Ze teény maji
,herostouci smérnici“, tj. (viz obr.)

graf funkce f(x) ,zataci doprava“ a tecny lezi nad grafem.

Priklad 72.
(a) Funkce f(z) = x* m4 derivaci f'(x) = 2z, coz je funkce rostouci (tudiz neklesajici) na R.
A proto je z* konvexni na R (viz obr.).

(b) Funkce f(z) = x* m4a derivaci f'(x) = 3z?%, coz je na intervalu [0, 00) funkce rostouci (tudiz

neklesajic). A proto je z* konvexni na [0, 00) (viz obr.).

(c) Funkce f(x) = 2® m4 derivaci f’(z) = 3z?, coZ je na intervalu (—oo, 0] funkce klesajici (tudiz

nerostouci). A proto je 3 konkdvni na (—oo, 0] (viz obr.).

(d) Funkce f(z) = ax + b mé derivaci f'(x) = a, coz je funkce konstantni (tudiz neklesajici) na
R. A proto je ax + b konvexni na R. Soucasné je konstantni funkce f’(z) = a nerostouci na
R, a proto je ax + b také konkavni na R.

0

Véta 20 (Konvexnost a konkdvnost a druhd derivace). Necht I C D(f) je otevieny interval
a necht md funkce f(x) druhou derivaci f"(x) na I.

(i) Je-li f"(x) >0 na I, potom je f(x) konvexni na intervalu I.
(ii) Je-li f"(x) <0 na I, potom je f(x) konkdvni na intervalu I.

Diikaz. (i) Je-li f”(x) > 0 na intervalu I, potom je podle Dusledku 5(i) (ktery aplikujeme na funkci
f'(x)) funkce f’(x) rostouci na intervalu I. Tedy je podle Definice 11 funkce f(z) konvexni na intervalu

(ii) Je-li f”(x) < 0 na intervalu I, potom je podle Dusledku 5(ii) (ktery aplikujeme na funkei f'(x))
funkce f’(x) klesajici na intervalu I. Tedy je podle Definice 11 funkce f(z) konkdvni na I. O

Tam, kde se méni konvexnost na konkavnost nebo naopak, se nachéazeji tzv. inflexni body funkce.

Definice 12 (Inflexni bod). Necht md funkce f(z) vlastni nebo nevlastni derivaci f’(zg). Je-li
f'(xo) nevlastni, potom navic predpoklddejme, ze je f(x) spojitd v bodé xy. Bod xq je inflexni bod
funkce f(x), pokud v néjakém levém okoli bodu zg je funkce f(x) konvexni a v néjakém pravém okoli
bodu z je funkce f(z) konkdvni, nebo naopak (viz obr.) O

Véta 21 (Vlastnosti inflexnich bodu).
(i) Pokud ezistuje vlastni druhd derivace f"(x¢) v inflexnim bodé xq, potom je f"(xq) = 0.

(ii) Je-li f"(xo) =0 a f"(x) méni znaménko v bodé xy, potom je xy inflexni bod.

(iii) Je-li f"(xo) =0 a f"(xo) # 0, potom je xo inflexni bod.
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Zejména cast (ii) v predchozi vété ukazuje, jak inflexni body najit. Soucasné ze zmény znaménka
f"(x) (tedy jestli se jednd o zménu z © do @ nebo o zménu z & do ©) pozname, kterym smérem graf
funkce f(z) v bodé xq ,zatacic.

Piiklad 73. Urcete monotonii, lokalni extrémy, konvexnost/konkdvnost a inflexni body funkce

f(z) =x+sinx  na intervalu [0, 47].

Resent.
o f'(x) =1+ cosx = 0 implikuje, ze cosx = —1, tedy x = 7, 37 jsou stacionarni body (v inter-
valu [0, 47]). Body, kde neexistuje f'(x) nejsou. V kazdém z intervalu (0, ), (7, 37) a (3w, 47)
vybereme jeden bod pro uréeni znaménka f’(x) v téchto intervalech (viz tabulka). Tedy

f(z) je rostouci na [0, 47|,
f(z) nemé lokalni extrémy.

e f"(x) = —sinz = 0 implikuje, ze x = 0, 7, 27, 37, 47 jsou kandidati na inflexni body. V kazdém
z intervalu (0, ), (m,27), (27, 37) a (37, 47w) vybereme jeden bod pro urceni znaménka f”(x)
v téchto intervalech (viz tabulka). Tedy

f(z) je konvexni na [, 27| a na [37, 4],
f(z) je konkdvni na [0, 7| a na [27, 37],
f(z) mé inflexi v bodech = = 7, 27, 37.

e A protoze muzeme jednoduse vypocitat funkéni hodnoty a hodnoty derivace (pro sklon tecny)
ve zminovanych stacionarnich, inflexnich a krajnich bodech,

f0)=0,  flm)=m  f@2r)=2r  fBr)=3r,  flr)=4m,
fr0)=2, fi(m)=0, [f@2m)=2 [f@Bm)=0  f4n)=2,
muzeme také nacrtnout graf této funkce na intervalu [0, 47] (viz obr.).

O

2.16. Asymptoty. Funkce f(x) muze mit jako asymptotu svislou pfimku (asymptota bez smérnice)
nebo primku se smérnici. Ve druhém piipadé pak rozliSujeme asymptoty v oo a v —oc.

Definice 13 (Asymptoty funkce).
e Piimka x = xy (svisld piimka) je asymptotou bez smérnice funkce f(z), pokud je alespon
jedna jednostrannd limita v bodé xg nevlastni, tj.

lim+ f(x) =+o0 nebo lim f(z) = too.

(E—XEO (E—XEO

e Piimka y = ax + b (a,b € R) je asymptotou se smérnici v oo, pokud

lim [f(2) = (az + )] =0,

piipadné je asymptotou se smérnici v —oo, pokud

lim [f(x) — (az + )] = 0.
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Priklad 74.
(a) Funkee f(z) = 1 md asymptotu bez smérnice = 0 a asymptotu se smérnic{ y = 0 (v £00).

(b) Funkce f(z) = £ m4 asymptotu se smérnici y = 0 (v £00), protoze

T

! sinx 0) = 1 sinx ; ohr.
x_lgloo xT _m—1>rinoo €T yp +o00

(¢) Funkce f(x) = ax + b je svou vlastni asymptotou (v 400).
0

Poznamka 15. Je zfejmé, ze asymptoty bez smérnice mohou byt pouze v bodech nespojitosti funkce
f(z). Viz napf. Priklad 74(a). Samoziejmé ne kazdy bod nespojitosti zadavé asymptotu, viz napf.
Piiklad 74(b) a bod x = 0. O

Véta 22 (Asymptoty se smérnici). Primka y = ax + b je asymptotou funkce f(z) v oo <

a= lim M, b= lim [f(x) — ax]. (29)

r—oo X T—00

Podobné, primka y = ax + b je asymptotou funkce f(z) v —oc0 <

a= lim @, b= lim [f(z)— ax]. (30)

r——00 I r——00

Diikaz. Byti asymptotou v oo znamena, ze

f(x) ~ax+b  proz — oo. (31)
Tedy pokud obé strany podélime vyrazem x, dostaneme, ze
b
@ ~a-+ — pro x — o0.
x x

A protoze vyraz :% — 0 pro x — 00, dostavame odtud vzorecek pro hodnotu koeficientu a.

Déle, zname-li koeficient a, potom z vzorce (31) plyne, ze
f(z) —axr=b  prox — oo,

tj. dostavame odtud vzorecek pro hodnotu koeficientu b.

Podobné to plati pro z — —oc. 0]

Poznamka 16. Protoze se muze snadno stat, ze limity v (29) a (30) se napt. pro koeficient a nebo
pro koeficient b lisi, pouzivame ve vypoctu téchto koeficientu znaceni

pro limity v oo  a pro limity v —oo.
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Tedy
a; = lim @) by = lim [f(x) — ay - 2] (32)
T T—00 I ’ T T—$00 + ’
o= tm T i () —a_ o] (33)
U

Samoziejmé, pokud alespon jedna z limit definujicich koeficienty a, b je nevlastni nebo neexistuje,
tak potom dana funkce asymptotu v piislusném co nebo —oo nema.

Piiklad 75. Urcete asymptoty funkce

x—2)3
J(w) = E.’B + 252
Resend.

e Asymptoty bez smérnice: Protoze je funkce f(x) spojitda na intervalech (—oo, —2) a (—2, 00),
asymptota bez smérnice muze byt teoreticky pouze v bodé z = —2 (viz Pozndamka 15).
Spocteme proto jednostranné limity v tomto bodé:

i E2 T L ’typ—_ﬁ"l e
-2t (z + 2)? 0+ ’ e—s—2- (x + 2)? 0+
Tedy
’x = —2 je asymptota bez smérnice ‘

e Asymptoty se smérnici:

. fl) . (=27
L . )
— 1 T (v —2)° T (x =22 x-(x+2)?
b= ) -o) = b (55 =) = (G~
_ 2 _
~ i 10z“ 4 8x 8:_10.

Tedy

‘y = — 10 je asymptota v oo |.

Vypocty pro a_ a b_ jsou naprosto stejné:

o3
B O C ) L
T——00 I x—>—oox(x—|—2)2

Y

L L (x—2)3 L (x—2)% x-(x+2)?
b= lim [f(z) —a--a]= lm (m B f) = Jim ((x T2 T T wr2p )
. —102*>+8x —38
= im (r+2)2 —10

Tedy

’y =z — 10 je asymptota v —oo |.
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(Viz obr.) O

2.17. Celkovy prubéh funkce.

Priklad 76. Vysetiete celkovy prubéh funkce

3132

fla)=-—"=, D) =R\{-1}

Resend. Uréime
e definiéni obor (pokud jiz neni zadén),
e prvni derivaci f’(z) a vSe co z ni lze uréit, tj. staciondrni body, body kde neexistuje f'(x),
intervaly monotonie (rostouci a klesajici f(z)), lokdlni extrémy (pokud pouzijeme Vétu 18 ¢i

Dusledek 5),

e druhou derivaci f”(x) a vSe co z ni lze urcit, tj. konvexnost, konkdvnost a inflexni body,
pripadné lokéln{ extrémy (pokud pouzijeme Vétu 19),

e asymptoty bez smérnice a se smérnici,

e hodnoty funkce f(z) a derivace f'(x) ve v8ech ,vyznacnych“ bodech (napf, staciondrnich a
inflexnich bodech, kde neexistuje f’(x) nebo f”(z), v krajnich bodech, atd.),

e a nakonec ze vSech téchto informaci sestrojime graf funkce f(z).

Priklad 77. Vysetiete celkovy prubéh funkce

f(z) = i +Inx.

Resend.
e Defini¢ni obor je |D(f) = (0,00)|.

e Prvni derivace )
1 1 1 xz-1
/ — —_ 1 _ —— —_ = — O
f(x) (x + nx) pe e p :
tedy x = 1 je jediny staciondrni bod. Protoze f’(z) < 0 na intervalu (0,1) a f’(z) > 0 na
intervalu (1,00) (viz tabulka),

f(z) je klesajici na (0, 1],
f(z) je rostouci na [1, c0),
f(z)

() mé lokdln{ min v bodé x = 1.

[Vzhledem k okolnostem je ziejmé v bodé x = 1 globdlni minimum funkce f(z) na intervalu
(0,00).]
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e Druh4d derivace

2 x

f//(x):(_i+l>,:£_l2:2_x:07

tedy x = 2 je jediny kandidét na inflexni bod. Protoze f”(x) > 0 na intervalu (0,2) a f”(z) < 0
na intervalu (2, 00) (viz tabulka),

f(z) je konvexni na (0, 2],
f(z) je konkdvni na [2, 00),

f(z) mé inflexi v bodé x = 2.

e Asymptoty bez smérnice:

l+zlnzx ’t 1

. 1 .
lim (——I—lnx) ‘typoo—oo = lim

R — OO,
z—0+t \ T r—0t yp 0+
protoze podle Prikladu 55(a) je lim, o+  Inz = 0. Tedy
‘:z: = () je asymptota bez smérnice ‘
Asymptoty se smérnici:

1

x ~+Inx 1 Inx 00

a= lim&: lim #—— = lim — + lim — ‘typ—’
r—oo I T—00 x r—00 I r—00 I o0
=0
1
"Hosp. ;. P . 1
MO i 2 = fim - = 0,

z—00 | 00 L

1
b= lim [f(x) — ax] = lim <——|—lnx> | typ 0+ o0 | = occ.

T—00 T—r00

Tedy

Funkce f(x) nemé asymptotu v oo |.

e Hodnoty funkce f(x) a derivace f'(x) ve vSech ,vyznacnych* bodech:

F) =1, F1)=0, @)= %an ~ 119, f(2) = %

e a nakonec ze vsech téchto informaci sestrojime graf funkce f(z):
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\]

(D) Graf funkce f(z) =1 + Inz na intervalu (0, 8].
A

b

(E) Graf funkce f'(x) = —25 + 1 na intervalu (0,8]. (F) Graf funkce f”(z) = % — - na intervalu (0, 8].

O

2.18. Optimalizace. V tomto odstavci uvidime, jak vyuzit znalosti o prubéhu funkce ¢i globalnich
extrému funkce pro aplikace v  bézném zivoteé*.

Priklad 78 (Papirova krabice). Z kartonu tvaru ¢tverce o strané délky 54 cm vytiznéte v kazdém
rohu stejny ¢tverec tak, abyste mohli sestrojit krabici (bez vika) s co nejvétsim objemem (viz obr.).

Reseni. Oznacme jako z (v cm) délku strany ¢tverct, které musime vytiznout. Potom ma zbyvajici
podstava rozméry 54 — 2x cm X 54 — 2z cm, pricemz vyska krabice bude pravé z cm.

Pro objem krabice dostaneme proto vztah

V =V(r) = (54 — 21)*x = (2916 — 2162 + 42°) x =| 4 (729 — 542° + 2°) |.

Délka strany vyfizlych ¢tvercu muze byt nejvyse 54/2 = 27 cm, a proto musime najit maximum
funkce V(z) na intervalu [0, 27].

Protoze je funkce V(z) spojita na intervalu [0, 27], jeji maximum existuje (Weierstrassova véta —
Véta 6). Podle Poznamky 13 musime najit staciondrni body:

V'(z) = 4(729 — 1087 + 32?) = 12 (243 — 36z + 2*) = 12(27 —2) (9 — z) = 0,
= 1= 27, To = 9.

Body, kde V’(z) neexistuje, nejsou.
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Body z7 = 27 a 25 = 9 jsou tedy staciondrnimi body funkce V'(z) v intervalu [0, 27|, pficemz bod
x1 = 27 je soucasné krajnim bodem tohoto intervalu. Hodnoty funkce V' (z) v téchto bodech jsou

staciondrni body:  z = 27, V(27) = (54 — 54)? 27 = 0,

r=09, V(9) = (54 _18)29 = 11664,  + max
krajni body: x =0, V(0) =

r =27, V(27) =

Tedy maximalni objem je 11664 cm? (témer 12 litri) pro krabici o rozmérech 36 cm X 36 cm X 9
cm, tj. v kazdém rohu musime vyfiznout ¢tverec |o strané 9 cm].

Vsimnéte si, ze maximum muzeme také ovérit testem s prvni derivaci (napf. Dusledek 5): pro
z €0,9) je V'(z) > 0, tedy V() je rostouci na intervalu [0, 9], zatimco pro = € (9,27) je V'(z) <0
a tedy V(x) je klesajici na intervalu [9, 27].

Vsimnéte si také, ze funkce V(x) je konkdvni na intervalu [0, 18], konvexni na intervalu [18,27] a
v bodé z = 18 ma inflexni bod. O]

Piiklad 79 (Vyroba plechovky). Urcete rozméry litrové plechovky valcového tvaru tak, aby
spotfeba materidlu na jeji vyrobu byla co nejmensi.

Reseni. Oznacme si jako h (v em) vysku plechovky a jako r (v em) polomér jejtho dna (&i vicka).
Potom je na vyrobu takové plechovky potieba
S=S(h,r)= 2mr® +2mrh cm? materidlu.
S~~~ S~~~
dno + vicko sténa

ProtoZe ale musi mit plechovka objem 1 litr = 1000 cm?®, musi platit

1000
V=m’h=1000 = h=—F,
r
a tedy je
1000 2000
S = S(r) = 2mr? + 27r = 2mr? + : pro r > 0.
r r

Hleddme tedy minimum funkce S(r) pro r € (0,00). Vsimnéte si, ze dany interval neni uzavieny
ani ohraniceny, a proto pro existenci extrému nelze pouzit Weierstrassovu vétu (Véta 6).

Urceme nejdiive stacionarni body:

2000
S'(r) = (27r® 420007~ 1)" = 4mr — 20007 % = dwr — —— =0,
T
500
= 7r® = 500, = r=ry:= 1 — | = 5.42.
m
Dale, protoze je
4000
S"(z) = (4mr — 20007 2)" = 47 + 400072 = pro r > 0,

je funkce S(r) konvexni na celém intervalu (0, 00). A proto je bod ro globdlni minimum.
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Odpovidajici vyska plechovky je pak

1 1 o
p 1000 1000 _2357.%0:%10.84.

2 =2 = -
" )

Spotieba materialu je tedy minimalni, pokud

‘V}'féka plechovky je rovna pruméru podstavy ‘

2.19. Diferencial funkce. Diferencial funkce je pojem, ktery se pro funkce jedné proménné vyuziva
pouze pro potieby integrovani (viz nasledujici kapitola) nebo pro pfiblizné vypocty. Pro funkce
vice proménnych md mnohem vétsi vyznam (viz MB103).

Definice 14 (Diferencial). Necht zo € D(f) je bod, ve kterém existuje vlastni derivace f'(x)
funkce y = f(x). Potom definujeme

e diferenciél dz (diferencidl nezévislé proménné) jako (pro x blizko z),

e diferencial dy (diferencial zavislé proménné) jako |dy = f'(xg) - dz|.

Alternativni znaceni pro dy je df, piipadné df (z¢) pokud chceme zduraznit, ze se jedné o diferenciél
v bodé zg. ]

Uvédomte si, ze pokud je x napravo od xg, je dr = x — xy > 0, pokud je ale x nalevo od xg, je
de =2 — 2y < 0.

Priklad 80.

y = sinz, dy = (sinz) - dz = (cosz) dz,
y=—-c+xlnx, dy=(—z+x Inz) -de = (Inz)dz.
OJ
Co to vlastné ten diferencidl je (neplette si s diferencidlem v automobilu)?
Pokud se podivdme na rovnici teény v bodé xq (viz Poznamka 5), potom méme
y =30 = f'(20) (x — x0), kde yo = f(z0),
y — f(zo) = f'(xo) dz = df (x0). (34)
—

dy
Vidime tedy, ze diferencidl dy je zména funkénich hodnot na te¢né (viz obr.). A protoze hodnoty na
tecné aproximuji funkéni hodnoty f(z) pro x blizko bodu =z, plyne z (34) vzorecek pro priblizné
vypocty:

f(z) =~ f(xo) + df (z0) t]. f(z) = f(xo) + f'(z0) (x — x0). (35)
(Jedna se vlastné o rovnici teény zapsanou trosku jinym zpusobem). Tedy hodnoty funkce f(z) pro
x ,blizko* bodu xg se priblizné rovnaji hodnotam na teéné v bodé xy, pricemz pro tento vypocet
musime znat hodnotu funkce f(zo) a derivace f'(x¢) v bodé .
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Diferencidl je tedy ptiblizna zména funkénich hodnot pro z blizko xy.

Piiklad 81. Pomoci diferencidlu ptiblizné vypoctéte v/85.

Reseni. Protoze zndme /81 = 9, polozime z, = 81 a = = 85, tj. dz
f(z) = /x potom je f'(z) = ﬁ, a tedy f(81) =9 a f'(81) = #ﬁ = 1
plyne, ze

xr —xy = 4. Tedy pro
. Ze vzorce (35) potom

5|~ Il

f(85) ~ f(81) +df(81) = f(81) + f'(81)dx, tj.

1 2 83
V8 ~9I+ —-4=94-=—=02222...
+18 +9 9

(Pro srovnani je presnd hodnota v/85 = 9.2195....) O]

Priklad 82. Polomér kruhu se méni z 20 m na 20, 1 m. Odhadnéte narust jeho plochy.

Reseni. Obsah kruhu je P = P(r) = nr?. Polozime rq = 20, r = 20.1, a pak dr = r —ro = 20.1—20 =
0.1. Protoze je P(rg) = P(20) = 4007 a P'(rg) = P'(20) = 27r7“‘r:20 = 407, je podle vzorce (35)

P(r) = P(rg) + P'(ro) dr = 4007 + 407 - (0.1) = 404~. = dP(rg) = 4n | =~ P(r) — P(ro).

Odhad nértstu plochy je asi 47 m?.

Ptiblizny procentudlni nérust plochy (vzhledem k puvodni plose) je pak
dP 4 1
P(ry) 4007 100

Tedy plocha vzroste piiblizné o 1%. O

2.20. Taylortv polynom. Vidéli jsme, ze pro aproximaci funkce pomoci linearniho polynomu slouzi
tecna (tedy diferencidl). Lze ale pouzit i aproximace vyssich radu. V tomto obecnéjsim piipadé potom
hovotrime o Taylorové polynomu.

Definice 15 (Taylortv polynom). Necht z, € D(f) je bod, ve kterém existuji vlastni derivace
f'(zo), f"(x0), ..., f™(x0) funkce f(x) az do Ffadu n. Taylortiv polynom stupné n funkce f(zx) se
sttedem v bodé z( je polynom

T(x) = Tu(z) = T (z) = T] (2; 20)
definovany jako

f//(x[))
2

f/// (.,L,O)
3!

T(x) := f(xo) + f'(w0) (x — 20) + (z — mo)* +

Alternativné zapisujeme Tayloruv polynom pomoci sumy

n ) (g
7(@)= 3 T gy,

pricemz pro k = 0 klademe 0! := 1 a f©)(z) := f(z). O
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Poznamka 17.

(i) Tayloruv polynom stupné n = 0 se stfedem v bodé z; je tedy polynom

To(w) = f(zo),

tedy jedna se o konstantni funkci.

(ii) Tayloruv polynom stupné n = 1 se sttedem v bodé zy je tedy polynom

Ti(x) = f(xo) + f'(w0) (¥ — x0).

Vidime tedy, Ze tento polynom je pfesné rovnice te¢ny (viz Pozndmka 5) nebo také vyjadiuje
aproximaci funkce f(z) pomoci diferencidlu (viz vzorec (35)).

O

Priiklad 83. Urcete Tayloruv polynom stupné n = 0,1,2,3,4,5,6 se stfedem v bodé zy = 0 pro
funkci

f(z) =sinx|.

Resend. Pro funkci f(z) = sinz mame
f'(x) = cosz, f"(x) = —sinz, f"(x) = —cosz,
fW(z)=sinz = f(z), fO2)=cosz=f'(z), [fO)=—sinz=f"(2).
Hodnoty funkce a derivaci v bodé zy = 0 tedy jsou
f(0) =0, f0) =1, f"(0) = [ (x) = -1,
fO0)=0=f(0), fO0)=1=Ff(0), [fC )(0) o= f(0).

Vsimnéte si, ze vSechny derivace sudého radu jsou v bodé xy = 0 rovny 0, a tedy sudé mocniny x se
ve vyslednych polynomech nebudou vyskytovat.

Piislusné Taylorovy polynomy T, () stupnu n=0,1,2,3,4,5,6 jsou tedy
) =

To(x) = f(0
TI(I) = O(ZL') +f (O)I =T,

To(x) = Ti(x) + f”2(0) =z,

T5(z) = Ty(x) + f3(| ):c?’ =x— éx?’,

Ty(x) = T3(x) + f(j'(()) =z éx?),
(5)

T5(x) = Ty(x) + / 550)33 =z éx?’%—%ox‘:’,
(6)

Ts(z) = Ts(x) + / 61(0) =x— éx?’ + %Oa?

Aproximace funkce sin x pomoci téchto polynomu:
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(G) Graf funkce sin(z) na intervalu [—27, 27].

== A _———
- ~ - ~
// \\ // \\
e AN N
’ N AN
N \ i
N N //
\\ \\ vz
V4 e
\\\ _ \\\ ///
(1) Graf funkci sin(z) a T1(z) = = na intervalu [—27, 27].
7
/
7
[ d — —
e~ A ) -
e N 7 N
7 N N
7/ N N
7 N N\
7 N N
N\ N\
A N //
N N vz
\\ 7 AN -
~ 7 S o _7

(1) Graf funkei sin(z), Th(z) =z a T3(z) = — %3 na intervalu [—27, 27].

(A) Graf funkef sin(z), T1(z) =z, T3(x) = v — %3 aTls(z)=o— ”%: + % na intervalu [—2m, 27].

OBRAZEK 1. Ilustrace aproximace funkce sin x pomoci Taylorovych polynomu.

Piiklad 84. Urcete Tayloruv polynom stupné n = 0,1,2,3,4,5,6 se stfedem v bodé zy = 0 pro
funkci

f(z) =coszx|.
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Reseni. Pro funkci f(x) = cosz mame

f'(x) = —sinx, f"(x) = —cosz, f"(z) = sinux,
fW(z) = cosx = f(x), fOz) = —sinz = f'(x), fO(z) = —cosx = f"(x).

Hodnoty funkce a derivaci v bodé zy = 0 tedy jsou

f(0) =1, f'(0) =0,
FO(0) = 1= f(0), f‘)(0)=0=f’(0)7 f()(0)=—1—f”()

Vsimnéte si, ze vSechny derivace lichého radu jsou v bodé zy = 0 rovny 0, a tedy liché mocniny =
se ve vyslednych polynomech nebudou vyskytovat.
Ptislusné Taylorovy polynomy T, (z) stupniu n = 0,1,2,3,4,5,6 jsou tedy

To(z) = f(0) =1,
Ti(z) = To(z) + f(0)x = 1,

174
1
Tg(x):Tl(w)—l—f<) =1- =2
2 2
7
1
Ty(x) = Do) + L0 =1 - 22
(0 1 1
T4($):T3($)+f4'<) _1—§$2+ﬁ$4,
G0 1 1
T5((L’) :T4(ZL')+ f 5'( ) =1- §$2+ ﬂl’ll,
f(6)<0) 6 1 2 1 4 1 6
T =T =1-= s
o) = Ts(z) + = 5T Tt T

Aproximace funkce cosx pomoci téchto polynomiu:



63

(A) Graf funkce cos(x)

na intervalu [—2m, 27].

\

(¢) Graf funkci cos(z), To(z) =1 a Ta(z) =1 —

2

5 na intervalu [—27, 27].

(D) Graf funkef cos(z), To(x) =1 a Th(x) =1 —

%aﬂ(m):l—

% 4 g—i na intervalu [—27, 27].

OBRAZEK 2. Ilustrace aproximace funkce cosz pomoci Taylorovych polynomt.

Priklad 85. Urcete Tayloruv polynom stupné n = 0, 1,2, 3,4 se stfedem v bodé zy = 0 pro funkci

Reseni. Pro funkci f(r) = e® mame

f(a) = f'(x) = f'(x)

= () = [ @) =

Hodnoty funkce a derivaci v bodé zg = 0 tedy jsou vsechny rovny e° = 1.



Ptislusné Taylorovy polynomy 7, (z) stupnu n = 0, 1,2, 3,4 jsou tedy
To(z) = f(0) =1,
Ti(z) =To(z) + f(0)z =1+,

I/O 1
f2( >x2:1+x+§x2,

Ty(z) =Ti(x) +

//10 1 1
) = To(a) + LoD 1y ot Loy Lo,

3! 2 6

@0 1 1 1

Aproximace funkce e* pomoci téchto polynomi:

\]

(A) Graf funkce e” na intervalu [—3, 3].
A /

\]

(B) Graf funkci e® a Typ(x) = 1 na intervalu [—3, 3].
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A /

(B) Graf funkei cos(z), To(z) =1aTi(z) =14z aTe(x)=1+z+ % na intervalu [—3, 3].
y

(¢) Graf funkei cos(z), To(z) =1laTi(x) =14z, Th(z) =1+ x+ ‘%2 als(x)=14+z+ % + % na intervalu
[_373]°
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(A) Graf funkef cos(z), To(x) = 1 aTi(zx) = 1+z, Ta(z) =1+ + %5, T3(z) = 1+ 2 + % + %3 a
Ta(x)=1+z+ % + % + % na intervalu [—3, 3.

OBRAZEK 1. Ilustrace aproximace funkce e* pomoci Taylorovych polynomu.
O

Priiklad 86. Urcete Tayloruv polynom stupné n =0, 1,2, 3,4 se stfedem v bodé xy = 0 pro funkci
f(z) =In(1+2z)|.

Resend. Pro funkei f(z) = In(1 4 ) mame

/ o -1 _ 1 " _ ([ 13_2— —1
A et v A L “ T
) = (D) M40 = g @ =230 =

Hodnoty funkce a derivaci v bodé zy = 0 tedy jsou
f0)y=0, f(0)=1, f'(0)=-1, f"0)=2, f90)=-6.
Ptislusné Taylorovy polynomy 7, (z) stupnu n = 0, 1,2, 3,4 jsou tedy
Typ(z) = f(0) =0,
Ti(z) = To(zx) + f(0)z =z,

(0 1
Tg(x):T1($)+fT<)x2:x—§x2,

///0 1 1
T3<CC> = TQ(ZE) + f 3(| ) 1’3 = 9 2 + §5E37

F®(0) 1, 14 1,
T, =T —r— = _ =
4(z) 3(x) + 1 57 +3:p i

Aproximace funkce e* pomoci téchto polynomi:



\]

(A) Graf funkce In(x + 1) na intervalu (—1,4].
\

\J

(B) Graf funkei e” a Tp(z) = 0 na intervalu (—1,4].
\

A\

(¢) Graf funkeci cos(z), To(z) = 0 a T1(z) = x na intervalu (—1,4].

67
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2

(A) Graf funkef cos(z), To(z) = 0 a Ti(x) = x a Ta(z) = v — % na intervalu (—1,4].
y

+ % na intervalu (—1,4].

wﬁ\,

A ! -

2 3 4
T T T
x_7+7_

(¢) Graf funkci cos(z), To(x) = 0 a T (x)
na intervalu (—1,4].

OBRAZEK 1. Tlustrace aproximace funkce In(z 4+ 1) pomoci Taylorovych polynomu.
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Vidime tedy, ze funkce f(z) je aproximovana Taylorovym polynomem. Muzeme se ovSem ptét, jak
vypada presné vyjadieni funkce f(x) pomoci Taylorova polynomu. Potom nutné musime zahrnout do
vypoctu vyraz pro chybu aproximace — a dostaneme tzv. Tayloruv rozvoj se zbytkem.

Véta 23 (Tayloriiv rozvoj se zbytkem). Necht f(x) md spojité derivace f'(x), f"(z), ..., f™(z)
na uzavieném intervalu [a,b] a necht existuje vlastni derivace f"+V(x) na otevieném intervalu (a,b).
Potom pro kazdy bod x € (a,b) existuje bod ¢ € (a,x) tak, Ze plati rovnost

— _ O e
flz) =T, (z) + Ru(x) |, kde R,(x) = CF (x —a)", (36)

kde T, (x) je Tayloriv polynom stupné n funkce f(z) se stredem v bodé a.

Diikaz. Toto dulezité tvrzeni je dusledkem Rolleovy véty o stfedni hodnoté (Véta 13). Podrobnosti
jsou ve skriptech [8, str. 330-331]. O

Vyraz R,(x) ve vzorci (36) se nazyva Tayloruv zbytek (se stfedem v bodé zy) a vyjadiuje chybu
aproximace Taylorovym polynomem 7,,(z). O odhadu velikosti R, (z) (a tudiz velikosti chyby apro-
ximace Taylorovym polynomem) je celd matematické teorie.

Piiklad 87. Pro funkci f(z) = e* a Tayloruv polynom T,,(z) se stfedem v bodé 0 (viz Piiklad 85)
je ztejmé pro libovolné x € R

eC

R,(z) = RS " kde ¢ lezi mezi 0 a .

Vsimnéte si, ze pro x > 0 je vzdy e¢ < e” (nebot ¢ € (0,z) a exponencidlni funkce je rostouci), a
tedy plati odhad

e
R, (2) < — gt >0,
(x) = (n+1)! T v
zatimco pro z < 0 je vzdy e¢ < 1 (nebot v tomto pifpadé je ¢ € (,0)), a tedy plati odhad
Ro(2) < — |z|"t <0.
@ < el

V obou dvou piipadech (jak pro x > 0 tak pro x < 0) ale vidime, Ze pro pevné zvolené x se bude
s rostoucim n vyraz R, (x) blizit k nule, protoze lze ukazat, ze pro libovolné z € R je
xn+l

lim — = 0.

Poznamka 18. S rostoucim n se stupen Taylorova polynomu zvysuje, az se pro n — oo dostavame
v polynomu 7, (z) k souc¢tu nekoneéné mnoha ¢lenu — tzv. nekonecéné fadé. Vice o tomto tématu
probereme v Odstavci 4.5. O
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Piiklad 88. Odhadnéte chybu v bodé x = § Taylorova polynomu stupné n = 6 funkce f(r) = cosz
se stifedem v bodé xy = 0.

Resend. 7 Piikladu 84 vime, ze piislusny Tayloriv polynom je
1 1 1

T —1-= 2 - 4 - .6

(=) 2" T T

piicemz f©(z) = — cos .

Pro zbytek Rg(x) pak podle vzorce (36) plati, ze

(M i
F) - _sine
7! 7!
kde ¢islo ¢ lezi mezi 0 a x. A protoze pro libovolné ¢ € R plati |sin¢| < 1, potom pro x = & mame

4
7
Re( TV <2 (™) ~ 0.0000366
S\a )|~ \4 ‘ '

R6($) =

Konec 5. prednasky (19.3.2015)
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3. INTEGRALNI POCET

Integralni pocet se zabyva studiem funkei a jejich aplikaci, pokud zndme hodnotu derivace.

3.1. Primitivni funkce. Zikladni otdazkou tohoto odstavce je nasledujici: Zndme-li funkei f(x), jak
lze najit (pokud vubec existuje) funkci F'(x) tak, ze F'(x) = f(x)?

Piiklad 89. Pro jakou funkci F(x) plati, ze | F'(x) = f(z) |, kde
(a) fl@)=2%  (b) f(z)=cosu.

Regent.
(a)
322

3
F(I’)I%, I——f—l, %—7’[’, nebot’ F/<.§C):T+0::E2:f<x)u
¢i nejobecnéji

3

F(z) = % + C, kde C je libovolnd konstanta.

(b)
F(x) =sinz, sinz+1, sinz-—m, nebot F'(x)=cosz+0=cosz= f(x),
¢1 nejobecnéji
F(x) =sinxz +C, kde C je libovolna konstanta.
0J

Definice 16 (Primitivni funkce). Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu I. Funkce
F(z) je primitivni k funkeci f(x) na intervalu I, pokud

F'(z) = f(z) pro vSechna z € I. (37)
U

Piiklad 90. Z pravidel pro derivovani elementarnich funkei (viz Odstavec 2.9) snadno dostavame
nasledujici ,tvrzeni“.

xn+1

(a) Funkce £

je primitivni k funkci 2™ na R.

(b) Funkce Inz je primitivnf k funkei X na (0,00). Funkee In(—x) je primitivn{ k funkei 1 na

(—00,0). Dohromady zapséno: Funkce In |z] je primitivn{ k funkci £ na (—oc0,0) a na (0, 00).
(c¢) Funkce arctgz je primitivni k funkci ﬁ na R.
(d) Funkce arcsinz je primitivni k funkci ﬁ na (—1,1).

(e) Funkce C' (konstantni funkce) je primitivni k funkei 0 na R.
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Kdy k dané funkci f(z) existuje primitivni funkce F'(z)? Ne vzdy!

Véta 24 (O existenci primitivni funkce). Je-li funkce f(z) spojitd na intervalu I, potom k ni
existuje na tomto intervalu funkce primitivni.

Diikaz. Uvedeme pozdéji, viz Poznamka 28(ii) v Odstavei 3.4. O

Poznamka 19.
(i) Véta 24 uddva postacujici podminku pro existenci primitivni funkce. Spojitost neni nutnou
podminkou pro existenci primitivni funkce. Napi. funkce
o) = 2xsin%—cos%, pro x # 0,
0, pro z =0,

neni spojita v bodé xz = 0, protoze

1 1
lim f(x) = lin% (29@ sin — — cos — ) neexistuje.
z—

z—0 X Xz
—— ——
—0 neexistuje
Na druhé strané, funkce
r?sin i pro x # 0
- ) )
F(z) { 0, pro z =0, (38)

je primitivni k f(z) na celém R, nebot pro z # 0 je
1 1 1 1 1
F'(z) = 2xsin ~— + 2% cos — - (— —2> = 2zrsin — — cos — = f(x),
T T x x x
aprox =20 je
F(x) — F(0) 2% sin 1

1
/ N 1 T _ 1: . - o
F<O)_alclirtl) z—0 _glclir(l) T —}:IL%ZESID:U—O—f(O).

(ii) Je-li F(x) primitivn{ k funkei f(x) na intervalu I, potom je F(x) + C také primitivn{ k f(z)
na intervalu I pro libovolnou konstantu C' € R.

(iii) Jsou-li F(z) a G(z) primitivni k funkci f(z) na I, potom existuje konstanta C' € R tak, ze
F(z) = G(x) 4+ C pro vsechna = € I (tedy funkce F(x) a G(x) se lis{ o konstantu na celém
intervalu I).

(iv) Dusledkem ¢ésti (ii) a (iii) je, ze je-li F'(x) primitivni k f(z) na intervalu I, potom
{F(z)+C, C eR}

je mnozina v8ech primitivnich funkei k f(z) na intervalu /. Tuto mnozinu budeme nazyvat
neurcity integral.

O
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Piiklad 91. Protoze maji funkce F(z) = arctgz a G(x) = — arccotg x stejnou derivaci f(z) = 1
(viz Tvrzeni 4), musf se tyto funkce lisit o konstantu, tj.

arctgx = — arccotgx + C' Vo € R.
Konstantu C' muzeme urcit napi. z hodnot téchto funkei v bodé x = 0,

arctg 0 = 0, arccotg ) = g, = C = g,
neboli plati
i
arctgx + arccotgxr = 5 Vz € R.
O

Definice 17 (Neurc¢ity integral). Mnozina vSech primitivnich funkei k funkei f(z) na intervalu
I se nazyva neurcity integrél z funkce f(z) na intervalu /. Tuto mnozinu budeme znacit (zkracené)
jako

/f(:,;) de = {F(z) +C, C € R} = F(x) + C,

tedy symbol mnoziny { } budeme (kvuli strucnosti) vynechavat. O

Piiklad 92. Z pravidel pro derivovani elementarnich funkei (Odstavec 2.9, viz také Piiklad 90)
snadno dostavame nasledujici.

xn—i—l
"dx = C -1
/:L' x n+1+ , n#—1,

/sinxdx = —cosx + C,

/cosxd:r =sinz + ()|

/exdx:eerC’,
/axdx:a—+0,
Ina
1
/;dx—ln\x! +C, (39)

1
/1+$2 dr = arctgz + C,

1 .

/ﬁdx:arcsmx—i—c,
PO 4

/f@) dz =In|f(z)| + C.

Ve vzorci (39) si vSimnéte, Ze na pravé strané je v logaritmu absolutni hodnota, nebot pro z > 0
je (Inz) =2 aproz <0je[In(—z)] ==L (-1) =1 O

x xT




3.2. Zakladni integracni metody.

Véta 25 (Pravidla pro neurcity integral).
(i) Pravidlo konstantniho ndsobku:

/c~f(:1:) dz = c/f(x) dz.

Neboli, je-li F(x) primitioni k f(z), potom je ¢ - F(x) primitivni k c - f(z).
(ii) Pravidlo souctu a rozdilu:

/[f(x)ig(x)} dx:/f(x)dxi/g(x)dm

Neboli, je-li F(x) primitivnd k f(x) a je-li G(x) primitioni k g(x), potom je F(z) £ G(z)
primitiont k f(z) £ g(x).

Diikaz. Obé pravidla jsou jednoduchym dusledkem piislusného pravidla pro derivace (viz Véta 10):
[c- F(z)] =c- F'(z) = c- f(z)

[F(x) £ G(2)]' = F'(x) £ G'(z) = f(z) £ g(2).

Priklad 93.

(a)

/(:U3 — 32% +5)dx -
(b)

—Z—$3+5x+0,
1 1 1
/(ﬁ+%+2x6)dx:/(x2 +x_§+2x6)dx:
()

[(r-2)ae-2
(@)
|G

2+ 1

) dr = 2 arcsinx + 5 arctgz + C,

—2 arccosx — b arccotgx + C.

OJ
Dalsi integracni pravidlo umoznuje integrovat souciny funkci, pricemz integral z daného souc¢inu se
vhodné prevede na integral z ,jednodusstho® soucinu (viz piiklady dale).

Véta 26 (Metoda per-partes pro neurcity integral). Necht funkce u(z) a v(x) maji derivaci
na intervalu I. Potom plati

/u'(aj) co(z)de = u(z) - v(z) — /u(m) ' (z) dx
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Diikaz. Tato metoda je jednoduchym dusledkem pravidla pro derivaci souc¢inu (viz Véta 10(iii)) a
pravidla pro integral souctu (viz Véta 25(ii

wo] =v'v+ud, = /[uv]’ =

)
—/(u’v+uv’) = uv+C:/ulv+/uvl-

O

Piislusné vypocty pro metodu per partes budeme stejné jako u typu limity psat ve vypoctu
mezi dvé svislé ¢ary, viz nasledujici priklad

Priklad 94.

(a)

u = cosx

U =sIing
V=21

v =1

/SL’ cosx dx :xsinx—/sina:dx
=x sinx — (—cosz) + C =

—\ z sin:c—l—cos:z;th‘.
(b)

/;1; Inxzdx

u =z

pe i
v —lnx v’:% lnx—/— —dz
_v /md _ e
=3 nr 5 T = 5 nx 4 )
/lnxdx:/1~lnxdx 1

1
:xlnx—/x~—dx:xlnx—/1dx:‘:clnx—oc+C
T

/em sinx dz

| S —

uw =1 T

u =
v=Inx v =

u/:elv

v=sinx

oznacme jako [
u =e” u=e"

=¢*sine — [ €® cosxdx p
V= COST v
=e" sinx — {ex cosx—/ex(—sinx)dx}

=e" sinx —e” cosT — /efD sin x dx

| S —

=1

= —sinzx

Tedy pro neznamy integral I dostavame rovnici

1
I =¢(sinx —cosx)—1 = 2] =¢"(sinx—cosz) = ]zﬁex(sinx—cosx),
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a proto je

1
/ex sinzdr = §ex (sinz —cosxz) + C'|.

Ve vsech prikladech ovéite, ze zpétnym derivovanim vysledku dostanete piislusnou funkci v in-
tegrélu. 0

Poznamka 20.
(i) Metoda per-partes vede k cili zejména pro integraly typu

/a:" e dx, /x" cos(az) dz, /a:” sin(ax) dz,

/:c" arctg(az) dz, /:c” arccotg(ax) dz, /x“ In" zdz.
(ii) Metoda per-partes vede nékdy na rovnici pro neznamy integral (viz Piiklad 94(d)), napft.

/e“’” cos(bz) dz, /e‘” sin(bz) dz.

(iii) Metoda per-partes vede nékdy na rekurentni formuli pro nezndmy integral (viz nésledujici
Pifklad 95).

O

Priklad 95. Urcete

Redend. Ziejmé je
Ko(w) = [ 1d0 [+,
1
Ki(x) = / o de =] arctgz + C'|.
Nezndmy integral K, (pro n > 2) vypocitame metodou per-partes:

K,(x) = / 1-(z®+1)"da

u =1 u=ux
v=(22+1)™" v =-n2*+1)""! 2

=z (2 +1)" - /x (=n) (2*+ 1) 2rde

2
€T X
= 4o ——d
2
T 2+1-1
- 19 —  d
<x2_|_1)n + n/ ($2+1)n+1 z
x 1 1
=" 19 — d
@ ”/<<x2+1>n <x2+1>n+1> v

BCESI 2n [Kn(r) — Kppa(2)] = +2n Kp(z) — 2n Koy (2).

X
(12 + 1)n
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Tedy plati vztah

T 1 T 2n —1
2n K, = ——F+-+2n-1)K, = | K, =—- - K,
Napf. volbou n = 1 vypocitame integral K(x):
1 1 T 1 1 T 1
———dr =K. =_. - K == — arct .
/(I2+1)2 x 2() 5 x2+1+2 1(z) 5 x2+1+2 arctgx +

0J

Dalsi dvé integra¢ni metody (Véta 27 a Véta 28) jsou zalozeny na pravidle pro derivovani slozené
funkce (Véta 11).

Véta 27 (Substituce pro neurcity integrdl). Necht je funkce f(t) definovand na intervalu I a
necht () je definovand na intervalu J a @(J) C I. Je-li funkce F(t) primitioni k funkci f(t) na
intervalu I, potom je funkce (F o )(z) primitioni k funkci [(f o p)(z)] - ¢'(2) na intervalu J, tj.

[ 1) ) = / Fd [ =R = P(etw)]

Neboli v daném integrdalu volime substituci |t

Diikaz. Tato metoda je jednoduchym dusledkem pravidla pro derivaci slozené funkce (viz Véta 11):

Pl = F(p) -¢@) = (o) ¢@) = [IP(e@))ar= [ 1(pw) ¢ ar
(o)

O
Substituéni metodu budeme opét zapisovat do naseho vypoctu mezi dvé svislé cary.
Priklad 96.
(a)
2x t=a22+4+1 1 9 t! 1 1
/(a:2+1)2d$ ‘ dt =2z dx ‘_/ﬁdt_/t dt—_—l——¥+C_ _:1:2+1+C
(b)
2 3 t=a’ _ 1 _1 L
/x cosx® dx ’ dt = 3:2de |~ 3 costdt = 3 sint 4+ C = 5 SinT +C.
O

Poznamka 21.

(i) Ve vypoctu pomoci substituéni metody se pouziva vzorecek pro diferencial (viz Definice 14),
neboli

t=p(x) = |dt=¢(z)dz|.
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(ii) Substituce uvedena ve Vété 27 je tedy tvaru
L,nova proménna“ ¢t = funkce ,staré proménné“ x.

Integral po substituci jiz nesmi obsahovat ,starou proménnou* x a musi jiz byt zapsan pouze
pomoci ,nové proménné* t.

(iii) Pokud bychom jako ,novou proménnou“ zvolili jiné pismenko, napt. s = ¢(x), potom je
samoziejmeé ds = ¢'(x) dx a novy integral bude v proménné s.

O

Druha substituéni metoda je opét dusledkem pravidla o derivaci soucinu.

Véta 28 (Substituce pro neur¢ity integral). Necht je funkce f(x) definovand na intervalu I a
necht ¥(t) md nenulovou derivaci na intervalu J a (J) = I. Je-li funkce F(t) primitivni k funkci
[(fo)(¥)] - (t) na intervalu J, potom je funkce (F op~1)(x) primitivnd k funkci f(z) na intervalu
I, t.

Il
I
T
=
Il
!
—~
<
L
&
~—

[t@ae= [ s via

Neboli v daném integrdlu volime substituci|x = (t)|, tj. t =~ (x) (inverzni funkce).

Poznamka 22.

(i) Taktéz ve vypoctu pomoci druhé substituéni metody se pouziva vzorecek pro diferencial (viz
Definice 14), neboli

r=vY(t) = |de=1'(t)dt|.

(ii) Substituce uvedena ve Vété 28 je tedy tvaru
sstard proménna“ xr = funkce ,nové proménné* t.
Integral po substituci jiz nesmi obsahovat ,starou proménnou* x a musi jiz byt zapsan pouze

, . R
pomoci ,nové promeénné® t.

(iii) Pokud bychom jako ,novou proménnou® zvolili jiné pismenko, napf. z = ¥ (u), potom je
samoziejmé dr = ¢'(u) du a novy integral bude v proménné wu.

(iv) U druhé substituéni metody (tj. ve Vété 28) je nutné dévat pozor na interval, kde ¢'(t) # 0.
Tato podminka zaruc¢uje monotonii funkce 9 (¢) a tedy existenci inverzni funkce ¢~!(z).

U
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Priklad 97.

/\/1—x2dx v =sint ‘ /\/1—8111 t- costdt

dz = (cost)dt
=cost
1 2t 1 1
= [ cos’tdt = 14 cos(2t) )dt: — + — cos(2t) ) dt
2 2 2
t 1 sin(2¢ t 1
:§+§ smé )+C’:§+§(sint)(cost)+0
t 1
:5 5 (sint) V1 —sin’t + C ’t:arcsinx }

1 1
= 3 arcsinx+§x\/1—x2+0 )

Ovérte si derivovanim vysledku, ze je tento vypocet skuteéné spravne. O

3.3. Integrovani raciondlnich lomenych funkci. Je-li R(x) = ggg = %

funkce (viz Odstavec 1.6), provedeme nejprve déleni, abychom dostali ryze raciondlni lomenou funkei.

raciondlni lomend

Priklad 98.

3 + 22 +1 r+1
== LE p— —_—
2+ 1 —~— 2+ 1
umime
integrovat

Déle ryze raciondlni lomenou funkci rozlozime na parcidlni zlomky, pricemz v Odstavci 1.6 jsme
vidéli, ze tyto parcialni zlomky maji jeden z néasledujicich tvaru.

e Pro redlny jednoduchy koten z:

A = / A de =| Alnl|x — x| |.

T — T T — T

e Pro realny vicendsobny kofen zy (n > 2):

A B C

(x —xo)®  (z—mo)" Y T x—

A B oV hdy — (x —xo) " A
/(x—xo)’“dx_A/(x o) dr=A —k+1 | (1—Fk)(z—2o)* 1|

= prok=2,....,n
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e Pro dvojici jednoduchych komplexné sdruzenych kotenu o + fi:

Bx +C Bz +C
o © o

Vyraz ve jmenovateli upravime vytykanim na tvar t2 4 1, kde t = 222, Vysledny integral je
po této substituci tvaru

B
Dt+E 1 D,
N d_D/t2 dt+E/t2+1dt: gln(t +1)| +| E arctgt|.

e Pro dvojici vicenasobnych komplexné sdruzenych kofenu a + fi (n > 2):

dx

Bx+C Dx+ FE Fr+G
(z— )2+ 0" [z—a2+p1 7 m = prok=2,...,n
/ Bx+C de
G —ap + 57
Vyraz ve jmenovateli upravime vytykdnim na tvar (¢2 + 1)%, kde t = 222, Vysledny integral

je po této substituci tvaru

Ht—I—J 1
At =H [ ———dt ——dt

pricemz prvni z uvedenych integralu Vypocteme substituci s = t* + 1 (potom ds = 2tdt) a
druhy z uvedenych integrélu je integral K, (z) z Prikladu 95 (pfesnéji v tomto piipadé Ky (t)),
ktery vede na rekurentni formuli.

Priiklad 99. Vypoctéte

/ 34+ 622+5
dz.
(x +1)% (22 +4)

Reseni. Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime
*+62>+5 A n B +C’QH—D
(x+1)2(22+4) (z+1)2 2z+1  22+4°

Odsud plyne, ze A=2, B=—-1,C =2, D =1 a tedy je
/ 3+ 622 +5 / 2 1 2z + 1
dr = - + dx
(x+1)2 (22 +4) (x4+1)2 x4+1 2244

—2 2x 1
=——1 1 d d
r+1 nje+ 1+ x? 44 x+/332+4 v

—2 1
= x+1—ln|x+1|+1n(x2+4)+§arctgg—i—C’,

piicemz predposledni integral jsme spocitali pomoci substituce ¢t = 22 + 4 (tj. dt = 2x dz) a posledni
integral pomoci substituce t = 3 (tj. dt = %dx) O

Mnoho dalsich typu integralu vede pres vhodné substituce na integraly z racionalnich lomenych
funkei, nékteré ukazky jsou ve skriptech [8, Odstavec 6.2].
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Poznamka 23. Nékdy ani nelze dany integral vibec spocitat (tj. vyjadiit pomoci elementarnich
funkef), napf.

/Smmdx, /Cosw /—dx /sin($2)dx, /COS(I’2>d$, /e—dx, /812 dz.
x Inx x

Z véty o existenci primitivni funkce (Véta 24) ale vime, ze k uvedenym funkeim existuje primitivni
funkce, protoze tyto funkce jsou spojité. Tyto primitivni funkce se pak nazyvaji vyssi funkce (jsou
nevyjadritelné pomoci elementérnich funkef).

Pozn.: Pozor ale na

1
/ 24z = ln x+C, (neni to vyssi funkce)!

3.4. Riemannuv integral. V tomto odstavci budou uvazované funkce vzdy ohranicené.

Zakladni otdzka tohoto odstavce zni: Jakd je plocha mezi f(x) a osou = (na intervalu [a, b])?

Priklad 100.
(a) f(x) =2 prox € [-1,1] (viz obr.), | P =4]|

(b) f(z) =k pro = € [a,b] (viz obr.),|P =k (b—a)|.

(c) f(z) =z pro z € [0,4] (viz obr.), P = $42 =[3].

(d) f(z) =2z proz € [2,4] (viz obr.), P=14> - 122 =8 2 =]¢].

(¢) f(x) =z pro z € [a,b] (viz obr.), | P =1 b* — 2 a?|

(f) f(x) =v1—a2prox € [~1,1] (viz obr.), P = 1712 =

ro |

(g) f(z) = =22+ 1 pro € [1,2] (viz obr.), P =

pod osou z, klademe .

(h) f(x) = a® pro x € [—1,1] (viz obr.), plocha je stejnd nad i pod osou z, a proto klademe
P=0|

-3 = % . % -1 = 2. Ale protoze je plocha

N
N

O

Tato ,orientovand plocha“ se nazyva urcity integral (téz Riemannuv integrél) z funkce f(x) pres
interval [a, b] a znac¢ime ji

- b Flz)dz = orientovand plocha mezi grafem
~ funkce f(z) a osou x '

Priklad 101. Tedy vypocty uvedené v Prikladu 100 muzeme alternativné zapsat nasledovné:
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(a) fj12dx =4,

(b) | fy kdz =k (b—a)|

(c) f04$d:v:8,

(d) f24a:dx:6,

(e) f:xdx:%lﬂ—%cﬂ,

(f) fjlvl—x?dx:g,

(2) f_ll(—Qx +1)dz = -2,

(h) f_ll r3dr =0|

O

Skute¢nou plochu mezi f(z) a osou x odhadneme pomoci ,vepsanych® a ,jopsanych® obdélniku
(viz obr.), ¢imz dostaneme dolni odhad s(D, f) pro skutetnou plochu a horni odhad S(D, f) pro
skuteénou plochu.

Definice 18 (Déleni intervalu). Necht a,b € R, a < b. Délenim intervalu [a, b] je koneénd mnozina
bodu D C [a, b] s vlastnosti a,b € D. Tedy

D ={xo,z1,...,2,}, kde z9p=a, xz,=0.

Body zg, x1, ..., x, se nazyvaji délici body a interval [z)_1, z;] se nazyva délici (pod)interval.

Délka nejvétsiho déliciho podintervalu je pak norma déleni D, tj. je to ¢islo
n(D) = nax {zp — xp1}. (40)
Mnozinu vsech déleni intervalu [a, b] oznac¢ujeme jako Dla, b] ¢i jenom jako D. O
Pro ohrani¢enou funkci f(z) na [a,b] a déleni D intervalu [a, b] zaved me oznacen{
my = inf { f(z), z € [zp_1, 23]}, (viz obr.)
My, :=sup {f(z), = € [z)_1, 24}, (viz obr.)

s(D, f):= ka (2 — zp1), dolni soucet funkce f(z) pii déleni D,
k=1

S(D, f):= Z My, (g — xk-1), horni soucet funkce f(x) pii déleni D.
k=1



83

Tvrzeni 5. Necht ¢ < f(z) < d pro kazdé x € [a,b]. Potom pro kaZdd dvé déleni Dy, Dy € D[a, b]
plati

c(b—a)<s(Dy,f) <S(Dy f) <d(b—a),
t5. dolni soucet libovolného délend je nejvyse roven hornimu souctu libovolného délent, pricemz vsechny

dolni soucty jsou zdola ohraniceny ¢islem ¢ (b—a) a vsechny horni soucty jsou shora ohraniceny cislem
d(b—a) (viz obr.).

Pii vzrustajicim poctu délicich bodu xy v déleni Dy, Dy se bude dolni soucet s(Dq, f) zvétsovat a
zaroven horni soucet S(Ds, f) zmenSovat.

Definice 19 (Dolni a horni integral). Cislo

/ f :=sup {S(D,f), D e ]D)}

nazyvame dolnim (Riemannovym) integrélem z funkce f(z) na intervalu [a, b].

Cislo .
/ f=if{S(D, f), D e D}

nazyvame hornim (Riemannovym) integrdlem z funkce f(z) na intervalu [a, b]. O

b — b
<]t
Navic, pokud je ¢ < f(z) < d na intervalu [a, b], potom podle Tvrzeni 5 je

c(b—a) /f</f<d (b—a). (41)

Soucasné vime, ze vzdy je

Definice 20 (Urcity (Riemanniav) integral). Je-li

szzzbf,

potom fikdme, ze funkce f(x) je integrovatelna (v Riemannové smyslu) na [a, b] a toto spoleéné ¢islo

znacime .,
[o=Ls=]r

Mnozinu vSech (riemannovsky) integrovatelnych funkei na intervalu [a, b] znac¢ime jako Rla, b].

Zif<7abf,

potom fikdme, ze funkce f(z) neni integrovatelnd na [a, b]. O

Je-1i
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Riemannuv integrél ptes interval [a, b] je tedy ¢islo. Zapis pro Riemannuv integral budeme pouzivat
také ve tvaru s integracni proménnou, napf.

b b
/ f(z)dz, / f(t)dt, a podobné.

Priklad 102.
(a) Pro konstantni funkei f(z) = ¢ madme my = M, = ¢ pro vSechny k a tedy je

s(D,f)=c(b—a), S(D,f)=c(b—a) (vizobr.), vDeD, =

/f—sup{c(b—a)}—c(b—a), /f—inf{c(b—a)}—c(b—a) N

b b b
c € Rla,b]| aplati /f:/ f:/ f=lcl—a)l.
Viz Pifklad 101(b). N

(b) Dirichletova funkce yx [chi]

1, pro z € QN [a, b,
x(z) :z{

0, pro z € [N |a, bl
Potom my = 0 a My = 1 pro vSechna k a tedy je

s(D,x) =0, S(D,x)=b—a (vizobr), VDeD, =
b

) —
/ x = sup{s(D, x)} = sup{0} =0, / x =inf{S(D,x)} =inf{b—a}=b—-—a =

Y _a

b — b
/ X < / x atedy |x¢&Rla,b]| (x neniintegrovatelnd).

—a

0

Jak ale obecné uréime, zda je dand funkce integrovatelnd (a pak jakou hodnotu m4 jeji urcity
integral) ¢i nikoliv?

Nulova posloupnost déleni D € D je takova posloupnost déleni, kterd spliuje |n(Dy) — 0| pro

k — oo, neboli norma déleni (viz vzorec (40)) jde k nule.

Véta 29. Necht je funkce f(x) ohraniéend na intervalu [a,b]. Potom pro libovolnou nulovou posloup-
nost deleni Dy € D plati, Ze

b — b
S(Dkaf)%/ f, S(Dk,f)—>/ /s pro k — oo.

Je-li navic f(x) integrovatelnd na |a, b], potom dolni soucty s(Dy, f) i horni soucty S(Dyg, f) konverguji
(ve smyslu existence vlastni limity) k ¢islu fab f.

Z Vety 29 vyplyva, ze pokud vime, ze je f(x) integrovatelna na [a, b], potom lze f; f urcit limitnim
prechodem pomoci libovolné nulové posloupnosti déleni intervalu [a, b].
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Priklad 103. Vime-li, Ze je funkce f(z) = z? integrovatelnd na intervalu [0, 1] (viz napt. Véta 30
uvedend nize), potom urcete fol % dx.

Reseni. Piipomenme si vzorec

12+22+32+~~+n2:2k2:n(n+1)(2n+1). (42)
k=1 6

Rozdélime interval [0, 1] na n stejnych délicich intervalu délky % Potom jsou délici body x) =
pro k = 0,1,...,n (viz obr.) a norma takového déleni je prave ¢islo % Tedy jednéa se o nulovo
posloupnost déleni.

k
n
u

Navic, protoze je funkce 2 rostouci, je jeiji infimum na k—tém délicim intervalu dosazeno v levém
) ) ( )2 i el
2 k—1

krajnim bodé. Tedy plati, Ze pro libovolné k =1,2,...,n je my = ri_, = =", a proto
= k-1 1 1
S(Dn, f) =D i (wp = wpa) = Y= S (k= 1)
k=1 k=1 k=1
n—1
1 (12)sn-1 1 (n—1)n(2n-1) 2 1
= — k? = — - — = =-.
n3 kz_; n3 6 6 3

A proto je

0J

Zasadni otdzku, které funkce jsou vlastné (riemannovsky) integrovatelné, zodpovidd nésledujici
tvrzeni.

Véta 30.

(i) Kazdd spojita funkce na intervalu |a,b] je zde také integrovatelnd, neboli

Cla,b] € Ra,b]|.

(ii) Kazdd monotonni funkce na intervalu [a,b] je zde také integrovatelnd.

Poznamka 24. Riemannuv integral (tj. vlastné orientovand plocha) se zfejmé nezméni, pokud je
integrovatelnd funkce f(x) nespojitd ¢i neni definovdna v koneéné mnoha bodech (¢i obecnéji na
mnoziné ,miry nula®), viz obr. Timto dostdvame urcity integral ptes otevieny nebo polouzavieny
interval. Zejména pro (ohranicené) intervaly vSech typu (a,b), (a,b] i [a,b) je prislusny urcity integral

pres tento interval roven jiz diive definovanému cislu f: f, tj. Riemannové integralu ptres uzavieny
interval [a, b]. O
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Piiklad 104. Pro nespojitou funkeci sgnz (viz Piiklad 18(a)) plati (viz obr.)

3
/ sgnzdr =3+ (=2) =[1].

2

Obdobné lze ukézat (rozvazte si to), ze proa <0 < b je

b
/ sgnxdr = a+b.
OJ

3.5. Vlastnosti Riemannova integralu. V tomto odstavci odvodime zakladni vlastnosti Rieman-
nova integralu. Stale méjte na paméti, ze se vlastné jedna o ,,orientovanou plochu* mezi grafem funkce
a osou .

Veéta 31. Je-li funkce f(x) integrovatelnd a ohranicend na intervalu [a,b], tj. ¢ < f(x) < d pro
vSechna x € [a,b], potom

c<b—a>g/ f<db-a),
(viz obr.).

Diikaz. Toto tvrzeni je bezprostfednim dusledkem nerovnosti (41), nebot nyni predpokldddme, Ze je
funkce f(x) integrovatelna. O

Disledek 7. Je-li f € Rla,b], potom plati

(tj. orientovand plocha pod nezdpornou
funkci je nezdpornd),

020 mafa = [z0

|f(:v)‘§c na [a, b] ‘/f‘<cb—a

Véta 32 (Pravidla pro urcity integral). Necht f,g € Rla,b] (f(z) a g(x) jsou integrovatelné) a
c € R je konstanta.

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku: ¢ - f € Rla,b] a plati
b
[lestorin=e [ st
(il) Pravidlo souctu a rozdilu: f + g € Rla,b] a plati

/ab[f()ig d:):—/f dxi/ab()dx.

(iii) Pravidlo monotonie: je-li f(x) < g(x) na [a,b], potom

/bf bg
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(iv) Pravidlo absolutni hodnoty: |f| € Rla,b] a platz

[i]<[n

(v) Pravidlo soucinu: f - g € Rla,b].
(vi) Pravidlo podilu: je-li g(x) > ¢ na intervalu [a,b] pro néjaké ¢ > 0, potom je % € Rla,b].

(vii) Pravidlo ndvaznosti: je-li a < ¢ < b, potom je f € Rla,c|, f € Rlc,b] a plati (viz obr.)
b c b
=[]0

Poznamka 25. Vsimnéte si, ze pravidla (i) a (ii) vlastné iikaji, ze operace ,urcity integral® je linedrni.
Tj. zobrazeni

I:R[a,b] = R, /f

je linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory Ra,b] a R (viz MB101). O

Poznamka 26.

(i) V pravidle soucinu (Véta 32(v)) pro urcity integral je ziejmé (obecné)
b
[ror([2)-(L9)

(ii) V pravidle podilu (Véta 32(vi)) nestaci, aby g(x) > 0 na intervalu [a, b], tj. je nutné, aby byla
funkce ve jmenovateli ,,odrazena od 0“. Napt. pro funkce

f(z):=1 mna|0,1], g(x) = {

1, pro x = 0,
xz, proz € (0,1],

plati, ze f € R[0,1], g € R[0,1], protoze folf =1a folg = 1. Déle je g(z) > 0 na celém
intervalu [0, 1], ale funkce

f(x):{l’ pro x = 0,

E %, pro x € (0, 1],

neni integrovatelnd na intervalu [0, 1], protoze

1 f 1 1
/ L= / - dz = oo, (viz Odstavec 3.10).

Funkei g(z) nelze ,odrazit od 0“, protoze se k nule blizi (a tedy je funkce ( ) neohranicend).
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(iii) Pravidlo navaznosti (Véta 32(vii)) lze jednoduSe rozsifit na libovolné hodnoty a,b,c € R
(dokonce mohou byt néktera tato ¢isla stejnd), pokud definujeme

/ f:=0, (tj. ,plocha® pod jedinym bodem je nulovi),

b
/ f=- / f. (tj. zdména integra¢nich mezi méni znaménko urcitého integralu).

Potom podle pravidla navaznosti zfejmé plati

/abf+/baf=/aaf=0.

U
Priklad 105.
(a) Podle pravidla sou¢tu a podle Piikladu 103 a 101(e) je
1 1 1 11 5
2 dzr = / 2d / de=-+-=|=|
/O(x—i-x)x Ox x+0xx3+2 5
(b) Podle pravidla konstantniho nasobku a podle Piikladu 103 je
1 1 1 5
/ 2x2dx:2/ idr=2-- =] - |.
0 0 3 3
(c) Podle pravidla rozdilu a podle Piikladu 103 je (viz obr.)
1 , 1 L 1 5
(1—-2z%)dx = lde — [ z*°de=1—==|=|.
0 0 0 3 3
U

3.6. Véty o stfedni hodnoté. Stejné tak jako ma diferencidlni pocet své véty o stiedni hodnoté
(viz Odstavec 2.10), jsou podobné véty dulezité i v integralnim poctu.

, 0y, pOtOm

Zacénéme nasledujicim motivacnim prikladem. Pokud méame konecné mnoho ¢isel aq, . . .

a+Fa, 1<
—_— = ay.

jejich prumérna hodnota je

Tedy prumérnd hodnota ¢isel f(c1),..., f(c,) je pak

%Zf(ck)-
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Polozme si otazku, co by se stalo, kdybychom nahradili kone¢né mnoho éisel f(cy),..., f(cn)
nekoneéné mnoha funkénimi hodnotami f(x), tj. analyzujme limitu

1 & 1 — b—a
lim — ) = lim Cr) -
nﬁwn;]‘( k) namb—a;f( k> n
délka deélicich
subintervalu

= lim
n—oo b —Qa

1 b
—>—b_a/a I

Definice 21 (Prumér funkce). Necht f € R]a,b]. Potom ¢islo

. (Riemannﬁv soucet, ale misto my, ¢i My, je zde f (ck))

b—a

nazyvame prumérnou hodnotou (téz stfedni hodnotou) funkce f(x) na intervalu [a,b]. Oznaceni je
z anglictiny ,average value®. 0

b
av(f) = avey (f) = — / I

Priklad 106.

(a) Pro funkci f(z) = ¢ na intervalu [a, b] plati

I 1
av(f) = cdx = cc(b—a)=][cl,
(=g [ ede= 2z clb—0)
tj. prumérna hodnota konstantni funkce je samozrejmé tataz konstanta.

(b) Pro funkci f(x) = x na intervalu [a, b] plati (viz Piiklad 101(e))

1 b 1 b2 — a? b+ a
g d = . = .
av(f) b—a/ax R — 2 2

(c) Pro funkci f(z) = 2% na intervalu [0, 1] plati

I 1
Cw(f)leO x2d$:.
0

V dalsim textu oznac¢me

m:=inf {f(z), z € [a,b]}, M :=sup{f(z), z € [a,b]},
tj. plati pak m < f(z) < M na intervalu [a, b].

Nyni uvedeme dilezitou vétu o stfedni hodnoté integralniho poctu. I kdyz tato véta plyne az
z nasledujici véty, uvadime ji jako prvni, protoze bude pro néas velmi dulezita.
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Véta 33 (O stiedni hodnoté integralniho poctu).
(i) Necht f € Rla,b]. Potom existuje ¢islo c € R, m < ¢ < M, takové, Ze

/ f=cb—a), t. c=av(f),

tj. plocha mezi grafem funkce f(x) a osou x je rovna obsahu obdélnika se zdkladnou [a,b] a
vyskou ¢ (viz obr.).

(ii) Je-li navic funkce f(x) spojitd na [a,b], potom existuje bod xo € [a,b] s vlastnosti, Ze

b
flao) =c=an(f) = ;= [ .

tj. spojitd funkce f(x) nabjvd svou prumérnou hodnotu v intervalu |a, b].

Diikaz. Plyne z nésledujici Véty 34 volbou g(x) =1 na [a, b]. O

Priklad 107. Funkce f(z) =4 — 2 m4 na intervalu [0, 3] prumérnou hodnotu
1 3 ) 1 3 3 ) 1
av(f) == [ 4—2a")de =< dde — [ 2°dx ) =--(12-9) =1,
3 Jo 3\ Jo 0 3
(Integral f03 r?dx = 9 Ize spocitat podobné jako Priklad 103.)

Podle Véty 33(i) tedy pro ¢islo ¢ = av(f) = 1 plati, ze

/3(4—x2)dx:c(b—a):1-3:3,

Dale, protoze je funkce 4 — 2% spojita na intervalu [0, 3], existuje podle Véty 33(ii) bod zy € [0, 3]
s vlastnost, ze f(xz¢) = 4 — 22 = 1. Ziejmé se jedna o bod xy = /3, viz obr. O

Poznamka 27. To, ze spojita funkce nabyva svou prumérnou hodnotu, je vlastnost, ktera obecné
neplati pro koneé¢né mnoho hodnot. Je to velmi dulezita vlastnost! 0

Piiklad 108. Pokud je funkce f(z) nespojita na intervalu [a,b], potom svou prumérnou hodnotu
nabyvat nemusi. Napft. pro funkci f(z) na intervalu [—1, 1] definovanou jako

-1, pro x € [—1,0),
flz) = { 1, pro x € [0, 1],

je (viz obr.)

1
(=5 [ r=5-0-0

ale funkce f(x) nenabyvé hodnotu 0 nikde v intervalu [—1,1]. O



Véta 34. Necht f,g € Rla,b] a g(z) > 0 na [a,b].
(i) Ezistuje ¢islo c € R, m < ¢ < M, takové, Ze

/abf~926/abg

(i) Je-li navic funkce f(x) spojitd na [a,b], potom existuje bod xq € |[a,b] s vlastnosti, zZe f(xo)

b b b
/Gf-ng(wo)/ag-

Diikaz. (i) Protoze je m < f(x) < M a soucasné g(z) > 0 na intervalu [a, b], plati nerovnosti

m-g(x) < f(x)-g(x) < M-g(x)  prox € [a,b].

Je-li f g = 0, potom z pravidla monotonie uré¢itého integralu (Véta 32(iii)) je

O—m/g</fg<M/g—0 = /fg—O

a tudiz ¢islo ¢ muzeme zvolit libovolné.

Je-li fabg > 0 (nebot g(z) > 0 na [a, b]), potom plati nerovnosti

b b b
m/gﬁ/f-géM/g, = m <

Ju !

a tudiz ¢éislo

>
<

spliiuje tvrzeni této véty.
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(i) Je-li f(x) spojitd na [a,b], potom podle Weierstrassovy véty (Véta 6) nabyvd f(x) svého
maxima (=M ) a minima (=m) v intervalu [a, b]. Déle, podle Bolzanovy véty (Véta 7) nabyva f(x)

vSech hodnot mezi m a M, a tedy nabyva i hodnotu ¢, tj. f(x¢) = ¢ pro néjaky bod xy € [a, b].

3.7. Integral jako funkce horni meze. Je-li funkce f(x) integrovatelnd na [a,b], potom je podle

Véty 32(vii) také integrovatelnd na intervalu [a, z] pro kazdé z € [a,b]. Tedy predpis

= [1)= [ s

definuje funkci F'(x), kterd je fadné definovand pro vsechna z € [a, b].

:/aaf:o . F(b):/abf.

V tomto odstavci budeme studovat vlastnosti této funkce F(z).

Ziejmé je

Ziejmé je hodnota F'(x) obsah (orientované) plochy mezi grafem funkce f(t) na intervalu [a, z| (viz

obr.).

0



92

Priklad 109. Pro (nespojitou) funkci

=%, hosclra

pro z € [1,2],
je (viz obr.)

]

o, ro x € |0, 1],
F@:{ oz el

1
10z — 5, prox € [1,2

O

V nésledujich dvou tvrzenich uvidime, ze funkce F(z) ,vylepsuje* vlastnosti funkce f. Viz napf.
predchozi Piiklad 109, kdy z nespojité funkce f(x) dostaneme spojitou funkci F(z).

Véta 35. Necht f € Rla,b] (tedy funkce f(x) miiZe byt i nespojitd). Potom je funkce

Fm:lﬁ

Dikaz. Dukaz provedeme pro ohranicenou funkei f(x), tj. |f(z)| < ¢ na intervalu [a,b] pro néjaké
¢ > 0. Obecny piipad (bez predpokladu ohranicenosti funkce f(z)) lze najit v literatufe o integralnim
poctu.

spojitd na intervalu |a, b].

Necht zg € [a, b] je libovolny bod. Checeme ukazat, ze lim, ., F/(x) = F(zo), neboli ze

F(z) — F(z9) =0 pro x— x.

Lo Lol=lLelsl L= s

Tedy je funkce F'(x) spojita v bodé z. A protoze byl tento bod vybran v intervalu [a, b] libovolné, je
F(z) spojita na [a, b]. O

Plati, ze (viz obr.)

|F(z) — F(z)| = =c |z — x| = 0.
——

Dalsi otazkou je, jak rychle se méni funkce F'(z)? Takto jednuduSe polozend otdzka je ale jednou

vvvvvv

Véta 36. Je-li f(x) spojitd na néjakém okoli bodu xq, potom md funkce F(x) := fam f derivaci v bodé
o a plat?

F'(zo) = f(zo).
Diikaz. Podle Poznamky 4(v) je

zo+h ) zo-+h
. F(mo+h)—Flzo) .. [P f—[™f 1 [roF
/! _ _ a a _ -
Pl =i =% -l gy [
prumérné hodnota
~ timy  funkce (0) na ])ﬂ%mwwﬁbgy%%

intervalu [z, zg + h
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pricemz posledni rovnost plyne z véty o stfedni hodnoté integralniho poctu (f(x) je spojita na inter-
valu [zg, xg + h| pro h dostatetné malé, a tudiz nabyva v tomto intervalu svou stfedni hodnotu, viz
Véta 33(ii)), kde bod ¢y lezi mezi body x¢ a o + h.

Vsimnéte si, ze ¢islo h ve vySe uvedené limité nemusi byt nutné kladné. Ale i pro h < 0 ¢i pro
h = 0 jsme piislusné integrély definovali v Pozndmce 26(iii).
Tedy plati, ze
o <ty <zo+h pro h > 0,
o+ h <ty <z pro h < 0.

Odsud ale plyne, ze jakmile h — 0, pak tg — zo. A protoze je funkce f(z) spojitd v bodé xg, plati
f(to) = f(x0), neboli
Fl(xo) = 11m f(to) = lim f(to) = f(o).

to—xo

Dusledek 8 (Fundamentélnl' vztah integralniho poctu). Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu
[a,b], potom md funkce F(x) := [ f spojitou derivaci F'(x) = f(x) na [a,b], tj. plati vatah

([ o) =ro) (43)

Poznamka 28.
(i) Vztah (43) v sobé soustied uje poznatky o

e derivaci — protoze tento vztah obsahuje derivaci,

e neurcitém integralu — protoze je funkce fax f(t) dt primitivni k funkci f(x),

e urcitém integralu — protoze tento vztah obsahuje urcity integral,

e spojitosti — protoze je tento vztah zalozen na spojitosti funkce f(x).

(ii) Diusledek 8 je vlastné dukaz véty o existenci primitivni funkce (Véta 24), protoze iikd nejen
to, ze primitivni funkce F(z) ke spojité funkci na [a,b] existuje, ale dokonce udava navod,
jakym zpusobem tuto primitivni funkei zkonstruovat (pomoci urc¢itého integrélu s proménnou
horn{ mezi).

(iii) Misto f f muzeme vzit take F(x f f pro libovolné ¢ € [a,b], protoze podle pravidla
navaznosti (Véta 32(vii))

(/;f ) (/f +/axf(t)dt),=0+(/jf(t)dt)/:f(g;),

konstanta
vzhledem k z
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(iv) Vzorec (43) udéva, ze operace urcitého integrovani (= vypocet plochy) a derivovani jsou
v tomto poradi inverzni, tj. kdyz zacneme se spojitou funkei f(¢) na [a,b], kterou nejprve
integrujeme pres interval [a, z| (tim vznikne funkce F'(z) udédvajici orientovanou plochu pod
f(t) na intervalu [a, 2| a poté funkci F(z) zderivujeme, tak se vzdy opét vratime k puvodni
funkei f(x). Opacné poradi operaci, tj. diferencovatelnou funkci f(x) napred zderivujeme, a
pak jeji derivaci f’(t) integrujeme (Riemannovym integrélem) na [a, z], pak vyslednd funkce
nemusi byt rovna puvodni funkci f(x), tj. obecné je

/ ") dt £ £(@) — fa).

Toto je jedna z ,,vad“ Riemannova integralu, kterd je odstranéna obecnéjsimi typy integrélu,
napi. integralem Lebesgueovym. Takovato funkce f(¢) musi mit ale dostatecné | skaredou®
derivaci f'(t). Pro ,pékné* funkce f(t), napt. pro funkce se spojitou derivaci f’(¢) na [a, ],
vySe uvedny vztah plati jako rovnost.

O

Poznamka 29. Vztah (43) lze jednoduse pouzit pro rychly zapis primitivni funkce, napf. primitivn{
funkce k funkei

X

(@) 22 je F(x):/oxtht, m L e F(w):/j%dt.

Tyto primitivni funkce lze ovsem vypocitat (viz nasledujici Odstavec 3.8), napft.

x 37z 3 3 T / 3\ /
(a)/ 2 dt = {t—} :x——gzw—, tedy (/ tht) = (x—) = 22,
0 3], 3 3 3 0 3

v v 1\ 1
(b)/ —dt=[Int]; =lnz—Inl=Inz, tedy (/ —dt) = (Inz) ==
1t 1t T
a overit tak pfimo platnost vztahu (43).

Na druhou stranu lze vztah (43) vyuzit i pro konstrukei primitivnich funkei k vyssim funkcim (viz
Poznamka 23), napf. primitivni funkce k funkci

@ e Fw= (a0 et e k= [

kde dané integraly vypocitat nelze.

(Vyse uvedené integraly je mozné ale vyjadfit pomoci nekoneéné mocninné rady, viz dale Odsta-
vec 4.5.) O

Piiklad 110. Bez vypoctu, tedy pouze na zdkladé znalosti vztahu (43), muzeme proto psat napf.

x / T .t ! z
e e

(/ tQSintdt) = z?sinz, (/ —dt> = —.
0 1t z
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Protoze je | [ f = — [ f|, pro integrél jako funkci dolnf meze plati

G- [ £ G- (/f)z <—/jf>/=—</jf)/=—f(x>,

a tedy je
c /
([ r0a) =5 (44)
To znamena, ze
pii derivovani integralu podle horni meze dostaneme puvodni funkei f(z),
zatimco pii derivovani integralu podle dolni meze dostaneme — f(x).
Priklad 111. Pro pokrocilejsi: Zkuste si rozmyslet, jak by vypadala derivace funkeci
x? 1 1 x?
F(x) = / . dt, G(x) = / arcsin t dt, H(z) = / Int dt.
1 sinx T
Resend. Podle pravidla pro derivovani slozené funkce (Véta 11) je
2 !
1 2
Fl(z) = —dt) == () ==-20="=
@= ([ ja) =@y ==,
1 /
G'(z) = (/Smx arcsintdt | = —(arcsinsinz) - (sinz)’ = —z cosz,
x2 ! 1 x? !
H'(z) = (/ lntdt) = (/ lntdt+/ lntdt>
T T 1
1 / ;172 /
= (/ lntdt) - (/ 1ntdt> = —Inz + (Inz?) - (2%
T 1
=—Inz+2(lnz) 22 = (4o —1) Inz.
OJ

3.8. Metody vypoctu urcitého integralu. To, ze jsme schopni najit primitivni funkci pomoci
urcitého integralu, vede k jednoduché metodé vypoctu urcitého integralu pomoci libovolné primitivni
funkce k funkei f(x).

Véta 37 (Newton—Leibnizuv vzorec). Je-li f € Rla,b] a je-li F(x) libovolnd primitioni funkce
k f(z) na (a,b), pricemz F(z) je spojitd na [a,b], potom je

/ f@)de = F(b) — F(a)|.
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Diikaz. Vsimnéte si, ze ve vété staci f(z) integrovatelnd, nemusi byt spojitd. Dukaz ale provedeme
pouze pro spojitou funkei f(x), obecnéjsi dikaz lze najit v literature.

Je-li f(x) spojitd na [a,b], potom ma f(x) podle Véty 24 na [a,b] primitivni funkci, ozna¢me ji
F(z). Déle, protoze je podle Dusledku 8 funkce ff f také primitivni k f(z) na [a, b], musi se tyto dvé

primitivni funkce navzdjem lisit o konstantu, viz Pozndmka 19(iii). Tedy plati, ze F(x) = f; f+C
pro kazdé = € [a,b], a proto je

F(b)—F(a):</abf+0>—(/aaf+0):/abf.

Vypocet urcitého integralu podle Newton—Leibnizova vzorce znac¢ime jako

b
/ fla)de = [F(z)]) = F(b) — F(a). (45)

Priklad 112. Protoze je funkce % primitivn{ k funkci 22 na [0, 1], plati

1 371 3 3
B0 |1
2qp = |2 22 2 |2
/0“"‘7” {30 33 |3)

viz také Priklad 103. O

Véta 38 (Metoda per-partes pro urcity integral). Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na
intervalu [a,b] a u',v" € Rla,b]. Potom plati

/ab u'(z) - v(z)de = [u(z) '“WZ _ /abu(x) - (z) da.

Diikaz. Podle Véty 26 je funkce

primitivni k funkei f(x) = «'(z) - v(x) dz na intervalu [a, b]. A proto podle Newton-Leibnizova vzorce
(45) je

0

Pomoci Véty 38 lze tedy pocitat dany integral metodou per-partes piimo. Druhd moznost je pak
vypocitat nejprve primitivni funkci pomoci metody per-partes pro neurcity integral (Véta 26) a potom
aplikovat Newton-Leibnizuv vzorec (45).
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Piiklad 113. (Srovnejte s Piikladem 94.)
(a)

iy
/ z cosxdx
0

u = cosx u=sinx ) - T
, = [a: sma:} — sin z dzx
V=2 v =1 0 0

=gxsinm—0 sinO—[—cosyc];r = [cosx}g =cosm—cos0=—-1—-1 :.

/ z Inxdzx
1

O

Véta 39 (Substituce pro uréity integral). Necht je funkce f(t) spojitd na intervalu [c,d] a necht
ma funkce o(x) integrovatelnou derivaci na intervalu |a,b] a ¢([a,b]) C [¢,d]. Potom plati

b ()
/ fle(@)) - ¢'(x)da = / " F(t) dt.

Neboli v daném integrdlu volime substituci |t = @(x)| a transformujeme nejen integral, ale i meze

(v tomtéz poradi mezi).

Priklad 114. Vypoctéte

1
/ V1 —22dzx.
0

Resend. Tento pifklad miizeme vyfesit dvéma zpiisoby. Bud pifmo z NewtonLeibnizova vzorce (45)
(vypoctem primitivni funkce se substituci v neur¢itém integralu) nebo pomoci substituce v ur¢itém

integralu.
1. zpusob: Z Piikladu 97 vime, ze
/de = % arcsinx—i—%xﬂ—i—a
Potom je

! 1 1 1 1
/o V1—z2dx = <§ arcsiﬂn1+§1\/1—12> — (— arcsinO—i—EO\/l—O?) =
=3

N

2
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2. zpusob: Pfi substituci v ur¢itém integrélu transformujeme i meze (a jiz se pak ke ,staré“
proménné x nevracime), tj.

r =sint
1 j—
/ V1—22dx ix_—o(cist)_to / V1 —sin®t- Costdt
O - p—
r=1 = :% cost

21 (2t) 2 /1 1
:/ cos’ t dt = +COS d :/2 (——i—— Cos(2t)) dt
0 0 2 2
+1 sm2t) 7r_|_sm7r O+sin0 RS
4 4 2 4 ) |4y
~——

=0

I
| — |
DO |+

Protoze je jednd o obsah ctvrtkruhu s polomérem r = 1, je vyslednd hodnota 7 ocekavana. O

Priklad 115. Vypoctéte obsah kruhu s polomérem r > 0.

Reseni. Obsah kruhu vypocitdme jako 2-krat obsah pulkruhu nebo jako 4-krét obsah ¢tvrtkruhu.
Podle prvni moznosti je pak

r=rsint

P:2/ Vr2 —z2?2dx dz = (rcost) dt =2 \/ —r2sin’t- rcostdt

r=—-—r = t=—
_ _ T —rcost
r=r = t_i

2] 2t /11
7"2cos2tdt:2r2/2 ++S()dt:2r2/2 (§+§ COS(Qt)) dt

us
2

{5 5)- (2]

=0 =0

SIE]
w\:n

3.9. Aplikace urcitého integralu. Vime, ze urcity integral fab f byl zkonstruovan jako orientovana
plocha mezi grafem funkce f(x) a osou x na intervalu [a, b]. Tato orientovana plocha je zfejmé rovna
skute¢né plose, pokud je f(z) > 0 na [a,b].

e Plocha mezi dvéma grafy. Pokud nés zajimé velikost plochy mezi grafy funkei f(z) a g(x), viz
obr., uréime ji pomoci vepsanych a opsanych obdélniku (stejné jako pfi konstrukci Riemannova in-
tegralu v Odstavci 3.4), avsak nyni bude obsah kazdého takového obdélnika tvaru

[F(cx) — g(cx)] (i — 251),  Riemanmitv soucet je pak > [(cx) — g(cx)] (2 — 25-1).
k=1
Tyto uvahy vedou k odvozeni néasledujiciho vzorce.
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Tvrzeni 6 (Plocha mezi grafy). Necht f,g € Rla,b] a f(z) > g(x) na [a,b]. Potom md plocha
mezi grafy téchto funkci na intervalu [a, b] velikost

b b
P :/ [f(z) — g(z)] da :/ [ horni funkce — dolni funkce | dz.

V tomto piipadeé je ziejmé vzdy P > 0!

Piiklad 116. Urcete plochu mezi grafy funkei y =1 — 22 ay = —3.

Reseni. Oba grafy se protinaji v bodech z = —2 a z = 2, piicemz funkce y = 1 — 22 je horn{ funkce
na intervalu [—2,2] (viz obr.). A proto je hledana plocha

2 -2

8 -8 16 32
(3-3)-(-s-7)-1-3-[3

Piiklad 117. Urcete plochu mezi grafy funkei y = sinz a y = 2sinx na intervalu [, 27].

Reseni. Oba grafy se protinaji v bodech © = m a x = 27, pficemz funkce y = sinz je horni funkce
na tomto intervalu (viz obr.). A proto je hledand plocha

2

2 2
P—/ (sinx—2sinx)dx—/ (—sinz)dz = [cosz |

= cos2m —cosT=1— (—1) = 2].
0J

e Délka kiivky. Kiivka C' v roving, C : [a, 3] — R?, je zaddna parametricky jako zobrazeni C' :
t e [z(t), y(t)].

Priklad 118. Kiivka C': ¢ — [cost,sint] pro ¢t € [0,27] je kruznice o poloméru r = 1 se stiedem
v pocatku (viz obr.). O

Zvolme libovolné déleni D = {«a = tg,t1,...,tn_1,t, = B} intervalu [a, B]. Na kiivce C' vyznacéime

body odpovidajici hodnotdm parametru ¢ = t (viz obr.).

Zvolme nyni néjaké dva délici body ;1 a t; a oznacme piislusné body na kiivce C jako M =
[2(te—1),y(tk—1)] @ N = [x(tx), y(tx)]. Podle Pythagorovy véty méa potom tsecka M N velikost

[MN| = V/x(tr) = 2(te-1)] + [y(te) — y(te—1)>
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Délka celé kiivky je pak aproximovana délkou lomené cary pti déleni D, tedy ¢islem

S lte) — 2te-)]) + [y(t) — ylter)]?

12

— > x(tlzi : ;Ck(tllel) (tp — th—1)? + {y(tlzi : i/k(tlil)} (te — th1)?
o - -:L‘(t ) —x(t _1)'2 y(te) — y(te_t) 2
) k=1 ];k B tk_lf i { l;k - tk—? } - (e = tia)

= Riemannuv soucet s vyskou ,,obdélnika“ danou vyrazem

[zt [t

Tedy pro n — oo (zvysujici se pocet délicich bodu a normu déleni n(D) — 0) je

w(ty) — o(tp1) y(tr) — y(tr—1)
tk - tkfl tk - tkfl

- x/(t)v — y/<t)7 tk - 2fk—l — dt,

a proto dostavame nasledujici vzorec.
Tvrzeni 7 (Délka krivky v roviné). Necht C je krivka v roviné a [x(t),y(t)] pro t € [, 8] jeji

parametrizace. Maji-li souradné funkce x(t) a y(t) spojitou derivaci na intervalu [a, 8], potom md
krivka C' konecénou délku a plati
/ V[( (1)) dt|.

Piiklad 119. Urcete délku jednotkové pulkruznice (tj. r = 1, viz obr.).

Reseni. Pilkruznice mé parametrizaci [z(t),y(t)] = [cost,sint] pro t € [0,7]. Tyto funkce maji
spojitou derivaci [2'(t),y'(t)] = [—sint, cost] na [0, 7], a proto je délka pulkruznice rovna

~ [ VEOP@F = [ st ost? de = [ 1ar=[¢]] = (7).

(Obvod celé jednotkové kruznice je pak ziejmé 27.) O

Piiklad 120. Urcete obvod kruznice o poloméru r > 0.

Reseni. Kruznice mé parametrizaci [z(t),y(t)] = [rcost,rsint] pro t € [0,27]. Tyto funkce majf
spojitou derivaci [2'(t),y'(t)] = [—rsint,r cost] na [0, 27], a proto je obvod kruznice roven

/ VI/( / V/(=rsint)? + (rcost)? dt
0
2m
:/ \/rz(sin2t+cos2t /Tdt [rt] 2”:
0
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Graf funkce f(x) muzeme chapat jako mnozinu bodu [z, f(z)], tedy je to specidlni piipad kiivky
v roviné, kterd ma parametrizaci [t, f(¢)] pro t € [a,b] (v tomto pFipadé tuto parametrizaci ale
piseme s proménnou x). A protoZze méa tato parametrizace derivaci [(t), f'(¢)] = [1, f'(t)], dostavame
z Tvrzeni 7 néasledujici vzorec.

Dausledek 9 (Délka grafu). Md-li funkce f(x) spojitou derivaci na intervalu |a,b], potom md jeji
graf na intervalu [a,b] koneénou délku a plati

d(Gr f) = / V14 [f'(x)]? dz|.

Priklad 121. Urcete délku grafu paraboly f(z) = 2? na intervalu [0, 1].

Reseni. Délka grafu bude zfejme ¢fslo mezi /12 + ()2 = ‘/75 ~1.12a 141 = 1.5 (viz obr.). Protoze

je f'(z) = x spojitd funkce na intervalu [0, 1], je délka tohoto grafu rovna

1 1
d(Gr f) = / V14 [f'(x)]? de = / V1+ a2 de.
0 0
Oveérte si zpétnym derivovanim, ze primitivni funkce k funkci v/'1 + 22 je
1 1
F(z) = 53:\/14—3:2—1— 5 In (z + V1+2?).

A proto je podle Newton—Leibnizova vzorce (45)

d(Gr f) = [ eVIT hl(ﬁm)}
:( 1V2+ = ln(l—l—\/_)) (§0ﬁ+11n1)

2~~~
=0

V2 1
=5 tym(1+Vv2) |~ 115

e Objem rotacniho télesa. Rotaéni téleso vznikne rotaci plochy mezi grafem funkce f(z) a osou z
kolem osy = na intervalu [a, b] (viz obr.). Zfejmé mé tato tloha smysl pouze pro nezdpornou funkei
f(z) (¢i obecngji, pro funkci, kterd neméni znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud stdle nezéporna
nebo nekladnd).

Zvolime-li néjaké déleni D = {a = wg,21,...,Ty_1,2, = b} intervalu [a,b], potom ma jeden
sobjemovy dilek® §ifku xy — x;_1 a polomér f(cy) (viz obr.). Tedy objem takového dilu je

7 [f(cu))? (xh — Tp1) (obsah ,podstavy® krat sitka).

Objem celého rotacniho télesa je pak aproximovan ¢islem

Z 7 [f(cr)]? (vp — 7x_1) = Riemanniiv soucet s vyskou ,,obdélnika® danou vyrazem 7 [f(cx)]?.
k=1
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Tedy pro n — oo (zvysujici se pocet délicich bodu a normu déleni n(D) — 0) dostavame nésledujici
VZOorec.

Tvrzeni 8 (Objem rotac¢niho télesa). Necht f(x) je spojitd nezdpornd funkce na intervalu [a,b].
Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy mezi Gr f a osou x na intervalu [a,b] kolem osy
x, je

V:W/abe(x)dx.

Priiklad 122. Urcete objem jednotkové koule.

Regeni. Objem uréime jako dvojndsobek objemu polokoule, pfi¢emz polokoule vznikne rotaci funkce
f(z) = v/1 — 22 kolem osy x na intervalu [0, 1]. Je tedy

1 1 371
1\ [4
1 :27T/ (\/1—x2)2dx:27r/(1—x2)dx:27r[x—x—] :27r<1——): .
0 0 3 1, 3) |3

Priiklad 123. Urcete objem koule o poloméru 7.

Regeni. Objem uréime jako dvojndsobek objemu polokoule, pfi¢emz polokoule vznikne rotaci funkce
f(z) = v/r? — 22 kolem osy x na intervalu [0, r]. Je tedy

T T 37T 3 4
% :27r/ (\/Tz—xz)Qdm:%r/ (r* — 2?)dz = 27 [7‘237—%} :271'(7"3—%) =| - 7r®|.
0 0 0

OJ

Piiklad 124. Urcete objem rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci retézovky f(x) = cosh z kolem osy
x na intervalu [—1, 1].

Reseni. Funkce cosh x je zaddana pomoci exponencidlni funkce jako aritmeticky prumér e* a e™*, tj.
ea: + e—$
2

1 1 /o2 | a2 1
V :’/T/_l cosh® z dz :7T/_1 (%) dx = Z/_l (e2x+2exe_’c+e_2x) dx

=2
o2 e~ 2 1 T o2 o2 o2 o2
— +2 = — — 42+ — - — -2+ —
T (e S) - (TS

—| 2 (e — e 44) | ~ 8.83865.

coshz =

Uvedeny integral lze spocitat i pomoci hyperbolickych funkci. Objem je pak
V =m[(cosh 1) (sinh 1) 4 1] ~ 8.83865.
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e Povrch (obsah plasté) rotaéniho télesa. Ziejmé ma tato uloha smysl pouze pro nezapornou funkei

f(x) (¢i obecngji, pro funkci, kterd neméni znaménko na intervalu [a, b], tj. je bud stdle nezdporna
nebo nekladnd).

Zvolime-li néjaké déleni D = {a = zg,z1,...,2,_1, 2, = b} intervalu [a, b], potom m4 jeden dilek
J5fFku (délka grafu)

Vo —m ) F ) = )P = \/ 1t (f () = ] @’“—1)) (oh — T51)

T — Tl—1

~ /14 [f'(2))? dx

a polomeér f(cy) (viz obr.). Tedy obsah plasté takového dilu je

or f(cx) \/1 + (f(:”’“) - f<””’“))2 (2% — Tp1)-

T — Tg-1
Objem celého rotacniho télesa je pak aproximovan c¢islem

Z 27 f(cx) \/1 + <f(xk) — f(xk_l)) (T — Tp—1)
k=1

Ty — Tk-1

= Riemannuv soucet s vyskou ,,obdélnika“ danou vyrazem

r 0 \/1 . (f(frk) - f<xk_1>>?

T — Tk—1

Tedy pro n — oo (zvysujici se pocet délicich bodu a normu déleni n(D) — 0) dostavame nésledujici
vzorec.

Tvrzeni 9 (Obsah plasté rotaéniho télesa). Necht f(x) je nezdpornd funkce se spojitou derivact
f'(z) na intervalu [a,b]. Obsah pldsté rotacniho télesa, které vznikne rotaci krivky Gr f na intervalu
[a,b] kolem osy x, je

b
S:27r/ flz)V1+[f(x)]? dz|.

Priklad 125. Urcete povrch jednotkové koule.

Resend. Povrch uréime jako dvojndsobek povrchu polokoule, pficemz polokoule vznikne rotaci funkce
f(z) = V1 — a2 kolem osy x na intervalu [0, 1]. Protoze plati

f'(x) =

—X

V1—22

je tedy

! —z \° ! (1 —a2)+ 22
S =227 \/1—372 1—|—<—) d$:471'/ 1— a2 ———dz
/0 \/ V1 — 12 0 1— 22
1
:47r/ lde = 4n [2], = [4x].

0
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Piiklad 126. Urcete povrch koule o poloméru r.

Resend. Povrch uréime jako dvojnasobek povrchu polokoule, pfi¢emz polokoule vznikne rotaci funkce
f(z) = v/r? — 22 kolem osy x na intervalu [0, r|. Protoze plati

—X

fi(z) = a2

je tedy

\/72 2 T\/ﬁ (TZ—.I'2>+.Z'2
S—2 27T — T 1+ ﬁ dI:47T0 T —X Wdﬂf
7"2.

:47r/ rd:v:47r[ }8:
0

Piiklad 127. Urcete obsah pldsté rotacniho télesa, které vznikne rotaci retézovky f(x) = coshz
kolem osy = na intervalu [—1, 1].

Reseni. Funkce coshz je zaddna v Piikladu 124. Hodnota v krajnich bodech intervalu [—1,1] je
cosh(+1) = (e + 1/e)/2 ~ 1.54. Protoze plat{

T —X

f'(z) = sinhzx = 7% a4 cosh?z—sinh?z = 1,
2

je tedy

1 1
S = 27r/ coshz /1 + (sinhz)? dz = 27r/ cosh? z dx

TV
=coshz

- g (¢ — e +4) | & 17.6773,

viz Pifklad 124, kde jsme vypocitali integral [, cosh®z da.

K tomuto prikladu jesté poznamenejme, ze Tetézovka vytvaii téleso s nejmensim plastém mezi
vSemi rotacnimi télesy, jejichz ,generujici graf® zacina a koné¢i ve stejnych bodech, jako uvedena
fetézovka (viz obr.). To se vyuziva napt. pii konstrukei visutych mostu (souvisi to s minimalizaci
potencialni energie pouzitého materidlu).
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OBRAZEK 2. Obrdzek vpravo pievzat z http://goo.gl/M55vmh.

Vice napf. na
http://en.wikipedia.org/wiki/Catenary,
http://en.wikipedia.org/wiki/Catenoid,
http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/Catenary_dir/catenary.html.

H

e Dalsi aplikace urc¢itého integralu. Kromeé geometrickych aplikaci (obsah plochy, délka kiivky, ob-
jem a obsah plasté rotaéniho télesa) se urcity integral vyuziva v mnoha fyzikalnich aplikacich, napf.

— obsah plochy, délka kiivky, objem a obsah plasté rotacniho télesa v polarnich ¢i parametrickych
soutadnicich.

Podrobnosti jsou napf. ve skriptech [3, Odstavec 6.2].

3.10. Nevlastni integraly. Stejné tak jako fab f je plocha mezi grafem (ohranicené) funkce f(x) a
osou z na (konetném) intervalu [a,b], muzeme chtit najit tuto plochu na neohrani¢eném intervalu
la,00), (—o00,b], (—00,00), piipadné i pro neohrani¢enou funkci f(z). Dostdvame se tak k pojmu

nevlastniho integralu
[e'e) b [e%S)
[ [ [



http://goo.gl/M55vmh
http://en.wikipedia.org/wiki/Catenary
http://en.wikipedia.org/wiki/Catenoid
http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/Catenary_dir/catenary.html
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Pritom, jak uvidime, vSechna pravidla pro vypocet integralu zustavaji zachovana, jen je potieba
ddvat pozor na neurcité vyrazy (obsahujici symbol oo) a ty pak spocitat pomoci limity.

Priklad 128. Tyto ptiklady berte jako motivaé¢ni.

(a) Plocha pod ohranitenou funkef f(z) = -5 na intervalu [1,00) je (viz obr.)

<1 11 1
—dr=|—— =—— —(-1)=0+1=]1].
/1 z? ! { IEL © (=1) *
=~
ve smyslu
limity

(b) Plocha pod neohrani¢enou funkef f(z) = - na intervalu (0,1] je (viz obr.)

[ae-R] o (g) -

0

ve smyslu
limity

(¢) Plocha pod ohrani¢enou funkef f(z) = 1 na intervalu [1, 00) je (viz obr.)

o0
1 0
/1 ;dx:[lnxh = lnog —Inl=o00—-0=[o0].
ve smyslu
limity

Definice 22 (Nevlastni integral 1. druhu).

e Necht je funkce f(z) definovdna na intervalu [a, 00). Existuje-li vlastn{ limita

b
lim/ flz)dz = L, (46)
b—oo J,

potom rikame, ze nevlastni integral faoo f(z) dz konverguje a klademe

/aoof(x)dx—L.

Pokud existuje limita v (46) jako nevlastni (tj. L = 400), potom fikdme, ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

/aoo f(z)dz = +o0.

e Necht je funkce f(z) definovdna na intervalu (—oo, b]. Existuje-li vlastn{ limita

lim ’ f(z)dz = L, (47)

a
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potom tikame, ze nevlastni integral f_boo f(x) dx konverguje a klademe

/;f@mng

Pokud existuje limita v (47) jako nevlastni (tj. L = +00), potom fikdme, Ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

/bﬂ@M:im.

[e.o]

O

Tedy priklady nevlastnich integralu v Ptrikladu 128 jsou spocitany matematicky spravné, jen jsme
pro zapis vypoctu méli zvolit symbol limity. Tento symbol limity budeme uvadét, jen az je to nezbytné
nutné.

Priklad 129. Viz Piiklad 128.

(a)

x T—00

/ ldq;: [lnx}jo = ( lim lnx) —Inl=[o0].
1
O

Piiklad 130. Vypoctéte nevlastni integral pro jeden z typu parcidlnich zlomku (viz Odstavec 1.6)

*° x
/0 mdl’, (I#O

Reseni. Podle véty o substituci v uréitém integrélu je
2=t

/°° x Qo 2xdx = dt _1/00 1 gt
0 (x2+a2)2 r=0 =t=0 9 0 (t+a2)2 -

rT=00 = t=00

1 . 1 1 1
== — lim - —= =| —|.
2 t—oo t + a? a? 2a?

———

=0

N | —

1 (o0}
t4a? |,
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Poznamka 30. Nékdy lze podobnym zpusobem vypoéitat i nevlastni integral pies (oboustranné)
nekonecny interval (—oo, 00),
| @

i kdyz definice takového integralu zahrnuje limitu funkce dvou proménnych

/Z fx)dz = lim /abf(x) da,

[a,b]—[—00,00]

kterou jsme v tomto semestru neprobirali (viz MB103).

Tomuto problému se lze ale vyhnout za pouziti pravidla ndvaznosti (Véta 32(vii)), nebot plati
[ swa= [ j@aes [ @

kde a € R je pevné zvolené ¢islo (napt. a = 0) a kde jsou zminéné integraly nevlastni a 1. druhu. O

Piiklad 131. V pravdépodobnosti a statistice (viz asi MB104) se ¢asto pouziva nevlastni integral

pricemz uvedend funkce

(S

122
f(z) ::me 2

se nazyvé hustota pravdépodobnosti (standardniho) normdlniho rozdéleni (viz obr.). Protoze je tato
funkce f(z) sud4, ziejmé je pak

© NG
/ e dr = Y21 = \/E ~ 1.2533.
; 2 2

Soucasneé si uvédomte, ze primitivni funkce k této funkei f(z) je vyssi funkce (tedy nelze ji vypocitat
pomoci elementarnich funkei, viz Pozndamka 23). O

Podobné jako v Definici 22 muzeme postupovat i pro funkei f(z), kterd je neohrani¢end v okoli
bodu a nebo b.
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Definice 23 (Nevlastni integral 2. druhu).

e Necht je neohrani¢end funkce f(z) definovéana na intervalu (a,b]. Existuje-li vlastni (pra-
vostrannd) limita

lim / f(z)dx =L, (48)

a—at

potom fikdme, Ze nevlastni integral fab f(z) dz konverguje a klademe

/abf(:c)dx = L.

Pokud existuje limita v (48) jako nevlastni (tj. L = +00), potom fikdme, Ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

/ab f(z)dz = £o0.

e Necht je neohranicend funkce f(z) definovdna na intervalu [a, b). Existuje-li vlastni (levostran-
nd) limita

B
lim / fl@)dz = I, (49)

B—b—

potom fikdme, Ze nevlastni integral fab f(x) dx konverguje a klademe

/abf(x)dx:L.

Pokud existuje limita v (49) jako nevlastni (tj. L = 400), potom fikdme, ze tento nevlastni
integral diverguje a klademe

/abf(a:) dz = +oo.

Opét budeme symbol limity budeme uvadét, jen az je to nezbytné nutné.

Priklad 132. Viz Pifklad 128(b).
1 17! 1
T L
o ——

N

1
1
/ —dz = [lnx}(l)zlnl— lim Inz =[o0].
0

x z—0t

—0o0
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Piiklad 133. Urcete plochu pod mezi grafem funkce f(z) = \/1177 na intervalu (—1,1).

Reseni. Funkce f(z) = \/11_7 je na intervalu (—1,1) neohrani¢end a suda (viz obr.). Plochu vypoéi-
tame jako dvojndsobek plochy na intervalu [0, 1) (nevlastni integral 2. druhu):

=2 [arcsinx](l) =2 (( lir? arcsinx) — arcsin O)
T— 1"
————

=arcsin 1

1
1
P=2| ——dz
/0 V1— 22
= 2 (arcsin 1 — arcsin0) = 2 (5 - 0) [7].

Vsimnéte si, ze v tomto pripadé vlastné limita ve vypoc¢tu ani neni potieba, protoze je primitivni
funkce F(x) = arcsinz k funkci f(z) = ﬁ spojitd v bodé x = 1 (viz Véta 37). Tedy tento
konkrétni ptiklad lze spocitat i ptimo jako

1

1 1 T
P = ————dx = |arcsinx =arcsinl —arcsin(—1)=—— [ — = | =[ «]. 50
[ dr = [arcsin ] 0=5-(-3)-@

Vsimnéte si také, ze

=V (VI T

a tedy vypocet uvedeny v (50) je shodny s vypoctem délky jednotkové pulkruznice (srovnejte s Pii-
kladem 119). O]

Pro vypocet nevlastnich integrélu tedy budeme pouzivat stejné metody jako pro vypocet (kla-
sickych) urcitych integrélua (napf. metodu per-partes, viz Véta 38).

Piiklad 134. V teorii pravdépodobnosti a statistiky (viz asi MB104) se pouziva funkce
f(z) = Xe ™, pro x € (0, 00),

kterd udava hustotu tzv. exponencialniho rozdéleni, kde A > 0 je pevné zvoleny parametr. Potom
muzeme spocitat

- —Ax | . -z 1
[ = e = () - ) = (- i ) - ) <[
0
=0
a také
0 00 I -z . a—AT
/ a:f(x)dx:/ AzeMdr | Ae u=-c
0 0 V=2T v =1
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Napf. volbou parametru A = 1 dostavame, ze plocha pod funkei x e~ na intervalu (0, c0) je rovna

(viz obr.)
/ re “dx = .
0
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4. NEKONECNE RADY

V této kapitole se budeme vénovat souc¢tiim nekoneéné mnoha séitancii — bud éfsel nebo mocnin.
Jako motivace nam muze slouzit geometrickd fada, kterou jisté znéte ze stfedni skoly, pripadné Ta-
yloruv polynom funkce f(x) pro libovolné velka n (viz Odstavec 2.20 a zejména Poznamka 18). To
nasledné vede k vyjadreni (tedy i obrdcené, k mozné definici) vSech elementarnich funkei pomoci
polynomu ,,nekonec¢ného stupné“, tedy pomoci nekoneénych mocninnych rad.

4.1. Nekonecné ciselné rady. V tomto odstavci budeme pracovat s posloupnosti redlnych cisel

{ao,a1,aq,...,0,,...} = {an}zo:o’ pripadné s {bn}ff:o-

Definice 24 (Nekonec¢na tada). Soucet tvaru
atartayt-ta, o= a,
n=0

nazyvame nekonecnou (¢iselnou) fadou. Cislo a, se nazyva n-ty ¢len.

Cislo
Spi=ag+ay+as+ -+ ay, n=20,1,2,...
se nazyva n—ty castecny soucet této nekonecné rady. ([l

Poznamka 31. Vsimnéte si, ze v Definici 24 je n—ty ¢len a, v podstaté (n + 1)-ni v pofadi, protoze
posloupnost {an}zozo a fadu ), a, zac¢indme indexovat od n = 0. V literatufe je mozné nalézt
i indexovani od n = 1, ale zde (a ve skriptech [8, str. 279]) budeme indexovat od n = 0. O

Nejprve si jako motivaci zopakujme ivahy o geometrické rade.

Geometricka fada je soucet tvaru

a~|—aq+aq2+@q3—|—---+@q”+---=Zaqn,
n=0

kde a,q € R jsou pevné zvolend cisla. Tedy je to nekonecnd rada, kde a, := ag¢" pron =0,1,2,....
Cislo ¢ se nazyvé kvocient geometrické fady, pticemz ¢ muze byt kladné ¢i zaporné (viz Piiklad 135).
Posloupnost ¢astecnych souctu pro geometrickou fadu odvodime snadno:

Sn=a+aq+aq*+ - +aq"" "+ aq", = qs, = aq + aq® + ag® + - - + aq" + ag"*.
Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme

Sp — @S = a — aq™ 1, = S (1 —q) :a(l—q"H).

Je-li ¢ = 1, potom je ziejmé s, = (n+1)a|.

Je-li ¢ # 1, potom je
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Piiklad 135. Urcete posloupnost ¢astecnych souctt dané geometrické rady:

1 1 1
S T il
(&) ;% SR T
(1) 1 1 1 (—1)"
b =l-=-+-—-——=
(b) ; 3n 3 * 9 27 * 3n *
Resend.
(a) Protoze je a =1 a g = % je podle vzorce (51) (nebo odvozeno pifmo pro tuto konkrétni fadu)
1\n+1 n n
Sl €)M et SOt S PR N
" 1-1 2ntl P 2n
(b) Protoze je a = 1 a ¢ = —3 je podle vzorce (51) (nebo odvozeno pffmo pro tuto konkrétn{ radu)
_ 1— (_ %)n+1 _ 3n+1 o (_1)n+1 . § _ 1 - 3n+1 4 (_1)n _ §+ (_1)n
! 1+1 3ntl 4 4 3n 4 4.3

OJ

Chovani posloupnosti casteénych souctu, presnéji limita této posloupnosti, zfejmé urcéuje chovani
celé nekonecné tady.

Definice 25 (Konvergence, divergence, oscilace nekone¢né fady). Existuje-li vlastni limita
lim, o s, = s, potom ffkdme, Ze nekonecna fada ) - a, konverguje k ¢islu s, nebo také ze

m4é soucet s, a piSeme
[e.9]

E an, = S.

n=0

Existuje-li nevlastni limita lim,_, s, = £0o, potom fikdme, Ze nekoneénd rada » - a, diverguje

k +o00 a pisSeme
Z a, = Foo.
n=0

Pokud limita lim,, . s, neexistuje, potom rikame, ze nekonecna rfada ZZOZO a,, osciluje. O

Priklad 136.
e Geometrickd fada s a = 0 (a ¢ € R libovolnym) ziejmé konverguje (k 0), protoze v tomto

pripadeé je s, = 0.

e Geometrickd fada s a # 0 a ¢ = 1 ziejmé diverguje (k oo podle znaménka ¢isla a), protoze
v tomto pifpadé je s, = (n + 1) a.

e Geometrickd tada s a # 0 a ¢ = —1 zfejmé osciluje, protoze je v tomto piipadé s, =
{a,0,a,0,a,0,...} a limita této posloupnosti neexistuje.
OJ



114

Piiklad 137. Rozhodnéte o konvergenci a piipadné urcete soucet dané geometrické rady

— b
(a) on’ ( ) Z 3n
n=0 n=0
Reseni. (a) Protoze je s, = 2 — 2 (viz Ptklad 135(a)), je
=1 1
S g=tm (25 ) =12
n=0 ~~~
—0

tj. uvedena ‘fada konverguje ‘ Konvergenci této tady lze také ukazat nazorné na obrazku.

(b) Protoze je s, = 2 + 1" (viz Priklad 135(b)), je

4 4.3n
S ED g, (§+<‘” )— 3
3n n—oo \ 4 4.3n 4
~——

n=0

—0

tj. uvedena |Tada konverguje‘. O

V Priikladu 136 jsme vysSetfili geometrickou fadu s |g| = 1. Ve vzorci (51) pro n—ty Casteény soucet
geometrické fady se vyskytuje posloupnost ¢"!, kterd zfejmé konverguje k 0 pro |¢| < 1, konverguje
k oo pro ¢ > 1, a nema limitu pro ¢ < —1. Odsud tedy plyne jednoducha podminka pro konvergenci
geometrické tady:.

Tvrzeni 10 (Konvergence a soucet geometrické fady). Necht a # 0. Potom geometrickd rada
Yo paq" konverguje & |q| < 1. V tomto pripadé (a také v pripadé a = 0) je pak jeji soucet

[e.e] . a
Zaq = , lq| < 1.
n=0 1- q

Piiklad 138. V Piikladech 135 a 137 je
=1 1 (—1)" 1

(a) 2_":1— :7 (b> Z 3n :1_(_ ):

W
Lol =
W~

N | —

O

Piiklad 139. Z vysky a = 2 metry nad rovnym povrchem pustime kouli. Pokazdé, kdyz koule
dopadne na povrch z vysky h, odrazi se do vysky qh = % (tedy q = %) Urcete celkovou vzdalenost,
kterou koule urazi pii nekonecné mnoha takovych doskocich.

Resend. Celkova vzdalenost je (viz obr.)

242.242.249.2 2+§:4 LY
379 77 <3 \3
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Jedna se tedy o geometrickou fadu, kde a = % aq= % Podle Tvrzeni 10 je tedy
4 4
3 3

Prepocitejte si tento piiklad s obecnymi parametry a > 0 a ¢ € (0, 1).

[Resen{ je pak s = a 1—3’1.] O

Néekdy se pii vypoétu n—tého ¢asteéného souctu s, mnoho vyrazu ,,pokrati®.

Piiklad 140. Rozhodnéte o konvergenci a piipadné urcete soucet nekonecné rady

Z LS SIS S S 1
nn+1 1-2 2-3 3-4 4.5 = (n+1)(n+2)

n=1 n—=

o0

Reseni. Protoze plati (viz rozklad na parcidlni zlomky v Odstavci 1.6)
1 1 1
n+)(n+2) n+l n+2

je n—ty ¢asteény soucet roven

1 1 1 1 1
Sn=——t et Ft——+ -+

1-2 23 3-4 4-
1 1 n 1 1 T 1 1
3 4 4 5 n+1 n+2

NN
)_G“}L)_”'_(nil_nL)_ni?

(1 11
B 2 2 3 3
A proto uvedend nekonecnd rada a jeji soucet je

=1- — 1.
Zn n—i—l

n=1

OJ

Jestlize mé dand nekone¢nd fada konvergovat, musi se ziejmeé jeji ¢leny postupné zmensovat (v ab-
solutni hodnoté) k nule, jinak by posloupnost ¢dstecnych souc¢tu nemohla konvergovat ke koneénému
¢islu. Plati tedy nésledujici.

Véta 40 (Nutnd podminka konvergence fady). Jestlize nekoneénd fada » -, a, konverguje,
potom nutné plati
lim a, = 0. (52)

n—oo
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To znamena, ze pokud lim, ., a, je ruznd od nuly nebo pokud tato limita neexistuje, potom
nekonecnd fada )~ a, nekonverguje.

Priklad 141.
(a) Nekonecnd fada
1+2+3+-~:in
nekonverguje, protoze lim, .., n = co # 0. Zfejmg Tcgnto rada diverguje k oo.
(b) Nekonecéné rada
—1+2-3+4-5+6—"-- —i(—l)”n
n=0

nekonverguje, protoze lim,,_,.,(—1)"n neexistuje (a jedna se o neohrani¢enou posloupnost).
Ziejmeé tato rada osciluje.

(c) Nekone¢na tada
L—141l—1+41—=) (-1)"
n=0

nekonverguje, protoze lim,,_,(—1)" neexistuje (a jednd se o ohrani¢enou posloupnost). Ziejmeé
tato fada osciluje. Tato fada je geometrickd s ¢ = —1 a a = 1, viz Ptiklad 136.

(d) Nekoneénd rada

1 2 3 4 <. _n
5757 s T i

n

nekonverguje, protoze lim, o 575 = —% # 0. Ztejmé tato fada diverguje k —oo.

O

Podminka (52) je obecné pouze podminkou nutnou pro konvergenci nekonecné rady. Existuji tedy
nekonecéné fady, které nekonverguji, ale podminku (52) spliuji.

Priklad 142.
(a) Nekone¢nd fada

1+1+1+1+1+1+1+ +1+1+ —f-l-f-
~ 2 2 4 4 4 4 2n - 2n 2n
1 ¢len \/_/ ~~ - N —~~ d

2 Cleny 4 cleny 2™ ¢lent

nekonverguje, prestoze lim,,_, ., a, = 0. Zfejmé tato fada diverguje k oo.

(b) Jak ukazeme pozdéji (viz Ptiklad 146), tzv. harmonickd fada

1 1 1 1 > 1
1+ -+ 4+ 121 = —

nekonverguje, prestoze lim,, ,, a, = 0. V Ptikladu 146 ukazeme, ze tato fada diverguje k oc.
OJ
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Pro konvergentni (a ¢dsteéné i divergentni) nekonecné rady plati nasledujici algebraicka pravidla.
Véta 41 (Pravidla pro nekoneéné fady). Necht nekonecné rady Y oo an a ey by konverguji

a necht plati
dan=4, ) b,=B
n=0 n=0

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku: pro libovolné ¢ € R nekonecnd rada )" -, c - a, konverguje a

plat?
Zc-an = cZan =

n=0 n=0

(ii) Pravidlo souctu a rozdilu: nekoneénd rada Y~ (a, £ b,) konverguje a plati

f: an £ by) ianian:AiB.
n=0 n=0 n=0

Priklad 143. Urcete soucet nekonecné fady

=3 -1

n=0

Reseni. Podle Véty 41(ii) je
n=0

nebot obé uvedené nekonecné rady konverguji. Jsou to totiz geometrické fady sa =1as ¢ = %, resp.
S q= é, viz Tvrzeni 10. Je tedy

3" —

1
6n’

NE

3" =1 =1
DI EDICEDIEE

i
o

= 3 —1 1 1 6 4
25 TT 1T IT 5[5
=0 3 %

O

Poznamka 32. Pokud nékterd z fad diverguje k 00, chova se sou¢tovi/rozdilova rada podle pravidel
pro ,pocitani s nekoneény*, jako napr.

o0 4 00 = o0, —00 — 00 = —00, +oo+ B = 400, A+ oo = to0,

Napt. tedy jestlize fady Y - an, a > -, b, diverguji obé k oo nebo obé k —oo, potom nekonecna
rada > - (a, + b,) také diverguje k +oo.

Samoziejmeé, vyrazy typu oo — 0o ¢i —oo + 0o jsou neurcité a timto zpusobem je vycislit nelze. [J
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Ve Vété 41 se nic neiikd o souc¢inu (a podilu) nekoneénych tad. Tato problematika je mnohem

souciny nekonecénych tad). Uvédomte si totiz, ze pii ndsobeni mnohoclenu plati
(ao+ a1+ +ay). (bo+b+---+0)
:a0b0+a0b1—|—---+a0bn—|—a1b0+a1b1+---+a1bn+---+anbn,

tedy dostavame nejen ,diagondlni souciny* a;b;, ale také vSechny ,smiSené souciny” a;b;. A pro soucin
takovychto nekoneénych mnohoclenu (tedy pro souc¢in nekonecnych tad) bude situace jesté mno-

VVVVVV

usporadame (srovnejte s Piiklady 159 a 160 uvedenymi déle).

4.2. Nekonec¢né rady s nezapornymi ¢leny. Pro nekonecné fady s nezdapornymi ¢leny existuje
nékolik kritérii pro urceni jejich konvergence/divergence. Vsechna kritéria jsou zalozena na faktu, ze
pro fadu s nezdapornymi ¢leny je jeji posloupnost ¢astec¢nych souctu neklesajici, tj.

Sp=Qg+ +An, Spp1 =09+ + Ayt py1 = Sp + Apg1, = Sn < Sptt

>0
(jednoduse proto, ze do s,41 pridavame nezdapornou hodnotu). A pokud je tedy neklesajici posloup-
nost {sn}:ozo shora ohrani¢end, musi mit limitu (rovnu svému supremu). Tedy kazdd nekone¢nd fada
s nezdpornymi ¢leny bud konverguje nebo diverguje k co (tj. nemuze divergovat k —oo ani oscilovat).

Véta 42 (Srovndavaci kritérium). Necht {an}:io a {bn}zozo jsou posloupnosti nezdpornijch cisel,
pro které plati

0<a, <b, pro vSechnan = N, N +1,N +2,... (53)
pro néjaké N € NU{0}.

(1) Jestlize Y b, konverguje, potom také konverguje fada y ", ay.

(ii) Jestlize Y -, an diverguje k co, potom také fada ), b, diverguje k oo.

Nerovnost (53) nemusi nutné platit pro vsechna n € N U {0}. Uvedeny predpoklad tikd, ze musi
byt splnéna od ,jistého indexu pocinaje”. Pro pouziti srovnavaciho kritéria je ziejmé potieba mit
,V zasobé“ néjaky soubor nekonecénych tad, o kterych vime, ze jsou konvergentni/divergentni.

Piiklad 144. Nekonecnd rada

[e.9]

1 1 1 1 1

1+ﬂ+5+§+a+---:2%m

konverguje podle Véty 42(i) (ve které muzeme vzit N = 0), protoze viechny jeji ¢leny lze shora omezit
prislusnymi cleny konvergentni rady

11,1 — 1
1414+t st te=1 =
+lt ottt +n2202"

Pro soucet uvedené fady pak zfejmé plati odhad

o0

1 <1 1
D e
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Priklad 145. Nekonecnd rada
Inl In2 In3 . Ilnn

R R n

n=1

diverguje k oo podle Véty 42(ii) (ve které muzeme vzit N = 3), protoze jeji ¢leny lze zdola omezit
prislusnymi ¢leny (divergentni) harmonické fady, tj. plati

Inn 1
S pro vSechna n > 3.
n n

O

Déle uvedeme tii nejznaméjsi kritéria (Veéty 43, 44 a 45) pro konvergenci/divergenci nekoneénych
fad s nezdpornymi ¢i kladnymi ¢leny.

Véta 43 (Integralni kritérium). Necht > 7 a, je nekonecnd tada s nezdporngmi cleny. Necht
f(z) je funkce definovand na intervalu [N, o) pro néjaké N € [0,00), kterd je na tomto intervalu
nezdpornda, nerostouci a plati

f(n) =ay pro vSechna n > N.

Potom

Zan konverguje & / f(z)dz  Ekonverguje,
n=0 N

Z a, diverguje k oo & / f(z)dz = 0.
N

n=0

V integralnim kritériu se pouziva nevlastni integral 1. druhu, viz Definice 22.

Piiklad 146. Harmonickd fada (viz Piiklad 142(b))
!
n

n=1

diverguje k oo podle Véty 43, protoze pro funkce f(z) := % je na intervalu [1, 00) kladn4, klesajici a

plati f(n) = % pro n > 1, pricemz je nevlastni integral

*1
/ —dz = o0,
. T

viz Piiklad 129(c), resp. Piiklad 128(c). O

Priklad 147. Urcete, pro které mocniny p € R nekonecéna rada
=1

np
n=1

konverguje ¢i diverguje.

Resent.
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e Pro p < 0 je jednd o fadu Y 7 n9, kde ¢ := —p > 0. Tato fada nespliiuje nutnou podminku
konvergence (52), a proto nekonverguje. Protoze se jednd o fadu s nezépornymi ¢leny, tak tato
fada diverguje k oo.

e Pro p =0 se jednd o fadu >~ 1, kterd ziejmeé diverguje k oo.

e Pro p > 0 je funkce f(x) = ;% na intervalu [1,00) kladna, klesajici a plati f(n) = n—lp pro

P
n > 1. VySetiime konvergenci nevlastniho integralu

> 1
/ —dz.
1 2P

— Pro p =1 je jedna o harmonickou radu >~ , %, kterd diverguje k oo (viz Ptiklad 146).

— Pro p # 1 méme

1 00 —p+1 | 1-p 1
/ —dm:/ x_pdx:{x } :<limx )— )
1 P 1 —-p+1],; g0 1 —p I—p

Uvedena limita zavisi na tom, zda je exponent 1 — p kladny nebo zaporny, protoze

! P 00, prol—p >0,
im =
z—oo 1 —p 0, pro1l—p<0.
A proto je
> l dr — 00, pro p < 1, tj. tento nevlastni integrédl diverguje k oo,
1P B jﬁ, pro p > 1, tj. tento nevlastni integral konverguje.

oo 1
n=1 np

Podle integrélniho kritéria (Véta 43 s N = 1) tedy plati, ze pro p > 1 fada >
konverguje a pro p € (0, 1) tato fada diverguje k oc.

Celkoveé jsme tedy ukézali, ze tada

1 : - .
Z - ‘ diverguje k oo pro p < 1 a konverguje pro p > 1/|.
n

n=1

Piiklad 148. Zejména tedy konverguje rada

o0
>
n2’
n=1

protoze v Piikladu 147 vezmeme p = 2.

Soucet této rady uréime v Prikladu 179.

Dale, protoze je ﬁ < n—12 pro vSechna n € N, plyne ze srovnavaciho kritéria (Véta 42(i)) také

konvergence fady > 7 n(n;ﬂ), viz Piiklad 140. O
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Véta 44 (Podilové kritérium). Necht Y - a, je nekonecnd fada s kladnymi éleny a predpokld-
dejme, Ze ezistuje (vlastni nebo nevlastni) limita

. CLnJrl
lim

n—oo Oy

Potom

(i) tato Tada konverguje, pokud je q < 1,

(ii) tato Tada diverguje k oo, pokud je ¢ > 1 nebo q¢ = oo,

(iii) tento test nelze rozhodnout, pokud je ¢ = 1.

V podilovém kritériu se tedy vyskytuje podil dvou po sobé jdoucich ¢lent nekoneéné tady. A je
ziejmé jedno, jestli je fada indexovana od n = 0 nebo od n = 1 (nebo piipadné od jiného indexu).

Priklad 149.

(a) Pro nekonec¢nou radu

°°n!_1+2! 34
Sepr 1022034
plati
n+1)!
(p41 (TE+—1~_)_TL)+1 (4D (n+1)enlen "
an o S (n+Drtlepl T () (n+1) 0! (n4 1)

_(n)”_ S BN S
CA\ntl) ()" ()" Le T
pticemz ve vypoctu jsme pouzili limitu definujici Eulerovo ¢islo e (viz Piiklad 17). Uvedend
fada tedy konverguje podle podilového kritéria (Véta 44(i)).

(b) Pro geometrickou fadu )~ agq", kde a > 0 a ¢ > 0, plati

1
i1 _ ag™" _ q—q
an aq™ ’

a proto podle podilového kritéria (Véta 44) geometricka fada s kladnymi ¢leny konverguje pro
q < 1 a diverguje k oo pro ¢ > 1. Viz také Tvrzeni 10.

O

Priklad 150. Pro nekonec¢nou fadu

plati (viz vypocet v Piikladu 149(a))

5 1y
a+1:...:(1+_) Nresil
n

7

a proto uvedend fada diverguje k oo podle podilového kritéria (Veéta 44(ii)). OJ
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Pfiklad 151. Pro nekoneénou radu

3 1 5 1 7 ) 3 pro n liché,

2%, pro n sudé,
platl
% on
2n L
. i = ot g, = 2 pro n liché,
n+l i
@ | 2 (1) n+l
n+1 ,
QL = St = pro n sudé.

Odtud je videét, ze limy, o, “

Vsimnéte si, ze lze psat
[(n+1) mod 2]+ (n mod2)-n
2n ’

kde funkce x mod 2 dava zbytek po déleni ¢éisla z ¢islem 2 (tedy jednicku, pokud je x liché, a nulu,
pokud je z sudé). OJ

Ay =

Véta 45 (Odmocninové kritérium). Necht > 7 a, je nekonecénd fada s nezdporngmi cleny pro
vSechna n > N pro néjaké N € NU {0} a predpoklddejme, Ze existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

lim a, = q.

n—oo
Potom

(i) tato rada konverguge, pokud je q < 1,
(ii) tato Tada diverguje k oo, pokud je ¢ > 1 nebo ¢ = 0o

(iii) tento test nelze rozhodnout, pokud je ¢ = 1.

Priiklad 152. Pro nekonecnou radu v Prikladu 151 plati
_ &

5r = 5 pro n liché,
“y e 2% = %, pro n sudé.
Tedy plati nerovnosti
% < Va, < {gﬁ pro vsechna n € N.
Limita na pravé strané se spocte pres exponencidlni funkci a ’Hospitalovo pravidlo (Véta 15):
lim /n= lim ns = lim ex ™" V2o imnoo 2 typ 20| PHeP limnsoe % =e’=1. (54)
n—oo n—oo n—oo [0.@]

Z véty o trech limitdch (Véta 4) potom plyne, ze

lim Va, =] = <1]|.
n—o0o 2

Proto podle odmocninového kritéria (Véta 45(i)) uvedend fada konverguje. U
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Poznamka 33. V Piikladech 151 a 152 jsme vidéli, ze nékdy podilové kritérium k vysledku nevede
zatimco odmocninové kritérium ano (pro nekonecnou fadu s kladnymi ¢leny). To plati i obecné, nebot
pro libovolnou posloupnost {an}zozo kladnych ¢isel plati nerovnosti

G,

lim inf < liminf {/a, < limsup /a, < limsup +

n—oo Oy n—00 n—00 n—oo  Qp

Ap+1

To znamena, ze pokud existuje limita lim,, “Z—“ = a, potom také existuje limita lim,, .., /a,
a tyto dvé limity jsou si rovny.

Tedy pokud je podilové kritérium nerozhodnutelné (tj. plati lim,, ., azzl

= 1), potom je také od-
mocninové kritérium nerozhodnutelné (tj. plati lim,, Wa, = 1). Rikéme, ze odmocninové kritérium
je silngjsi, nez podilové kritérium (kazdy piiklad, ktery lze spoc¢itat podilovym kritériem, lze spocitat
i odmocninovym kritériem, ale ne naopak). O

Priklad 153. Pro nekonec¢nou fadu

. on 9 92 93 94 95
2o et tEtEt

n=1

plati

T2 g2
@— n2_ W_(%)Z _; 12_’

a proto podle odmocninového kritéria (Véta 45(ii)) uvedend fada diverguje k oo.

Vsimnéte si také, ze uvedend fada nespliiuje nutnou podminku konvergence (52), nebot je

(0. ¢]

"Hosp. 2”‘ l 2 2
typ & rHosp. . 2" (In2)°
0

I’'Hosp. ,.
=" lim =00 # 0.
n—o0 2

lim a, = lim —
n—oo n—oo ’rL2

n ‘

2" . 1In2 00
typ —
00

n—o0

Tedy uvedena tada podle Véty 40 nekonverguje. Protoze se ale jedna o fadu s kladnymi ¢leny, musi
tato fada potom divergovat k oo. 0

Priklad 154. Vsimnéte si, ze podilové ani odmocninové kritérium nelze pouzit pro vysetfeni kon-
vergence/divergence nekonecné fady Y oo, -+ (viz Piiklad 147), protoze pro podilové kritérium je

np
1 P P
Gy, . n . n &ta 5(ii . n
g = lim 1 — lim # = lim | —— Veia (1) lim =17 =1,
n—oo n—00 o n—oo \ N + 1 n—oo N, + 1

a pro odmocninové kritérium je

. . 1 . 1\ veta 5(i) 1 L |
o=t o= = (7)Y () -5

Zde jsme opét pouzili limitu lim,, o, /n = 1, viz (54). O
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4.3. Alternujici fady. Pro srovnani a tplnost uvedme jesté kritérium konvergence pro nekonecné
fady, jejichz ¢leny méni znaménka.

Necht {an}zozo je posloupnost nezapornych ¢isel. Potom se nekonecna rada

ao—a1+a2—a3—|—~--:Z(—l)”an, pfl’padné —CL0+CL1—G2+CL3—"':Z(—l)n+1an,
n=0 n=0
nazyva alternujici fada.
Priklad 155.
(a) Nekonecna rada
1 1 1 1 >  [— 1
1__ I .. = _17171_: _1n

3v3 13 2 () =2 ()

n=1 n=0

je alternujici a nazyva se alternujici harmonicka fada nebo téz Leibnizova tada.

(b) Kazda geometricka fada, ve které je a # 0 a g < 0, je zfejmé alternujici.
O

7 Véty 40 vime, ze kazda konvergentni fada, a tedy i kazda alternujici konvergentni rada, musi
splinovat podminku (52). Pro alternujici fady muzeme ale fict mnohem vice. Z podminky (52) se nyn{
stava nutna a postacujici podminka pro konvergenci alternujici rady.

Véta 46 (Leibnizovo kritérium konvergence alternujici fady). Jestlize je {an} nerostouct

posloupnost kladnijch cisel, potom nekonecnd alternujici rada

oS
n=0

o0

(—=1)"a, konverguje < plati (52), tj. lim (—1)"a, = 0.

n—00
n=0

Dukaz. Vzhledem k Véteé 40 staci ukazat smeér ,,<=“. Protoze je posloupnost {an}f;o nerostouci, plyne

odsud konvergence fady Y>>, (—1)" a,, viz obr. O

Piiklad 156. Alternujici harmonicka rada (viz Piiklad 155(a))

- 1

> (=

n=1 n
konverguje podle Véty 46, protoze je jeji ,,generujici® posloupnost {an}zozl = {%}:;1 kladna a kle-
sajici (tudiz nerostouci) a spliuje

n—o0

1
lim (—1)" — = 0.
n

V Prikladu 170 pak ukazeme, jaky je soucet této nekonecné rady. 0
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Pokud tedy posloupnost {an} spliluje predpoklady Vety 46 a tada >, (—1)" a,, konverguje,
tj. > oo o (—=1)"a, = A, potom ClSlO A nutné lezi vzdy mezi dvéma po sobé ndsledujicimi ¢dstecnymi
soucty s, a Spi1- A tedy se ¢islo A nemuze lisit od s, o vice, nez kolik je ¢len a,. 1. Tj. musi platit
odhad

|A — s,| < apya-
radu.

Ukézali jsme tedy nasledujici uzitecné tvrzeni o odhadu chyby castecnych souctu s, pro alternujici

(55)

Tvrzeni 11 (Odhad chyby alternujici fady). Predpoklidejme, Ze alternugjici tada )" (—1)" a,
splniuje podminky ve Vété 46 (a konverguje k ¢islu A). Potom pro n—ty ¢dstecny soucet

Spi=ap—a;+ay—---+(—1)"a,

plati odhad (55), tj. s, aprozimuje soucet A této rady s chybou mensi, nez je absolutni hodnota pruniho
(do s,) nezahrnutého élene (—1)"a, 1. Navic, zbytek A — s,, md stejné znaménko jako tento proni
(do s,) nezahrnuty ¢len (—1)"a,

Priiklad 157. Pokusme se ilustrovat Tvrzeni 11 na alternujici radé

Serlog d

1 1 n 1 1 . 1 1 N 1
n N~ ’
—~ 2 M 2 4 8 16 32 64 128

ar
jejiz soucet zname. Protoze se jednd o geometrickou fadus a =1a ¢ =
¢islu (viz Tvrzeni 10)

%, je soucet této rady roven

[\]

1 1
A: g

1-(-3)
soucet

= — =~ (0.6666667.
Potom Tvrzeni 11 1ikd, ze pokud tuto fadu ,ukonéime® po osmém ¢lenu (tj. n = 7), potom koneény

w

2

=1 ! + L1 + = ! ! L_ % = 0.6640625
T Te T8 16 32 64 128 128
aproximuje ¢islo A s chybou mensi nez je ag =

= 0.00390625. Skutecné,
A—s7| = ~ 0.0026041 ) 25 =
| s7l 128 ' 384 0.00260417 < 0.00390625 = ag
Pritom ma rozdil A — s; =

384 stejné znaménko jako ¢len (—1)% ag

= 256, tedy je kladny.

4.4. Absolutné a relativné konvergentni fady. Nejprve si vSimnéme, ze pokud konverguje fada
absolutnich hodnot, potom konverguje puvodni fada

Véta 47. Jestlize konverguje rada Y, |a,|, potom konverguje také rada Y -, an

Diikaz. Ziejmé pro kazdé n plati nerovnosti

—lan| < a, < |ay| = 0 < a,+ |a,| <2layl.
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Tedy pokud )" |an| konverguje, konverguje také rada » 2 la,| (podle pravidla konstantniho
nasobku, viz Véta 41(i)). A déle, podle srovnavaciho kritéria (Véta 42(i)), konverguje také rada
Sn2 o (an + |an]). A protoze plati rovnost

n=0
an = (an + |an|) = |an], = Zan:Z(an+\an\) — Z|an|,
n=0 @ZO , n=0
konv?:?gujo konverguje
dostavame fadu Y~ a, jako rozdil dvou konvergentnich rad. Tedy tato fada také konverguje podle
pravidla rozdilu, viz Véta 41(ii). O

Poznamka 34. Opac¢na implikace ve Vété 47 ziejmé neplati, protoze napt. alternujici harmonicka
rada

. 1

E (-1t = konverguje (viz Piiklad 156),
n

n=1

ale prislusna fada absolutnich hodnot je harmonicka fada

=1

E -, ktera diverguje k oo (viz Priklad 146).
n

n=1

Ma tedy smysl zavést nasledujici definici.

Definice 26 (Absolutni{ a relativni konvergence). Rada > °°  a, konverguje absolutné (je abso-
lutné konvergentni), pokud konverguje piislusnd fada absolutnich hodnot, tj. pokud konverguje rada

ZZO:O |G-

Jestlize nekonecnd fada ) - a, konverguje, ale nekonverguje absolutné, potom iikdme, ze tato
rada konverguje relativné (je relativné konvergentni).

(Pro termin relativni konvergence lze v literatute lze najit i jiné nézvy, napf. konverguje neabsolutné
¢i podminéneé). O

Priklad 158.
(a) Alternujici harmonickd fada

- 1
Z (-1t = konverguje relativné (viz Poznamka 34).
n

n=1

(b) Nekoneéné rada

1 11 1 1
E (1)t —=l——t o=t = konverguje absolutné,
— n 4 9 16 25

protoze ptislusna fada absolutnich hodnot

(e 9]

1 1 1 1 1
Z 5= 1+ 1 + 5 + T + % +-- konverguje (viz Piiklad 147, kde p = 2).

n=1
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Rozdil mezi absolutné a relativné konvergentni fadou je zejména v tom, ze cleny absolutné kon-
vergentni fady muzeme libovolné preskladdvat a nejenze dostaneme opét konvergentni fadu, ale tato
nova preskladana rada bude mit stejny soucet jako rada puvodni.

V nésledujici vété ukazujeme, ze relativné konvergentni rada ma dostatek kladnych ¢élenu (tj. po-
kud se kladné ¢leny sectou, dostaneme +00) i zadpornych ¢lenu (tj. pokud se zdporné cleny sectou,
dostaneme —o0), aby prevazily libovolny koneény pocet ¢lentu puvodni rady.

Véta 48. Necht je tada y - an, relativné konvergentnt, tj. > " a, konverguje, ale > 7 |a,| di-
verguje. Oznacme

al = max{an, 0}, a, = min{a,, 0}.

Potom jsou obé nekonecné rady > .- iy ga, divergentni, neboli

nOTL

§:+_ }:f_
a, = 100, a, = —00
n=0 n=0

Diikaz. 7 definice vyplyvd, ze a; je rovno ¢islu a,,, pokud je a,, kladné, jiank je a7 = 0. A naopak, a;; je
rovno ¢islu a,,, pokud je a,, zdporné, jinak je a,, = 0. Uvedené tady Y~ at a >~ a, jsou tedy fady
kladnych a zépornych c¢lenu puvodni fady Y~ a,. Nastavd pro né tedy prévé jedna z nasledujicich
moznosti: Y~ a' konverguje nebo diverguje k +oo, > ° konverguje nebo diverguje k —oc.
Celkové je tedy mozné zkomblnovat tyto moznosti:

1. obé fady > °°

nOTL

< oatady > a, konverguji,

2. fada )7, a konverguje a fada ) - diverguje (k —00),

nOn

3. fada Y2 af diverguje (k +00) a Y~ a, konverguje,
4. obé tady > o afr a > a, diverguji.

V prvnim pripadé, kdy obé fady >~ 2 a a > a, konverguji, by konvergovaly i fady

ZICL*I—Z Uy Zla | =~ Zla B

a proto by konvergovala i fada Y~ |a,|. Tj. puvodni fada by konvergovala absolutné, coz je spor
s predpokladem, ze fada absolutnich hodnot diverguje. Ve druhém ptipadé by byl soucet ptivodni rady
roven —oo (jakozto soucet nezaporného ¢isla a —o0), coz je spor s tim, ze puvodni fada konverguje.
Ve tietim piipadé by byl soucet puvodni fady roven +oo (jakozto soucet nekladného éisla a +00),
coz je spor s tim, ze puvodni fada konverguje. Zbyva tedy posledni ¢tvrta moznost, coz je tvrzeni
véty. 0

Naproti tomu cleny relativné konvergentni rady nelze preskladavat vubec. Lze totiz jednoduse
ukazat, ze ruznym preskladanim téze relativné konvergentni rady lze vytvorit fadu divergujici k o0,
konvergujici k libovolné predem zvolenému redlnému cislu, ¢i fadu oscilujici. To vyplyva z toho, ze
v relativné konvergentni fadé musi byt soucet vSech kladnych ¢lenu oo a soucet vSech zapornych
¢leni —oo, a pii tom musi ¢leny samotné konvergovat k nule (protoze pro konvergentni fadu musi
byt splnéna nutnd podminka konvergence, viz Véta 40).
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Piiklad 159. Tlustrujme tuto skutec¢nost napiiklad na relativné konvergentni alternujici harmonické
radé (viz Priklad 158(a))

- 1 1 1 1 1 1 1 1
e e R I SR S R 56
Z} A 5737175767778 (56)
Nejprve si vSimnéte, ze soucet vsech kladnych ¢lent je nekoneénd rada

o0

> R SR T,
2n—1 3 5 7 -

n=1

kterd skutecné diverguje k oo (napf. podle integrélniho kritéria, viz Véta 43).
A dale soucet vSech zapornych ¢lenu je nekonecnd rada

i Ayttt
on) 2 4 6 8 N ’

n=1

ktera skutecné diverguje k —oo (napf. podle integrélniho kritéria, viz Véta 43).

Potom vhodnym pteskladdnim ¢lent alternujici harmonické fady (56) lze ziskat nekoneénou fadu,
ktera

(a) diverguje k oo:

e Vezméme nejprve jeden kladny clen, tj. ,soucet” je roven 1.

e Pridejme nyni jeden zdporny ¢len a tolik kladnych ¢lent, aby byl soucet , tj. soucet

je pak
11 1 1 1
l—=—+-+-+ -4+ — =x2.004063454 > 2.
2+3+5+7+ +41 2

(K tomu je zapotiebi k té 1 pridat 20 kladnych ¢lenu.)

Potom piidejme dalsi (druhy) zéporny clen a tolik kladnych ¢lenu, az je soucet .

Potom pridejme dalsi (teti) zdporny clen a tolik kladnych ¢lenu, az je soucet .

Potom pridejme dalsi (¢tvrty) zaporny clen a tolik kladnych ¢lenu, az je soucet .
e ...

Uveédomte si, ze kladnych clenu je vzdy dostatek, abychom prekrocili stanovenou hranici,
protoze soucet téchto kladnych ¢lenu je roven oo.

Timto zpusobem po nekonecéné mnoha krocich vycerpame vsechny kladné i vsechny zdporné
cleny, tedy puvodni fadu vlastné , prerovname®, pricemz vysledny soucet evidentné roste nade
vSechny meze. Tedy tato pferovnand rada diverguje k oo.

(b) diverguje k —oo:

e Podobné jako v ¢asti (a) vytvaiime soucty, které jsou postupné < —1, < —2, < —3, atd.
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(c) konverguje k predem zvolenému redlnému ¢islu: Zvolme si nejprve néjaké éislo s € R, ke
kterému m4 pfrerovnand fada konvergovat (napf. s = 7553).

e Nejprve vezméme tolik kladny ¢lenu, az je jejich soucet .

Pfidejme nyni tolik zapornych ¢lenu, az je vysledny soucet .

Pridejme nynf tolik dalsich kladnych ¢lenil, az je vysledny soucet | > s|.

Pridejme nyni tolik dalsich zadpornych ¢lenu, az je vysledny soucet .

Uvédomte si, ze kladnych ¢i zapornych clent je vzdy dostatek, abychom prekrocili stano-
venou hranici s, protoze soucet kladnych clenu je oo a soucet zapornych clenu je —oo.

A protoze priddvame stdle se (v absolutni hodnoté) zmensujici se cleny, vysledny soucet
po takovych krocich ,ptreskakuje“ zvolenou hodnotu s a soucasné se k ¢islu s nekoneéné blizi.
Soucasné timto zpusobem vycerpame vsechny ¢leny puvodni fady. Tedy takto prerovnand
fada konverguje praveé k cislu s.

(d) osciluje: Muzeme si dokonce zvolit, mezi jakymi mezemi bude pterovnand fada oscilovat.
Zvolme si proto libovolna dvé ¢isla a,b € R, a < b (napt. a = =2 a b = 3).

e Nejprve vezméme tolik kladny ¢lenu, az je jejich soucet .

Pridejme nyni tolik zapornych ¢lenu, az je vysledny soucet .

Pfidejme nyni tolik dalsich kladnych ¢clent, az je vysledny soucet | > b].

Pridejme nyni tolik dalsich zadpornych ¢lenu, az je vysledny soucet .

Uvédomte si, ze kladnych ¢i zapornych ¢lent je vzdy dostatek, abychom ptekrocili stanovené
hranice b a a, protoze soucet kladnych ¢lenu je co a soucet zapornych clenu je —oc.

A protoze priddvame stdle se (v absolutni hodnoté) zmensujici se cleny, vysledny soucet
po takovych krocich ,pfeskakuje” zvolené hodnoty b (shora) a a (zdola). Soucasné timto
zpusobem vycerpame vsechny cleny puvodni fady. Tedy takto prerovnand fada osciluje (mezi
¢isly a a b).

Takze u relativné konvergentnich fad nelze v zadném pripadé meénit poradi jednotlivych c¢lenu,
zatimco u absolutné konvergentnich rad Ize poradi jednotlivych ¢leni ménit libovolné. ([l
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(a) V tomto piikladu si ukdzeme, ze i kdyz obé fady >~ a, a Y . b, konverguji, potom fada

> (ay, - b,) konvergovat nemusf.

n=1
Uvazujme nekonecné fady, kde a,, = b, := (=1)""! \/iﬁ Potom jsou prislusné nekonecné
rady
DI ST S D
n=1 n=1 \/ﬁ n=1 n=1 \/ﬁ
konvergentni, coz plyne Leibnizova kritéria (viz Véta 46), zatimco fada souc¢inu
0 0 1 2 e’} 1
> b =3 (0t ) =30
n=1 n=1 \/ﬁ n=1 n

diverguje k oo, viz Piiklad 146.

(b) Na druhou stranu muze nastat i situace, ze takovéto fada soucinu »_ (a, - ¢,,) konverguje,

piestoze jedna z fad ) - | a, nekonverguje. Vezméme si napi. fadu
o0 oo 1
D =D =
n=1 n=1 \/ﬁ
ktera diverguje k oo (viz Ptiklad 147, kde p = %), zatimco fada soucinu

i (an - ¢n) = i <(—1)”—1 % : %) _ i (_1)n_1%

n=1 n=1 n=1

konverguje podle Véty 46.

O

4.5. Mocninné fady. V Odstavci 2.20 jsme ukdzali, jak k dané funkci f(z) pritadit Tayloruv po-
lynom stupné n (se stifedem v daném bodé z), ktery aproximuje funkci f(z) v okoli bodu .
V Poznamce 18 jsme pak naznacili, ze lze takto ziskat i polynom ,nekoneé¢ného stupné®, neboli

nekonec¢nou mocninnou fadu.

Definice 27 (Mocninna fada). Nekone¢na fada tvaru
o0
n __ 2 3
QT =@+ a1+ ax” +az3x” +---
n=0

se nazyva mocninna fada se stfedem v bodé zy = 0.

Podobné, nekonecna rada tvaru

[e.9]

Zan(x—xo)":ao—i-al(x—xo)+a2(x—x0)2—i—a3($—x0)3+--~

n=0

se nazyva mocninnd fada se sttedem v bodé z.

Bod z( se nazyva stted mocninné tady a ¢isla ag, a, as, as, ... jeji koeficienty.

O

Jedna se vlastné o zobecnéni pojmu polynom do té roviny, ze nyni povolujeme i ,,polynomy stupné

[13

o0
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Priklad 161.

(a)

Pokud vezmeme vSechny koeficienty a,, = 1 a g = 0, dostaneme mocninnou fadu

Zx”:1+x+w2+x3+~-

n=0
Tato tada je geometrickd s pocatecnim clenem a = 1 a kvocientem ¢ = x a tedy podle
Tvrzeni 10 tato fada konverguje pro |z| < 1, pficemz jeji soucet je 1. Tuto skutecnost
budeme vyjadiovat zapisem
- 1
"= rox € (—1,1). 57
> — D (—-1,1) (57)
n=0
Vsimnéte si, ze tato fada diverguje k oo pro = 1 a osciluje pro z = —1 a tedy otevieny

interval uvedeny v (57) je maximalni mozny interval konvergence pro tuto mocninnou fadu.

Podobné, mocninné rada

Z(—l)”x"zl—x+az2—x3+-‘~
n=0
je geometricka s pocatecnim ¢lenem a = 1 a kvocientem ¢ = —xz a tedy podle Tvrzeni 10 tato
fada konverguje pro |z| < 1, pficemz jeji soucet je ﬁ = IJ%T Tedy plati
(1) = | — e (-1,1)
—1)" 2" = rox € (—1,1).
—~ 1+2 P
Vsimnéte si, ze tato fada osciluje pro x = 1 a diverguje k co pro x = —1 a tedy uvedeny

otevieny interval je maximéalni mozny interval konvergence pro tuto mocninnou fadu.

(="
2n

Mocninna rada s a,, = a stredem xo = 2 je tfada

DI A LS R YRS YR R

— o 2 4 8
ktera je také geometrickd s pocatecnim clenem a = 1 a kvocientem ¢ = —%‘2. Tedy podle
Tvrzeni 10 tato rada konverguje pro !%2‘ < 1, tj. pro x € (0,4), pficemz jeji soucet je
= (—=1)” 1 1 2
——(z-2)"= — = 3oy = | — pro z € (0,4).
nzzo 2 1= (-5 == |z

O

Z vyse uvedenych piikladu je vidét, ze soucet mocninné fady je funkce s(x) proménné x, pricemz
je potfeba urcit jak soucet fady s(z) tak i pro kterd = € R tato fada konverguje.

P1i studiu konvergence mocninnych fad budeme pouzivat kritéria z Odstavce 4.2, ktera aplikujeme
na piislusnou fadu absolutnich hodnot (protoze se jedné o kritéria pro nekonecné fady s nezapornymi

cleny).

Ztejmeé takto ziskdme informaci o absolutni konvergenci dané mocninné fady.
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Piiklad 162. Urcete, pro které hodnoty = konverguje mocninnd rada

0 n 2 3 4 5

X T T X T

B o e
nz_:l (=1) n 2 3 4 5
Resend. Podle podilového kritéria (Véta 44) je
1 n+1
Up, i n
= + = |z| — |z pro n. — oo.
U, S n+1

A tedy pro |z| < 1 tato fada konverguje (absolutné) a pro |z| > 1 nekonverguje (zfejmé pro z < —1
diverguje k —oo a pro x > 1 osciluje).

Pro z = —1 se jedna o zdpornou harmonickou radu
n=1 n
ktera diverguje k —oo. A pro x = 1 se jedna o alternujici harmonickou tradu, kterd konverguje
(relativneé).

Celkové tedy uvedend mocninnd fada |konverguje pro x € (—1,1]|, pficemz pro z € (—1,1) kon-

verguje absolutneé.

V Prikladu 170 pak uréime soucet této mocninné rady. O

Priklad 163. Urcete, pro které hodnoty = konverguje mocninné rada

oo x2n71 1.3 IL'5 35.7 1.9
—1)n1 —p— LT
n;( v H e S

Resend. Podle podilového kritéria (Véta 44) je

2(n+1)—1
Un+1 x

Unp

1
2(n+1)—1
(nt1) = |x2| — T pro n — oo.

1 2n—1
2n—1 z 2n + 1

A tedy pro z? < 1 tato fada konverguje (absolutné) a pro z? > 1 nekonverguje (zfejmé osciluje).

Pro z =1 se jedné o alternujici fadu

1 1 1 1
—1)! =l—--4+—-—=+--- 58
; (=1) 2n — 1 3 * 5 7 + (58)
kterd konverguje (relativné) podle Véty 46. A pro = —1 se jednd o fadu s opaénymi znaménky,

nez je fada (58), tedy se opét jednd o alternujici fadu, kterd konverguje (relativné). V Piikladu 171
urcime soucet této rady.

Celkové tedy uvedend mocninnd rada | konverguje pro = € [—1, 1] |, pficemz pro z € (—1, 1) konver-

guje absolutné. O
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Piiklad 164. Urcete, pro které hodnoty = konverguje mocninné rada
2 3 g4 b

> gn x
i T A T A E
§n! trt ot Tyt T

Reseni. Podle podilového kritéria (Véta 44) je
1 n+1

! v
1
"

n!
 (n+ 1)

Un+1

x| = |z] — 0 pro n — oo.
n

+1

Unp,

A tedy tato tada | konverguje (absolutné) a pro kazdé = € R|.

Zrejme jste jiz odhadli, ze soucet této mocninné fady je funkce e”. 0

Priklad 165. Urcete, pro které hodnoty = konverguje mocninné rada

o0
Zn!x":1+x+2x2+6x3+24x4+1203:5—1—---

n=0

Resend. Podle podilového kritéria (Véta 44) je
| (n4 Dttt
N nlaxn

Unp+1
Up,

=(n+1)|z] = o0 pro n — oo.

A tedy tato rada ‘ konverguje pouze pro z = 0 ‘ a nekonverguje pro kazdé x # 0. Ziejmeé diverguje k oo
pro x > 0 a osciluje pro x < 0. O

4.6. Polomér konvergence mocninné rfady. Kazdd mocninna rada konverguje ve svém stiedu,
protoze pro z = o se jednd o nulovou fadu. Déle ze srovnavaciho kritéria (Véta 42) plyne nésledujici.

Tvrzeni 12. UvazZujme mocninnou radu

an(x—xo)":a0+a1(x—a:0)+a2(x—x0)2+a3(x—xo)3+~~ (59)

n=0

(i) Jestlize tato mocninnd rada konverguje pro néjaké x = ¢, potom konverguje absolutné pro
vSechna x € R, pro kterd je |x — xo| < |c — zo].

(i) Jestlize tato rada nekonverguje (tj. diverguje k oo nebo osciluje) pro néjaké x = d, potom
nekonverguje pro vsechna x € R, pro kterd je |x — xo| > |d — xo|.

Graficky lze obsah Tvrzeni 12 znézornit néasledovné (viz obr.). Tedy pro kazdou mocninnou radu
(59) nastavé prave jedna z nésledujicich moznosti:

e Existuje ¢islo R > 0 takové, ze tato mocninna fada konverguje absolutné pro |z — x| < R, tj.

pro|x € (xg — R, xg + R)|anekonverguje pro |z —xo| > R, tj. prox < zop— R aproxz > xo+R.

Rada muze a nemusi konvergovat v kazdém z krajnich bodu x =z — R a x = 29 + R.
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e Tato mocninnd fada konverguje absolutné pro vsechna x € R (v tomto piipadé klademe
R := 0).

e Tato mocninnd fada konverguje pouze pro x = zy a nekonverguje pro vSechna x # 0 (v tomto
piipadé klademe R := 0).

Cislo R majici vyse popsané vlastnosti nazyvéame polomér konvergence mocninné rady (59). Po-
kud je R > 0 (tj. pokud nastane prvni nebo druhd z vyse uvedenych moznosti), potom hovoiime
o intervalu konvergence ¢i o konvergenénim intervalu.

Priklad 166.
(a) Pro mocninné tady (viz Priklady 161(a), (b))

oo [e.e]
n
PIESEED DC
n=0 n=0

je polomér konvergence .

(b) Pro mocninnou fadu (viz Piiklad 161( )
1

— (=
on

)"

(z —2)"

n=0
je polomér konvergence .

(¢) Pro mocninné tady (viz Piiklady 162 a 163)

0 2n—1
n 1$ n—1 T
-1
> > (D)
n=1 n=1
je polomér konvergence .
(d) Pro mocninnou fadu (viz Piiklad 164)
>4
n!
n=0
je polomér konvergence .
(e) Pro mocninnou fadu (viz Piiklad 165)
Z n!x"
n=0

je polomeér konvergence .

Pro polomér konvergence R mocninné fady plati nésledujici.
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Véta 49 (O poloméru konvergence mocninné fady). Pokud existuje limita (vlastni nebo ne-
vlastni)

lim /|a,| = a, pripadné lim
n—oo n—oo

Gp41
= 60
=1 o, (60

potom polomér konvergence mocninné rady (59) je

1
-, pro a > 0,

R a
) oo, pro a =0,
0, Pro a = 0.

Diikaz. Vztah pro polomér konvergence R plyne z podilového kritéria (Véta 44), resp. z odmocni-
nového kritéria (Véta 45). Pokud totiz existuje limita v (60), potom je

an+1(x-—»x0)"+1

a, (x — xo)™

Un+41 Qp+1

= xo] = a-|x— x] pro n — 0o,

Unp Qn

resp.

Vun| = Van (x — o)™ \/|an| |x—x0|”— Vlan| - |x — xo| = a - |x — 20 pro n — oo.

Tedy mocninnd rada konvergme (absolutné), pokud je a - |x — x9| < 1, a nekonverguje, pokud je
a-|r—xo| > 1. Pro a-|x — x| = 1 konvergovat muze i nemusi.

To znamend, ze pokud je a > 0, fada konverguje pro |z — xo| < % a nekonverguje pro |r — x| > %,
neboli R = =

Pokud je a = 0, je a - |x — x9] = 0 < 1 pro vSechna = € R, a tedy fada konverguje pro vSechna
r € R, neboli R = .

A pokud je a = o0, je a - |z — x| = 0o > 1 pro vSechna = # zy, neboli fada nekonverguje pro
vSechna x # x(, neboli R = 0. O

Poznamka 35.
(i) Predpoklad existence limity v (60) je piili§ silny. Lze ukézat, ze staci misto limity pouzit
limitu superior (kterd existuje vzdy), tj

limsup v/|a,| = a, piipadné lim sup =a.

an+1
n—00 n—00

Qn

An+1

(ii) Z Pozndmky 33 plyne ze pokud existuje limita lim,, o, ‘ ’ = a, potom také existuje limita

lim, 00 /]an| = a (a tyto dvé limity jsou si rovny).

An4-1

(111) Muze ale nastat situace, ze lim,_ \/|a_n = a existuje, zatimco hmn_,oo| } neexistuje
(viz napt. Priklady 151 a 152). Je tedy vidét, ze staci vzdy pocitat polomer konvergence
pomoci vzorecku s lim,, m = a (pokud tedy tato limita existuje jako vlastni nebo jako
nevlastni).

O
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Priklad 167.

(a)

(e)

Pro mocninné fady z Piikladu 166(a) plati

Qp+1
G,

lim
n—oo

a proto je podle Véty 49 (kde a = 1) jejich polomér konvergence roven . Vsimnéte si,
ze podle Poznamky 35(ii) je také

fan, lon] = lim V1= lim 1=1.

Pro mocninnou fadu z Piikladu 166(b) plati

lim = lim 54— = lim - = _,
n—oo n—oo  — n—o0 2 2

1 1
Ap+1 ’ nt1
271

Qn,
a proto je podle Véty 49 (kde a = %) jeji polomeér konvergence roven . Vsimnéte si, ze
podle Poznamky 35(ii) je také

Jim Y lan| = Tim {fon = lim 5 =5

Pro mocninné rady z Piikladu 166(c) plati

1
n

. An41 . .

lim | 2| = lim ”TH = lim =1,
n—0oo | Ay n—oo = n—oo N + 1

resp.
1

. an+1 . 2 1 . Qn/—»l
lim = lim = =] =1,
n—00 A, n—00 ST n—oo 2n + 1

a proto je podle Véty 49 (kde a = 1) jejich polomér konvergence roven . Vsimnéte si,
ze podle Poznamky 35(ii) je také

. . o)1 vata 5(ii) 1 (54)
lim {/|a,| = lim \/j = — =1,
nreo ax n—oo V' N lim {/n

n—oo

resp.

1
lim {/|a,| = lim { =1,
n—oo n—oo 2n/—-1

pticemz posledni limita se spoc¢itd 'Hospitalovym pravidlem podobné jako (54).

Pro mocninnou fadu z Piikladu 166(d) plati

= n! 1
n ! . . .
= lim ( tl) = lim = lim

n— 00 ol n—o00 Ol%—l)! n—xm?l%—lzz

a proto je podle Véty 49 (kde a = 0) jeji polomér konvergence roven .

Pro mocninnou fadu z Piikladu 166(e) plati

1)!
= lim (n+1) = lim (n+1) = oo,

n—o0 n! n—o0

Qp+1
G,

lim
n—oo

Y

An1

lim
n—oo

Qn,

a proto je podle Véty 49 (kde a = o0) jeji polomér konvergence roven . 0
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Mocninné fady (jakozto ,polynomy“ nekoneéného stupné) sdileji s polynomy vsechny dulezité
vlastnosti. Zejména, jak uvidime nize,

— soucet mocninné rady je spojita funkce,
— mocninnou rfadu muzeme derivovat ¢len po ¢lenu, pricemz se neméni polomér konvergence,

— mocninnou fadu muzeme integrovat (neurcitym i ur¢itym integralem) ¢len po ¢lenu, pricemz
se neméni polomér konvergence.

Pro jednoduchost uvadime tyto vlastnosti pro mocninné fady se stfedem v bodé zy = 0, ale
evidentné tyto vlastnosti plati pro mocninné fady s libovolnym stfedem xy, pficemz konvergenéni
interval se zméni z (—R, R) na interval (zg — R, zo + R).

Véta 50 (Spojitost mocninné fady).
(i) Necht md mocninnd tada Y, a, x™ polomér konvergence R >0 (R € R nebo R = o), .

o0

Z a, " = s(x) pro x € (—R, R).

n=0

Potom je soucet s(x) této rady spojitd funkce na intervalu (—R, R).

(ii) Je-li R < oo a je-li tato Tada konvergentni v pravém krajnim bodé x = R, potom je soucet
s(x) funkce spojitd zleva v bodé x = R, tj. plati

r—R~

Zan R" = lim s(z).
n=0

(iii) Je-li R < oo a je-li tato Tada konvergentni v levém krajnim bodé x = —R, potom je soucet
s(x) funkce spojitd zprava v bodé x = —R, tj. plati

HZ:O a, (—R)" = x_l}lil}l{Jr s(x).

Piiklad 168. V Piikladu 161 vidime, ze soucet mocninné fady je spojitd funkce na prislusném
konvergenénim intervalu. Vlastnost z bodu (ii) ve Vété 50 budeme ilustrovat v Piikladu 170 (tento
piiklad vyzaduje ,znalost“ integrovani mocninné fady, kterou probereme nize ve Vété 52). ([l

Véta 51 (Derivace mocninné fady). Necht md mocninnd fada Y., a, ™ polomér konvergence
R>0 (ReR nebo R=0), tj.
s(z) = Zanxn =ap+ a1z +ays® +azr’ +agaxt + - pro x € (—R, R).

n=0
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Potom md funkce s(z) na intervalu (—R, R) derivace vSech rddu, pricemz plati

:Znanl‘”_l =a;+2asx +3asx’ +4asrd+ - pro x € (—R, R),

= Z (n+1)apss ™.

n=0
Tedy mocninnou Tadu muzeme derivovat ¢len po élenu (tedy lze zaménit poradi sumace a derivace),
pricemz se nemeni polomér konvergence.

Diikaz. Ukazme si alespon, Ze se pii derivovani mocninné fady neméni polomér konvergence. Necht a
je cislo z Véty 49, které urcuje polomér konvergence R (puvodni fady). Potom pro derivovanou fadu
plati

n+2)a n+2 a

( >n+2: R @ l-a=a

pro n — oo.
1)an L a,
m+1) a1 n+1 ann
—1 —a
Tedy podle Véty 49 je polomér konvergence derivované fady roven R, tj. je stejny, jako je polomér
konvergence puvodni rady. O
Poznamka 36. Pro derivace vyssich radu pak plati podobné
') =Y nn—1)a, 2" *=2as+6azx + 12a,2*> +20az 2° + - - -
n=2

Z n+2)(n+1)a,22",
n=0

a podobné pro 5" (x), s (x), atd.

Zejména tedy muzeme vySetfovat vlastnosti mocninné fady z kapitoly 2 na intervalu (—R, R)
tykajici se monotonie, lokélnich extrému, konvexnosti/konkavnosti, inflexnich bodu, atd. O

Priiklad 169. Urcete polomér konvergence a soucet mocninné rady

an":x+2x2+3x3+4x4+---

n=1

Pomoci ziskaného vysledku urcete soucet rady

an + 5 +3+4+5+
feom 2 230 24 2

Reseni. Polomér konvergence uréime z Véty 49:

n 1 1
Gng1 Nt —1=a, = R=>-=1.
ay, n a

Tedy fada konverguje pro = € (—1,1) a zfejmé nekonverguje v krajnich bodech tohoto intervalu.
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Protoze je na™ ! = (z")', soucet této fady uréime z véty o derivaci mocninné rady (Véta 51):

gnx"—x~gnx”_l —x~g(x")/—x- (ix”)l—x- <1fa:)/

n=1

. 1 B T
BT PR R

Volbou x = % pak dostavame, ze

>

n=1

1
2
2
(1-3)

_[3].

DN
2=
q;l»—llt\’)h—l

O

Véta 52 (Neurcity integrdl mocninné fady). Necht md mocninnd rada y .- a, x" polomér
konvergence R >0 (R € R nebo R = ), tj.

s(:z:):Zanx":a0+a1x—|—a2x2+a3x3—|—a4x4+--- pro x € (—R, R).
n=0
Potom na intervalu (—R, R) plati
00 | 22 23 o
dz =S a, - Y nt vl t0 € (R, R),
/s(x) x ;a o ag x + a; 5 + as 3 + as 1 + -+ pro x € ( )
>\ Gy
B = B
n

n=1

Tedy mocninnou Tadu muzeme integrovat clen po clenu (tedy lze zaménit poradi sumace a integrovdni),
pricemz se nemeni polomér konvergence.

Piiklad 170. Urcete souc¢et mocninné rady (viz Piiklad 162)

> 1 [ S S
1n71_ no__ v -z I
;( s T Sl -

a tedy pro x = 1 také soucet alternujici harmonické fady (viz Piiklady 156 a 155)

n=1

Reseni. V Pifkladu 162 jsme ukézali, Ze tato mocninnd fada konverguje pro z € (=1, 1]. Protoze je
mn+1

n+1

= [ 2" dx, soucet této fady uréime z véty o integraci mocninné rady (Véta 52):

i(—D"‘%ﬂ = i(—l)” :ﬁ: S ((—1)" /x" dx) = / (i(—@”) dz

n=1 n=0 n=0 n=0

1
—/1+$dx—ln(l+x)+0 pro z € (—1,1).
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Protoze je pro # = 0 tato mocninnd fada konvergentni se souctem 0 (kazdd mocninnd rada mé ve
svém stiedu soucet 0), po dosazeni za x = 0 dostaneme rovnici 0 =In 1+ C, tedy C' = 0. Je tedy

C 1
Z(—l)"‘l—x” =In(1+ x) pro z € (—1,1).
n

n=1

A déle, protoze tato fada konverguje v pravém krajnim bodé z = 1 (je to alternujici harmonické
fada), je podle véty o spojitosti mocninné rady (Véta 50(ii))

Z(—U“—ll: lim In(1+ ) =|In2], tj. m2—1-++

1 1
n z—1- 2 3

-
475

n=1

Piiklad 171. Urcete souc¢et mocninné rady (viz Piiklad 163)

— (=) 2n—1 _ A
ZQn—lx Sttty Ty

n=1

Reseni. 7 Piikladu 163 vime, ze tato fada konverguje pro = € [—1, 1] a konverguje absolutné pro
r € (—1,1). Protoze je ’;::11 = [a®™dz, soucet této fady uréime z véty o integraci mocninné rady

(Véta 52):

i %»"32’” = g (-1)" 296;?11 = :0 ((—1)“ /:ﬁ” dx) = / (i (- x2)”) dz

n=1 n=0

1+ 22

Protoze je pro z = 0 tato mocninnd fada konvergentni se souctem 0 (kazdd mocninnd rada mé ve
svém stiedu soucet 0), po dosazeni za = = 0 dostaneme rovnici 0 = arctg0 + C, tedy C' = 0. Je tedy

1
:/ dr = arctgez +C  prox € (—1,1).

— (=)' L
me :arctgx proxe (—]_,]_>

n=1

A dale, protoze tato fada konverguje v pravém krajnim bodé x = 1, je podle véty o spojitosti
mocninné fady (Véta 50(ii))

i 0"y | tgl=| = tj Tyt 1!

———— = lim arctgz = arc =| - : —=1l—-4+-—=4=--

Lo -1 e OE S ) L 375 70

Podobny vztah plati pro x = —1, protoze tato mocninna fada konverguje i v levém krajnim bodé

r=—1.

Celkove tedy plati vztah

= (1
Z o1 2?1 = arctgx pro x € [—1,1].
n —

n=
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Véta 53 (Urcity integral mocninné fady). Necht md mocninnd fada - a, z" polomér kon-
vergence R >0 (R € R nebo R = ), tj.

s(z) :Zanl'”:ao+a1:€+a2x2—|—a3x3—|—a4x4+--- proz € (—R, R).

n=0

Potom pro libovolny interval [a,b] C (=R, R) plati

n=0 n=0 a n=0

Tedy mocninnou fadu muzeme integrovat ¢len po clenu (tedy lze zaménit poradi sumace a integrovdnt).

Priklad 172. Urcete soucet fady

i1_1+1+1+1+1+
non 1.2 2.922  3.93  4.924 5.9

n=1

Reseni. Protoze plati

1 :L,n+1 % %
= = " dz
(n+1)2n+1 {n—l—lL /0 ’

je podle véty o ur¢itém integralu mocninné fady (Véta 53)

[e.9]

> W—g(/ﬁ"dﬁ)—/o

n=1 n=0 =0

1 1 1
[—ln(l—x)]é =—1In <1—§> —(—lnl):—ln§:—1n2_1:.

Tedy plati, ze

n2 —
I R N PR W A O TR S

4.7. Taylorovy a Maclaurinovy fady. Pokud se v Taylorové polynomu (viz Odstavec 2.20) budou
brat cleny se stale vyssimi derivacemi (az do nekoneéna), dostaneme Taylorovu fadu pfislusnou k dané
funkei f(z).

Definice 28 (Taylorova a Maclaurinova fada). Necht f(z) je funkce, kterd mé na néjakém
intervalu (obsahujicim bod z, jakozto vnitini bod) derivace vsech fadu. Taylorova fada se stfedem
v bodé zy piisludna k funkei f(x) je mocninna rada

) (1
S L) gy (61)

f" (o) J® (o)
4]

3!
Tzn. Taylorova rada je mocninna fada se stitedem v bodé z( a koeficienty a,, = %

f‘//(xo)

B (l’ — ZE())2 +

= f(xo) + f’(xo) (x — x0) + (x — x0)3 + (x — x0)4 4o
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Pokud je zg = 0, potom se Taylorova rada nazyvéa Maclaurinovou fadou piislusnou k funkei f(x),
tj.

Zf o ) 4 f e s DO 2 PO SO0

2 3! 4!
Tzn. Maclaurinova rada je mocninnd fada se sttedem v bodé 0 a koeficienty a,, = ! (2!(0). 0
V piedchozi definici si pfipomeiime zavedenou konvenci, ze f(x) := f(z) (,nultd derivace® je

samotna funkce) a ze je definovano 0! := 1.

Priklad 173.

(a) Protoze mé funkce f(x) = sinz derivace vSech fadu a hodnoty funkce sinz a jejich derivact
v bodé zy = 0 jsou postupné 0, 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1, atd. (viz Piiklad 83), Maclaurinova fada
pro funkci sin x je tvaru

— (D" a1 1 1

Jeji polomér konvergence je R = oo (podle Véty 49), tj. tato fada konverguje pro vSechna
x € R.

(b) Protoze ma funkce f(x) = cosx derivace vSech fadu a hodnoty funkce cosz a jejich derivaci
v bodé xy = 0 jsou postupné 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1, 0 atd. (viz Ptiklad 84), Maclaurinova fada
pro funkci cos x je tvaru

[e.e]

(=D)" o, 1 1, 1
Zo(zn)!“"j B TR e TR

Jeji polomér konvergence je R = oo (podle Véty 49), tj. tato fada konverguje pro vSechna
r e R.

(¢) Protoze ma funkce f(z) = e” derivace vsech fadu a hodnoty funkce e” a jejich derivaci v bodé
xo = 0 jsou vSechny rovny 1 (viz Piiklad 85), Maclaurinova fada pro funkci e” je tvaru

o0

1 _ 1 1 1 1
Zax —|—:r;—|—5:r; +§x +—9c —|—§x—|—

n=0

Jeji polomér konvergence je R = oo (viz Priklady 164 a 166(d)), tj. tato fada konverguje pro
vSechna = € R.

(d) Protoze ma funkce f(x) = In(1 + x) derivace vsech fadu a hodnoty funkce In(1 + ) a jejich
derivaci v bodé zy = 0 jsou postupné rovny 0, 1, —1, 2, —6, 24, —120 (viz Piiklad 86),
Maclaurinova fada pro funkei In(1 + ) je tvaru

— (=) (n—1)! n_ Ly 1y 1, 154 _ — (=" n
; o x—:c—§x +§x—zlx —|—5x —|—---—; - T

Srovnejte tento vysledek s mocninnou fadou v Pitkladu 170. Tato fada konverguje pro vSechna
€ (—1,1] (viz Priklad 162).
OJ
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Piiklad 174. Urcete Taylorovu fadu funkce f(z) = % se stfedem v bodé zy = 2. Déle urcete obor

konvergence této mocninné rady a pripadné jeji soucet.

Resend. Derivace funkce f(x) a jeji hodnoty v bodé 2 jsou nésledujici:

fla)=a™ f@=5=%
flz) = -2, fl(2)=-t=-14
fr(@) =227% frf2=%=5%,
f(x) = —627%, f"2) =1 =%
fOa) = 2407, o) =%=4
™ (z) = (=)l z= D), fo(2) = B

Koeficient a,, v Taylorové radé tedy je

) _ (e

n!  ontl’

Qn

a proto ma piislusna Taylorova rada se stfedem v bodé 2 tvar

- (=1)" o 11 2 g, 1 4
> i (=2 =5 - L=+ @2 - (-2 -2

n=0

Uvedend mocninna rada je geometrickd fada s pocatecnim clenem a = % a kvocientem g = _174

(srovnejte s podobnou fadou v Piikladu 161). Tedy podle Tvrzeni 10 je tato fada konvergentni pro
| % | < 1, tj. pro |x — 2| < 2, tj. pro = € (0,4), a jeji soucet je

1

a 1
1—q_1—|—%_2+(x—2)_5_f(x)'

N =

Alternativné lze polomér konvergence uvedené rady spocitat z Véty 49, ¢ili

1
a o 1 1 1
an sarr 2 2 a

V tomto piikladu tedy vidime, ze Taylorova fada funkce f(x) konverguje na svém konvergencnim
intervalu k funkci f(z). O

Z definice Taylorovy fady (61) plyne, ze tato fada konverguje k ¢islu f(xg) pro x = xy (protoze
kazda mocninnd fada konverguje ve svém stiedu).

Situace v predchozim Piikladu 174 ohledné konvergence Taylorovy (¢i Maclaurinovy) fady k sa-
motné funkei f(z) je ,obvykla“ pro vétsinu funkei. Existuji ale také funkce, které maji derivace vsech
radu (tudiz k nim existuje Taylorova fada), tato Taylorova fada konverguje, ale jiz ne k funkei f(x)
(kromé bodu ).
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Priiklad 175. Funkce )
e <2, pro x # 0,
fx) =
0, pro z = 0,
je spojitd a ma derivace vSech fadu na celém R. V bodé xy = 0 toto lze ukdzat pomoci vypoctu
jednostrannych derivaci f7 (0) a f(0), f”(0) a f%(0), atd., viz Pozndmka 4(ii). Zejména jsou vSechny
tyto derivace v bodé xy = 0 rovny 0. Tedy prislusnd Maclaurinova fada je tvaru

> At =040+t + e +---=[0].

n=0
Tedy jedna se o nulovou tradu, ktera samozrejmé konverguje pro vSechna z € R k nulové funkci
s(x) = 0, kterd neni rovna puvodni funkci f(z) s vyjimkou z = 0. O

Otézku, kdy Taylorova (Maclaurinova) fada funkce f(z) konverguje k funkci f(z), zodpovida
nasledujici tvrzeni, které je bezprostiednim dusledkem Véty 23.

Véta 54 (O konvergenci Taylorovy fady).

(i) Taylorova fada (61) funkce f(x) konverguje na svém konvergencénim intervalu I k funkci f(x),
t5. plati rovnost

flz) = i f(”;(‘azo) (x — xo)" pro viechna x € I, (62)

n=0
& pro posloupnost Taylorovijch zbytki {Rn(x)}zozo (viz (36)) plati

lim R,(x) =0 pro viechna x € 1.
n—oo

(ii) Zejména, pokud jsou viechny derivace f™(x) stejné ohranicené na intervalu I, tj. pokud pro
nejaké M > 0 je
| ™ () | <M pro vsechna n € NU{0} a pro viechna x € I,
potom plati (62).

Z Vety 54 vyplyva, ze pokud chceme vyjadrit funkei f(z) jako nekoneénou radu

flx) = an(z —z0)"

=ag+a (z—20) +ay(x—x0)* +as(x—x0)* + -+ an(@—20)" + -, (63)
potom volbou x = z¢ nutné dostavame ag = f(zo). Dale derivovanim rovnice (63) dostaneme
fl(x)=a;+2as (x —x0) +3az (x —20)* + -+ na, (x —z)" "+,
() =2as+6as(x—x0) +---+nn—1)a, (x — )" >4+,
f"(x)=6as+ - +nn—1)n—2)a,(®—x0)" >+,

f(n)(:E) — n[an + .-
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Dosazenim za x = x( pak vychazi, ze

f,(.’ﬂo) = daq, f//(l'o) = 2&2, f///(l’o) = 6@3, ey f(")(xo) =n! Q.

Odsud jiz vyplyva, ze rozvoj funkce f(x) do mocninné fady se sttedem v bodé zy mé nutné uvedeny
tvar (62).

Piiklad 176. Uvedme si prehled Maclaurinovych fad pro nékteré elementdrni funkce, se kterymi se
casto setkavame.

(a) Pro funkci f(z) = sinx plati (viz Priklad 173(a))

o (D) 1 1
Slnx—zomx —x—gx +ax—ﬁx .. pro x € R|.

(b) Pro funkci f(x) = cosz plati (viz Piiklad 173(b))

_°°(—1)" 1 Loa 1
cosx—zo(zn)‘ —1—§x +E —ax—i- . pro x € R|.

(¢) Pro funkci f(x) = e® plati (viz Piiklad 173(c))

1 1 1 1
e—Z—x —1+x+§x —1—3 —|—4 —1—5 ... prox € R|.

(d) Pro funkci f(x) = In(1 + x) plati (viz Piiklady 173(d) a 170)

ln(l—l—x):g(_;)nx”:m—%x2+%m3—%x4+éx5+--- pro z € (—1,1]|.
(e) Pro funkci f(z) = 1= plati (viz Priklad 161(a))
11 zgx”:1+x+x2+x3+x4+x5+--- proz € (—1,1)|.
(f) Pro funkei f(z) = = plati (viz Piiklad 161(b))
1ix :ni;o(—l)"x":1—x+x2—x3—|—x4—x5+--- prozx € (—1,1)|.

(g) Kazdy polynom P(z) = ag + a1z + ax® + -+ + a, 2" je svym vlastnim Maclaurinovym
rozvojem (na celém R), nebot plati, ze

P(0) =ay, P'(0)=a;, P"(0)=2ay, P"(0)=2-3-a3=23las, ...,P™(0)=nla,.
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Vyse uvedené rozvoje elementarnich funkei do nekonecnych fad bychom také mohli chapat jako
definice téchto funkei (jak je skuteéné provedeno ve skriptech [8]). A pak lze pomoci vlastnosti (napf.
spojitosti, derivace, integralu, atd.) mocninnych rad uvedenych v této kapitole také odvodit zakladn{
vlastnosti a vztahy téchto elementarnich funkci, jako napft.

(sinz)' =cosx, (cosz) =—sinz, () =e",

Pro rozvoje funkei do nekoneénych fad muzeme pouzivat normalni algebraickd pravidla (s¢iténi,
odéitani, ndsobeni, substituce).

Priklad 177.

(a) Maclaurinova fada funkce z sinx je (pro rozvoj funkce sinx viz Piiklad 176(a))

o L, 1 5 1,
rsmxr =ux- x—gx —|—ax —ﬁx —+ ..
1 1 1 = (=1
_,2 T4 16 - 8 . _ 2n+2
=z 3!96 —1—5!:1:' 7!£C + = nézo—@n"‘l)!x pro x € R.

sin x
T

I 1 1 1 1
Smx:—-<x——x3+—m5——x7—|—~~)
T €T : .

(b) Maclaurinova fada funkce je (pro rozvoj funkce sinz viz Piiklad 176(a))

1 2 1 4 1 6 o G (_1)71 2n
3] +§x_ﬁx + = :Omx proz € R, z # 0.

n

Vsimnéte si, ze v tohoto vzorce je snadné odvodit limitu lim,_,q Sh;” =1 (viz Priklad 24).

2

je (pro rozvoj funkce e” viz Piiklad 176(c))

1 1 1 1
e = (1+t+—t2+—t3+—t4+—t5+-~-)

(c) Maclaurinova fada funkce e~

2! 3! 4! 5!

t=—2z2
1 1 1 1 = (=1
42, a4 L e P8 L 10, 2n
=1 x+2!x 3!513 —|—4!x 5!:)3 + = EO o T pro z € R.

O

4.8. Aplikace nekone¢nych fad. Nekonecné (¢iselné i mocninné) fady maji mnoho aplikaci. Ne-
budu zachéazet do priliSnych podrobnosti, ale chci zminit alespon nasledujici.

e Pfiblizné vypocty funkénich hodnot — srovnejte napt. s Priklady 81 a 177.

e Aproximace funkci — srovnejte napt. s Priklady 176 a 88.

e Vypocet integralu vyssich funkei — viz Poznamka 23.

Priklad 178.
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(a) Primitivn{ funkce k funkci 222 je funkce (viz Pifklad 177(b))

smz 1 5 1 4, 1 4
/ . dx—/(l—gx —i—ax o +-~-)dx

1m3+1x5 1x7+ Lo
313 55 77
- (_1>n 2n+1
= x4+ C|, x€eR,
;(2n+1)!~(2n—|—1)

nebot lze mocninnou fadu integrovat ¢len po ¢lenu a polomér konvergence se integrovanim
nement.

(b) Primitivni funkce k funkei e je funkee (viz Pifklad 177(c))

1 1 1 1
—z? _ ) 4 6 8 10
/e dx—/(l a:+2!x 3!:1: +4!x 5!:1: +...)dx

= (_1)n 2n+1
= _ " C R
an.(2n+1)x o rER

nebot lze mocninnou fadu integrovat ¢len po ¢lenu a polomér konvergence se integrovanim

nemeni.
O
e Vypocet limit — viz napf. Piiklad 177(b).
e Reseni nékterych diferencidlnich rovnic — viz napt. Pitklad 198.
e Jen tak pro zajimavost
Piiklad 179. Urcete soucet ¢iselné fady (viz Priklad 148)
i1—1—|—1+1+1+1+
Sp2 49 16 25
Resend. Funkce 0L m4 rozvoj (viz Pifklad 177(b))
sinz 1 5 1 4, 1
; —1—§x +ax—ﬁx + - (64)

Kofeny této funkce jsou ziejmé v bodech +7, +27, 437w, +4m, atd. a tedy tuto funkci lze ,rozlozit*
na (nekoneény) soucin kotenovych ¢initelt

(-0 0o () (g (o) (o) (o)
(5 () (o) ) o0
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Porovnanim koeficientii u mocniny z? v rozvoji (64) a (po rozndsobeni) v (65) dostaneme

3! w2  4x2  9x2 1672

¢ili po vyndsobeni éislem —m? dostaneme

2 1 1 1 =1
— =1 — —.
6 R 4 ) 9 + 16 e ; n2
Jen pro zajimavost, tuto ivahu provedl Leonard Euler jiz v 18. stoleti. 0

Poznamka 37. Protoze je sin § = 1, plyne ze vzorcu (64) a
1 s z T il il
3 T 2m 2m 3
=11 L 1 —|— 1 1 L
B 2 6

13355779

T 22446688
neboli dostavame znamy Wallisuv vzorec

T 224466388

2 13355779
pro vyjadreni cisla 7 (a tedy i éfsla 7) pomoci nekonecného soucinu.

B2 (o E)
() (6D

Nekoneéné souciny (a otdzky spojené s jejich konvergenci) ale v tomto kurzu neprobirdme, tak to
berte jen jako zajimavost. O

4.9. Rady funkci. Stejné jako kdyz jsme studovali mocninné fady, tj. fady ,generované mocninami
x" s koeficienty a,,, muzeme studovat fady ,,generované“ jinymi funkcemi. Napt. Fourierovy rady

Z a, cos(nx), Z b, sin(nx), Z (an cos(nz) + b, sin(nz)),
n=0 n=0 n=0

piipadné muzeme uvazovat obecné fady funkei (¢i funkcionélni fady)

> falw)

pricemz f,(z) jsou funkce definované na néjakém (spoleéném) intervalu I. V této souvislosti je pak
prirozené klast otazky tykajici se konvergence takové funkciondlni fady, tj. pro kterd x € [ je defi-

novana funkce
=D fale)
n=0

a jaké vlastnosti funkce s(x) bude mit (zejména tykajici se spojitosti, derivace a primitivni funkce —
viz piislusné Véty 50, 51, 52 a 53 o mocninnych fadach).
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Stejné jako u mocninnych ¢i ¢iselnych tad je pri studiu obecnych funkcionalnich fad potieba vytesit
otazku konvergence posloupnosti ¢astecnych souctu

sn(z) = fo(z) + fi(x) + - + ful),
tj. za jakych podminek a na jakém intervalu konverguje (funkciondlni) posloupnost s,(z) k funkci
s(x), tj. sp(x) — s(z) pro x € I. Pro kazdé pevné zvolené x € I se ale jedna o ¢iselnou posloup-
nost (¢i radu), a proto muzeme pouzit vSechny ndstroje pocinaje Odstavcem 4.1. Hovoiime pak
o bodové konvergenci dané funkciondlni rady.

Ovsem je nutné zduraznit, ze jiz nejjednodussi vlastnosti (jako napt. spojitost) funkei f,(x) (a tedy
i funkef s, (z)) se pii takové bodové konvergenci nepfendseji na souctovou funkei s(x).

Piiklad 180. Uvazujme funkce s,(x) := 2™ pro z € [0,1] an € NU {0} (viz obr.). Jednd se tedy
o posloupnost ¢astecnych souctu
2 3 4

so(x) =1, si(x) ==z, so(x)=2a" s3(z)=2a", s4(x)=2",
funkei
h) =1, h@=c-1, pa)= -5 fHa) = -2 . fule) =" -2,
Vsechny tyto funkce f,(z) jsou spojité na intervalu [0, 1] pro kazdé n = 0,1,2,.... Déle jsou vSechny
funkce s, () spojité na intervalu [0, 1]. Ptitom

proz € [0,1) je s,(x)=2" =0, aprox =1je s,(x)=1" =1, n — oo.

Tedy posloupnost s, (z) bodové konverguje na intervalu [0, 1] k funkci

> , 0, pro x € [0, 1),
i = s =sw={) 0T
pricemz tato funkce s(x) je nespojité (viz obr.). O

Z Priikladu 180 je tedy vidét, ze pro obecné funkcionalni fady je potteba silngjsi pojem konvergence,
nez je bodova konvergence, ktery bude zarucovat pienos vlastnosti funkei f,(z) na souc¢tovou funkei
s(z). Timto se dostavame k terminu stejnomérné konvergence na intervalu I k dalsim pokrocilejsim
partiim matematické analyzy. V tomto zdkladnim kurzu ale na tyto véci jiz neni prostor.
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5. ELEMENTARNI DIFERENCIALNI ROVNICE

Tato kapitola je zaméfena na pouziti diferencialniho a integralniho poctu pro feseni nékterych
jednoduchych diferencialnich rovnic.

5.1. Uvod a motivace. Diferencidlni rovnice je rovnice, ve které se vyskytuje neznaméd funkce spolu
se svou derivaci (¢i derivacemi vyssich radu).

Diferenciélni rovnice slouzi k modelovéni fyzikalnich procesu (viz také konec Odstavce 2.7), vysky-
tuji se v ekonomii, biologii, chemii, atd.

Priklad 181. Priklady fyzikalnich procesu, které jsou modelovany diferencidlnimi rovnicemi.

(a) Neznama funkce je u = u(x) (poloha bodu na pfimce),

m-u" = F(x) (Newtonuv zdkon).

(b) Neznaméd funkce je u = u(z,t) (teplota v bodé x na piimce v ¢ase t),

a? Uy, = Uy (vedeni tepla na pfimce).

(¢) Neznaméd funkce je u = u(z,t) (vychyleni v bodé x na pifmce v case t),

a2 Ugy = Uy (vlnovéa rovnice).

(d) Neznaméd funkce je 6 = 0(t) (tihel v case t),
0"+« sinf =0 (matematické kyvadlo).

(e) Neznama funkce je @ = Q(t) (mnozstvi radioaktivniho materidlu v ¢ase t),

Q =-kQ (radioaktivni rozpad).

Otéazky k zamysleni:

1. Jak pozndme, ze dand diferencidlni rovnice vubec ma feseni? (otdzka existence feseni)

2. Je toto feseni jediné? (otdzka jednoznacnosti feseni)

3. Kolik feseni existuje?

4. Jak najit toto/tato feseni? (metody feseni diferencidlnich rovnic)

5. Jak uréit chovani piipadnych feseni, aniz by bylo nutné danou diferencidlni rovnici vytesit?

(kvalitativni vlastnosti reseni diferencidlnich rovnic)

Ptiklad 182. Diferencialni rovnice zy + y = 0 ma feeni y = % pro libovolné C' € R, protoze

y’:(Caz’l)’:—g = a:y’+y:x(—£>+gzo.

2 2 x

Tedy tato rovnice mé nekoneéné mnoho teSeni. 0
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Regeni diferencialni rovnice je funkce y = y(x) (pifpadné funkce y = y(t), y = y(x,t), apod.), kterd
spliiuje danou diferencialni rovnici.

Resen{ diferenciglnich rovnic se obvykle najdou pomoci integrovéni, a proto budou obsahovat
integracni konstanty (zfejmé tolik integracnich konstant, kolikrdt budeme integrovat). Tedy tzv.
obecné Feseni (tj. vSechna teseni) dostaneme jako mnozinu danou témito konstantami.

Reseni dané pocatecni podminkou, napf. y(zy) = yo (pfedem zadand hodnota v daném bodg), se
nazyva partikularni.

Priklad 183. Obecné teseni diferencialni rovnice z Prikladu 182 je

y=—, kde C' € R.

X

Redeni této diferencidlni rovnice spliujici pocatecni podminku y(1) = 1 je y = 1 (tohle je tedy
partikuldrni feseni). O

Piiklad 184. Matematicky lze kazdy piiklad na vypocet primitivni funkce (neurcity integrél, viz
Odstavec 3.1) chapat jako diferencidlni rovnici y' = f(z), pricemz hledand nezndmé funkce y se
vypocitd jako y = [ f(x) dz, tedy piimym integrovanim. O

Réad diferencidlni rovnice je fad nejvyssi derivace, kterd se v rovnici vyskytuje.

Piiklad 185. Tedy diferencidlni rovnice z Piikladu 181(a—d) jsou druhého tédu, zatimco rovnice
v Piikladu 181(e) je prvniho fadu. O

5.2. Diferencialni rovnice 1. fadu. V tomto odstavci se budeme podrobnéji zabyvat diferencial-
nimi rovnicemi 1. fadu. Tj. jsou to rovnice tvaru

y =F(z,y). (66)

Piiklad 186.
(a) Rovnice ¢’ = y*> m4 nekoneéné mnoho tesen{ (tedy obecné fesen)

1
Yy = O

definovanych na (—oo,C') a na (C,00) a feseni y = 0 definované na celém R.

C eR,

(b) Rovnice 3y = 3 {/y? s pocatecni podminkou y(0) = 0 md feSeni y = 0 a y = 23 (a také
libovolnou jejich navazujici kombinaci, viz obr.). Tedy existuje nekonetné mnoho feseni.

O
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Poznamka 38. V obecné teorii diferencidlnich rovnic lze ukazat, ze pokud je prava strana rovnice
(66) spojita a navic tzv. lipschitzovskd v proménné y, tj. |F(z,vy1) — F(x,y2)| < L|y; — y2| pro kazdé
x, Y1, Y2 € Rapronéjaké univerzalni L > 0, potom feSeni pocatecni ilohy s touto rovnici a podminkou
y(xo) = yo skutecné existuje a je jediné — ale pouze v dostatecné malém okoli bodu .

Navic je zfejmé, ze toto feSeni bude spojité podle Véty 9 a bude mit spojitou derivaci, protoze
y' = F(x,y) je spojita funkce, jak predpoklddame. O

Specialnimi ptripady této diferencidlni rovnice jsou rovnice se separovanymi proménnymi a rovnice
linedrni, kterym se budeme blize vénovat.

5.3. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi. Jedna se o rovnici tvaru

y =f()-gy),
tj. prava strana z obecné rovnice (66) je F(x,y) = f(z) - g(y), tj. je to soucin funkce proménné z
a funkce proménné y (odtud je néazev této rovnice).

Priklad 187.

(a) Pro diferencidlni rovnici

x? x?

oy ) B A Al w3 Y

a proto se jedna o rovnici se separovanymi proménnymi.

/

y:

(b) Rovnice v Piikladech 184 a 186 jsou vSechny se separovanymi proménnymi.

(c) Rovnice ¢y = = + y neni rovnice se separovanymi proménnymi

O

Pokud napiseme derivaci ¢ jako podil diferencidla g—g, tj.y = g—g, potom lze rovnici se separovanymi
proménnymi piepsat na tvar
dy 1
—=f®)9), =  —~dy=f(z)ds,
dz 9(y)
odtud nazev — separované proménné. A tuto posledni rovnici vyfesime integraci na obou stranach —
na levé strané podle proménné y a na pravé strané podle proménné x, tj.

/ﬁdy:/f(x)dx—i-(?. (67)

Integracni konstantu lze zfejmé brat pouze jednou, napt. tedy na pravé strané. Dostdavame tedy
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 13 (O resitelnosti diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi). Jsou-li
funkce f: (a,b) > R ag: (c,d) — R spojité a g(y) # 0 na intervalu (c,d), potom md pocdatecni iloha
y' = f@)-9),  yzo) =yo
pravé jedno tesent, které je ddano implicitné vztahem (67). Konstanta C' se uréi z pocdteéni podminky

y(x0) = yo.
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Piiklad 188. Pro diferencidlni rovnici z Piikladu 187 mame

dy x? x?
- - - dy = d dy =
de  y-(1+23) ~ V=1 s ~ /yy /1+ 3

2 3
yo 1+t =u | 1 3
= 3_‘3x2dx:du _g/ad 1n|u|—l—C’— Injl+2°|+C
g 2 3

Pokud je navic zaddna pocatecni podminka y(0) = 2, potom dosazenim do vypocteného vztahu za
x =0 a y = 2 dostaneme rovnici 4 = C, a tedy partikuldrni feseni je

2
y:\/g In|l+ 23 +4

(ve vyse uvedeném vztahu bereme kladnou odmocninu, protoze hodnota y(0) = 2 > 0). O

Nékteré dalsi typy rovnic lze jednoduchou substituci prevést na rovnici se separovanymi promeén-
nymi. Napi. diferencialni rovnice tvaru
)
y/ N f (_)
x

se pomoci substituce u = £ (Pozor, u = u(z) je funkce proménné x!) pievede na rovnici se separo-
vanymi proménnymi. Skute¢né, protoze je (podle pravidla pro derivaci soucinu, viz Véta 10(iii))

u-r=y = uex+u=1y = v+ u=f(u)
du 1 1
M~ Flu) - L du=-d
= o7 fu) —u = ) = u=_dz

a posledni uvedend rovnice mé separované proménné (x a u).

Priklad 189. Vyfteste diferencialni rovnici

y’:1+g.
x

Reseni. Volbou u = £, neboli y = u - z, dostaneme 3 = v’ -  + u a po dosazeni do rovnice
du
uert+u=1+u = v =1 = cx=1

1
= du = —dz = /du-/ dz = u=1In|z|+ C.
T

Zpétnym dosazenim za proménnou u pak dostaneme hledané feseni

=Iln|z|+C = y=xn|z|+Cz|, CeR.

(Oveétte si derivovanim, ze tato funkce je skuteéné fesenim dané rovnice.) 0J
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5.4. Linearni diferencidlni rovnice 1. fadu. Jedné se o rovnici tvaru

Y = a(x)y+b(z)
tj. prava strana z obecné rovnice (66) je F(x,y) = a(z)y + b(z), tj. je to linedrni funkce vzhledem
k proménné y.

Piiklad 190.
(a) Rovnice v Piikladu 181(e) je linedrni (a(x) = —k je konstanta a b(x) = 0).
(b) Rovnice v Piikladech 186 a 187(a,b) nejsou linedrni.

(c¢) Rovnice v Piikladu 187(c) je linearni.

Linearni diferencialni rovnici lze jednoduchym zpusobem vyftesit.

e Rovnice je tzv. homogenni, tj. b(z) = 0. Potom se jednd o rovnici y' = a(x)y, coz je rovnice
se separovanymi promeénnymi

dy 1 1
a—a(x)y = ;dy—a(x)dx = /;dy—/a(x)dx

= In |y| = /CL([L’) dz + C = |y| = efa(x)dx""c — efa(m)da: i eC’

— :ty:efa(:v)dx‘ec - y:efa(a:)da:.(j:eC)
——
lib. konst.
= y=Celad@d O eR, (68)

e Rovnice je tzv. nehomogenni, tj. b(x) #Z 0. V tomto pripadé se nejprve celd rovnice vynasobi
vhodnou funkei p(x) (tzv. integraénim faktorem), aby po tpravéach vznikl vyraz pro derivaci
soucinu. Integracni faktor je funkce

M(@ — effa(:r)dx.

Tedy plati
y —al@)y=>0bz) = [y —al@)y] p)=>b)- pu)
= 3// cemJa@dr g (g) e Sol®) d:i = b(z) - ¢ Ja@de
(y-e Jo@dzy

= (y.e_fa(x)dx)/:b(x),e_fa(fl?)dx

= ye_fa(x)dx:\/b(x)e_fa(x)dxdx+c’

= y:efa(“")d“’{/b(:v)-e_fa(“”)d”da:—l—C , CeR. (69)

Tedy jsme dokazali nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 14 (O feSitelnosti linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu). Jsou-li koeficienty a(z) a
b(x) spojité funkce na intervalu (a,b), potom md pocdtecni iloha

y' =a(@)y+bx),  ylo) =y
pravé jedno tesent, které je na celém intervalu (a,b) definovdno vztahem (69). Konstanta C se uréi
z pocdtecni podminky y(zo) = yo.

Tedy vidime, ze na rozdil od nelinearnich rovnic, které maji zarucenu existenci a jednoznacnost
feseni pouze na okoli bodu zy (viz Poznamka 38), jsou linedrni diferencidlni rovnice jednoznacné
feSitelné na celém intervalu spojitosti pravé strany rovnice.

Priiklad 191. Vyfteste diferencialni rovnici

y = -3y +uz.

Reseni. Protoze je v/ + 3y = z, je integracni faktor
/L(ZC) _ ef3dx _ e3:):_

Potom plati

y/e3x+3ye3x:xe3x = (y.e{%x)/:xe?):c
—_—
2z \/
(y-e*)
x x u = es‘” u = e 1 x 1 x
= y-e’ :/xe3 dz +C v’:13 :§xe3 —563 +C
= Lo lice®| cer
=-zr—— e |, :
Y73
(Oveétte si derivovanim, ze tato funkce je skuteéné resenim dané rovnice.) O

Nékteré dalsi typy rovnic lze jednoduchou substituci prevést na rovnici linearni. Naptiklad tzv.
Bernoulliova rovnice

/
y' =a(z)y+b(z)y"
se pomoci substituce u = y'=" (Pozor, u = u(z) je funkce proménné z!) pievede na rovnici linedrni.
Je-li r > 0, pak ma rovnice také feseni y = 0, které neni zahrnuté v obecném fesSeni.

Priklad 192. Vyfteste diferencialni rovnici

y =3y —xy’
Reseni. Jedna se ziejmé o Bernoulliovu rovnici s » = 2. Substituci u = y~' = i dostaneme u' =
T — —;’j—; a tedy dana rovnice se prevede na tvar
y 1
y =3y — xy? = —5=-3-+z = v = —3u+x.
) Y

Posledni rovnice je linearni diferencialni rovnice pro neznamou funkei u(x). Z Piikladu 191 vime, ze
jeji feseni je funkce
1 1
u=—-x—-+Ce,
3 9
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Zpétnym dosazenim za funkci u pak dostaneme feseni puvodni rovnice

1 1 1 1
—=—x——+Ce™ = y=7

y 3 9 Ex_é_i_ce—?)l‘

, CelR

(Oveérte si derivovanim, ze tato funkce je skutecné fesenim dané rovnice.) Nezapomente také na fesenf

y=0. 0J

Dalsim trikem, ktery nékdy muze pomoci prevést danou rovnici na linedrni diferencialni rovnici,
je zdména nezavislé a zavislé proménné x a y. Tedy misto hledani feseni jako funkce y = y(x) jej
budeme hledat jako funkci x = x(y). Vysledkem potom ziejmé bude feseni zadané pomoci inverzni
funkce.

Priklad 193. Vyfteste diferencialni rovnici

y = !

y? — 2z

Reseni. Tato rovnice neni linedrn{ diferencidlni rovnice. Plati ale
dy 1 dx
— == = — = 2z + 97,
der  y?—2x dy 4
pricemz posledni rovnice uz je linearni diferencidlni rovnice pro neznamou funkci x = z(y). Tuto
rovnici vyfesime metodou integracniho faktoru, tj. u(y) = e?%. Resenf je potom tvaru (po dvojndsobné
integraci per-partes v integralu [ y?e* dy)

1, 1 1 9
rT=—y — = -+Ce ™|, CelR
2 VTt
(Oveérte si derivovanim, ze tato funkce je skuteéné resenim dané rovnice. Derivaci y' ziskate z pravidla
pro derivovani implicitni funkce, viz Odstavec 2.12.) O

5.5. Aplikace linedrnich diferenciialnich rovnic 1. fadu. V tomto odstavci probereme (na
ukdzku) tii aplikace linearnich diferencialnich rovnic.

e Radioaktivni rozpad — Radioaktivni materidl se rozpada rychlosti, kterd je pfimo imérna mnozstvi
pritomného materialu.

Tedy oznacéime-li jako Q(t) mnozstvi [vétsinou gramu] radioaktivniho materidlu v case t [roku],
potom musi platit rovnice

Q'(t)=-rQ)|, kde 7 > 0 je konstanta imeérnosti.

Vsimnéte si, ze materidlu ziejmé ubyva, tj. Q" < 0.

Piiklad 194 (Radioaktivni rozpad). Radium—226 mé polocas rozpadu 1620 let. Najdéte cas
potiebny k tomu, aby se dané mnozstvi Ra—226 zmensilo na % puvodniho mnozstvi.

Resend. Oznacime-li jako Q(0) := Qo piivodni mnozstvi Ra-226, potom pro hledanou funkci Q(t),
kterd splnuje (homogenni) linearni diferencialni rovnici Q' = —r @, plati (viz (68))

Qty=Ce™ = QO0)=Ce"=C = C=Qy = Q@)=Que .
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Nyni uréime konstantu r z informace o polocasu rozpadu:

1 1 —Inl In2
5Q=Qoe™® = mZ——r.1620 = = 16202 _ 12—20 ~ 0.000428 [let ],
A nyni uréime hodnotu ¢, pro kterou je Q(t) = %QO:
3 3 In 3 1620 In 3
~Qo=Que" = In-=-—t = t=—2=-— L ~|672.4 [let] |.
4 4 —r In2

OJ

e Vymeéna tepla mezi télesem a okolim — Povrchové teplota télesa se méni rychlosti, ktera je primo
umérnd rozdilu teploty télesa a okolniho prostiedi (tzv. Newtonuv teplotni zakon).

Oznac¢me teplotu télesa v ¢ase ¢ jako ©(t) [°C] a teplotu okolntho prostiedi jako 7' [°C]. Potom
musi platit rovnice

O'(t) = —k[O(t) — T7, kde k > 0 je konstanta imeérnosti.
Vsimnéte si, ze pokud bude teplota okolntho prostredi vyssi, nez je teplota télesa (tj. pokud je

O(t) < T), potom je © > 0 a téleso se bude zahtivat. Zatimco pokud bude teplota okolniho prostredi
nizsi, nez je teplota télesa (tj. pokud O(t) > T'), potom je ©" < 0 a téleso se bude ochlazovat.

Piiklad 195 (Detektivni kancelar). Je nalezena mrtvola, jejiz teplota je zméfena na 26.6 °C.
O 3 hodiny pozdéji je jeji teplota 21.1 °C, pricemz teplota okoli je 18.3 °C. Urcete ¢as imrti.
Resend. Pii pouziti vyse uvedeného znaceni (pro ¢as ¢ v jednotkach [hodin]) méme
T =18.3, O(0) = 26.6 (teplota v case nalezeni mrtvoly), O(3) = 21.1,
piicemz funkce O(t) spliiuje rovnici
0=-kO-T) = O =-kO+EkT.
Posledni rovnice je linedrni diferencidlni rovnice pro nezndmou funkeci O(t). Tuto rovnici vyfesime
metodou integraéntho faktoru p(t) = e, tj. podle (69) je
O=T+Ce™=183+Ce™, CeR
Konstanty C' a k uréime z informaci o pocatecni teploté a o teploté v ¢ase t = 3 |[hodiny], tj.

266=0(0)=183+Ce"=183+C = (=83 = ©O=183+83e "

a dale

21.1 — 18.3
—3k _ gy A0 = 3k =In0.337

_ln 0.337
3

21.1=0(3) =183 +83e % =

Tedy hledané teseni je funkce

O(t) = 18.3 + 8.3 0302 |,

Jak se urci ¢as umrti? Uréime cas t, pro ktery je ©(t) = 37 °C (teplota lidského téla). Tedy

37 —18.3
18.3 +8.3e70362 — 37 = 703620 — —53 & 2253 = —0.362t = In2.253



158

In 2.253
t=— %.362 ~ —2.24 ~ — [2 hodiny 15 minut|
Mrtvola byla nalezena ptiblizné 2 hodiny a 15 minut po smrti. 0J

e Michan{ dvou ldtek — napt. voda a do ni roztok soli, nebo voda (jezero) a do ni neéistoty z tovarny,
atd.

Piiklad 196 (Michani roztoku). Vodni nddrz o celkovém objemu L = 1000 [litru] obsahuje Qo = 0
[grami] soli v pocatecnim case ty = 0 [minut]. Do nédrze ptitéka roztok o koncentraci soli ¢ = 50
[gramu/litr] rychlosti v = 20 [litrti/min] a po fddném promichani s vodou v nadrzi z nf vytéka stejnou
rychlosti (viz obr.). Urc¢ete mnozstvi soli Q(t) v nadrzi v libovolném case t a limitni mnozstvi pro
t — oo.

Reseni. Oznagili jsme jako Q(t) [g] mnozstvi soli v nadrzi v libovolném ¢ase ¢ [min]. Potom Q'(t)
udéava, jak rychle se toto mnozstvi méni a pritom musi platit, ze

Q'(t) = < rychlost, s jakou sul ) B ( rychlost, s jakou stl >

do nadrze pritéka z nadrze vytéka

Sul do nadrze pritéka rychlosti
c-v=>50 [g/l] -20 [l/min] = 1000 [g/min].

QU — 9 19 /1), siil z nadrze vytéks rychlosti

Q)
50

A protoze v nadrzi je vzdy koncentrace soli rovna

Q(t) Q(t) i —
7 U= 1000 lg/l] - 20 [l/min] =

[g/min].

Tedy hledand funkce Q(¢) spliiuje rovnici

Q(t) Q
"Y=c-v— . =1 —
Qt)=c-v 7Y = Q' = 1000 =0’
coz je linearni diferencialni rovnice 1. fadu, a dale spliuje poc¢atecni podminku
Q(to) = Qo = Q(0) =0. (70)

Uvedenou rovnici vyfesime metodou integrac¢niho faktoru
u(t):ef%dt:e%t — u(t):ef%dt:eo'om
a potom je (vypocty uvadim jak pro obecnou situaci tak i pro nas konkrétni piiklad)
Q + 3@ —cv = Q +0.020Q = 1000,

t

e

Qet’' + — 7 Zet'Q =cve = Qe 1 0.02 *%21Q = 1000 ™%,

(Q e%t) —cvel? = (Q eO'OQt), = 1000 e™%1,
i eUt e0.0Qt
QeLt:/CUeL dt =cv—+C = QeO-OQtz/looOeO-O”dt: 1000 000 +C,
2 .

e

Q=cL+Ce Tt = Q = 50000 + C'e %02t CeR.
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A protoze je poc¢atecni mnozstvi znamo v (70), pro integraéni konstantu C' plati
Qo=Q(ty) =cL+Ce L = 0= Q(0) = 50000 + C'¢°,
C=(Qo—cL)er™ = C=-50000,

a tedy vysledné partikuldrni feseni (udavajici kolik gramu soli bude v nadrzi v okamziku ¢ minut) je
tvaru

Q=cL+(Q—cL)er®ez" = Q=50000—50000e ",

Q=cL+(Q—cL)et™ = Q = 50000 (1 — e~02) |.

Tedy v zdvislosti na tom, jestli je Qo > ¢ L nebo Qy < ¢ L, mnozstvi soli v nddrzi (zdporné expo-
nencidlné) klesa nebo roste, a pii Qo = ¢ L zustava stdle stejné.

Pro situaci v tomto ptikladu je vysledné mnozstvi soli zobrazeno na nasledujicim obrazku.

A

3
>

OBRAZEK 3. Graf funkce Q(t) = 50000 (1 — e~%2%) na intervalu [0, 400].

Pro t — oo je potom

: o _ —2 (t—to) ~ o _ —0.02¢
tlggo Q(t) tlgglo {cL+(Qo—cL)¢e T } = lim Q(t) tlggo 50000 (1 — ¢ )

S——— t—o0
—0 —0
lim Q(t) =cL g = lim Q(t) = 50000 [g]
t—o00 t—o00

Po dostatecné dlouhé dobé bude tedy koncentrace soli v nadrzi rovna

cL 50000

Qo = T = lg/1], neboli Qo = To00 50 [g/1],

coz je presné koncentrace pritékajiciho roztoku (samoziejmé, po ,nekonecné dlouhé dobé“ pritékajici
roztok ,nahradi* puvodni roztok v nadrzi, pricemz viubec nezéalezi na puvodnim mnozstvi )y, tj. na
tom, kolik soli bylo v nddrzi na pocatku). O
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Piiklad 197 (Michéni roztoku — pokracovani). Jak se zméni model v predchozim Piikladu 196,
pokud bude roztok po fadném promichani s vodou v nadrzi vytékat rychlosti pouze w = 19 [litrii/min]
(viz obr.)? Predpokladdme-li, Zze nadrz mé celkovy objem 1600 litru, jakd bude koncentrace roztoku
v nadrzi v okamziku jejiho naplnéni?

Resend. Vsimnéte si, Ze se nynf objem roztoku v nadrzi ménf (roste) a to rychlosti v—w = 1 [litr/min].
To znamena, ze nyni sul z nadrze vytéka rychlosti

QL) Q) o 19QM) |
L+ (v—w)(t—to) v 1000 + ¢ l&/1 [1/min] 1000 + ¢ g/min]
Vysledna diferencialni rovnice mé tedy tvar
Q(t) 19Q(t)
W) =crv- : "= 1000 — — 2
R T ) M 1000 + ¢’

coz je opét linearni diferencidlni rovnice 1. fddu, pricemz teseni Q(t) spliuje pocatecni podminku
(70). Prislusny integra¢ni faktor je (nynf jiz pouze pro nase konkrétni hodnoty)

M(t) _ efﬁgﬁdt — 19 In(1000+t) _ e1n(1000+t)19 _ (1000 + t)19‘
Tedy plati

19Q(t
Q + ﬁg}t =1000 = Q' (1000 +t)" + 19Q(¢) (1000 + ¢)'* = 1000 (1000 + ¢)*

4

[Q (1000 + )*]" = 1000 (1000 + ¢)**

1000 + )%
= Q1000 +t)*? = /1000 (1000 + ) dt = 1000 % +C
50 (1000 + ) + C C
= — =|50(1000 +t) + ——c |.
@ (1000 + t)19 ( i+ (1000 + ¢)10
Z pocatecni podminky (70) pak uréime hodnotu C, tj.

C 19 4 3\ 19 61

0=Q(0) =50-1000 + —— = C=-50000-1000" = —5-10*- (10%) * = —5- 10°".

1000t

Tedy vysledné partikularni feseni je tvaru

5-10%

— 50/(1000 +{) — ————
@ =50 (1000 +1) = 5505 4919

a jeho graf je zobrazen na nésledujicim obréazku.
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OBRAZEK 4. Graf funkce Q(f) = 50 (1000 + t) — 55257 na intervalu [0, 600].

Protoze v nadrzi bylo puvodné 1000 litra vody a nddrz se nyni napliiuje rychlosti 1 litr/min, bude
nddrz naplnéna za 600 minut (tj. za 10 hodin). Tedy v okamziku ¢ = 600 bude v nadrzi
5- 106!

= 50 (1600) — -~ ~ 4 I
Q(600) = 50 (1600) e00yE ™ 79998 [g] soli,

tj. koncentrace soli bude

Q(600)  79993.4
~ =~ 49, 1
1600 1600 9996 [8/1]

tedy tato koncentrace bude témér stejnd jako u pritékajictho roztoku. O

5.6. Linearni diferencialni rovnice 2. fadu. Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu je rovnice tvaru

a(x)y" +b(x) y' + c(x)y = f(z),
kde funkce a, b, c, f : I — R jsou koeficienty v této rovnici.

Linearni diferencialni rovnice 2. fadu maji podobné vlastnosti jako linearni rovnice 1. fadu, zejména
jejich feSeni existuji a jsou urcena jednoznacné — na celém intervalu spojitosti koeficientu rovnice —
pomoci dvou pocatecnich podminek

y(wo) = Yo, Y (w0) = y1,
tj. je zaddna hodnota funkce a jeji derivace (neboli bod v roving, kterym musi feseni projit, a pak
sklon, pod kterym musi feseni timto bodem projit).



162

O téchto rovnicich existuje velké mnozstvi literatury, obvykle se studuji zejména rovnice s kon-
stantnimi koeficienty
ay" +by +cy = f(z),
které maji mnoho aplikaci napt. pti modelovani mechanického a elektromagnetického kmitani.

Pro ilustraci uved'me linedrni diferencidlni rovnici 2. fddu s konstantnimi koeficienty, kterou vyfte-
sime (bez jakychkoliv dalsich znalosti teorie diferencidlnich rovnic) pomoci nekone¢nych rad.

Priklad 198. Vyfteste diferencialni rovnici
y' +y=0

pomoci nekoneénych tad.

Reseni. Hledejme feseni této rovnice ve tvaru mocninné rady

o0

y:Zanx”.

n=0

Potom podle pravidla pro derivaci mocninné fady (Véta 51) plati

oo o
1
y = g a,nx" = g Upe1 (n+1) 2",
n=1 n=0

' =3 an(n-1)2"2 =3 ane (n+2) (n+1) 2"
n=2 n=0

Dosazenim do rovnice ¢’ + y = 0 dostavame

0= Zan+2 (n+2)(n+ 1)x”—|—2anx” = Z [aniz (n+2) (n+1) +a, ] 2"
n=0 - , n=0 n=0
y"’ Yy

Tedy posledni uvedend fada je mocninnd fada pro konstantni funkei s(z) = 0, a proto musi vSechny
jeji koeficienty byt nulové, tj.
api2 (M +2)(n+1)4+a, =0  pro viechna n € NU{0}.

Odtud vychazi rekurentni vztah pro jednotlivé koeficienty
an
n+2)(n+1)
Tedy jsou-li koeficienty ag a a; dany (vSimnéte si, ze ag = y(0) a a; = ¢/(0), tj. tyto koeficienty jsou

dany pocatecnimi podminkami ve sttedu hledané mocninné fady), potom je

Upyo = T pro vsechna n € N U {0}.

ap ai

Az = T asz = T3.9
L@ _a o B _@m
VTR 5T 5.4 5
b G _ @ 5 _ @
6 6-5 6!’ ’ 7.6 7!

Qo ai
= O g e = 0 G
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Celkoveé je tedy hledané feseni tvaru

y:ni;oanx”:ao—l—mx—%362—%x3+%$4+%x5—%x6—%x7+~'
= 0{1—%#—1—% 4—51‘6—1- --—l—(—l)k@x%—l— }
+“1{$_§x3+$ 5_%x7+' + (=1 (2/<:1+1)! i }
= ag { i (—1)F (22)! x2k} ta { i (—1)k mxzkﬂ} _
k=0 k=0
Vidime tedy, ze hledané obecné feseni je linearni kombinaci dvou funkei (viz Priklad 176)
g% (—1)* (2;)! 2% = cosx, g% (—1)k ﬁ 2 = sin z,

pricemz uvedené mocninné fady konverguji pro vsechna x € R (jejich polomér konvergence je R = c0).
Neboli obecné feseni uvedené diferencialni rovnice je (polozime-li C' :=ag a D := ay)

‘y:Ccosx—i-Dsin:c‘, reR, C,DelR

(Oveéite si zderivovanim, ze tato funkce je skutecéné fesenim pro libovolné konstanty C, D € R.) O
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