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PAO81:

K’Eéeny prOblém Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

PFrehled

@ hledani minima funkce f: RN I R
= maximum je minimum f X , specialngé nereSime
= standardni metody hledaji (nejblizsi) lokalni minimum
= potFebujeme znat vlastnosti funkce a mit dobry pocatecni
odhad
= existuji i rozSifeni na globalni minima
@ celkoveé prijemngjsSi problém nez FeSeni rovnic
= predevSim ve vice dimenzich
= staci ,,jit smérem dolti“ a minimum najdeme (kofen ne)

@ zadna univerzalni metoda opét neexistuje
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PAO81:

K I aS i fi kace m etod Programovani

numerickych
) _ 5 Vypoctd
@ jednorozmérné metody A Kfenek

= zlaty Tez — robustni, relativné pomal&

. Prehled
= Brentova - interpolace parabolou

= vyuziti derivaci je v 1D diskutabilni
= VetSina vicerozmérnych metod vyuziva jednorozmérné
@ vicerozmérné metody
= simplex (améba) — jednoduché a robustni, pomala
= sdruzené sméery (Powell) — bez derivaci, kvadraticka
konvergence
= sdruzené gradienty (Polak-Ribiere, Fletcher-Reeves) —
s derivacemi
= seminewtonovské (Davidon-Fletcher-Powell,
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) — s derivacemi,
postupna aproximace druhych derivaci
® neanovské — s explicitnimi druhymi derivacemi, vhodné
pro Fi x?2
@ globalni metody
= simulované zihani
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PAO81:

Metoda zlatého rfezu Programovani

numerickych
i - . - o . ) Vypoctd
@ analogie metody puleni intervalu pro reSeni rovnic P
@ podobny pojem separace minima
spojita funkce F, trojice bodli a < b < c, plati Metoda zlatého

Fezu

B

fa>Ffb aziroven f b <f c

potom ¥ mav intervalu a;c lokalni minimum
vybereme novy bod x napr. z b;c
je-lif x >F b , pokracujeme s a; b; x, jinak s b; x;c

8

B
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PAOS81:
Metoda zlatého rezu

Programovani
numerickych
Urceni poméru VYpOCtd
H - z ~ A. Kfenek
@ jak vybrat optimalng€ bod x?
@ uvazujme pomery

Metoda zlatého

b a c b e
— w a tedy P— w
@ nove X predpokladddme o z dal za b
X b
c a
w 1 w
z ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
| — |
a b x c

@ novy Usek budew znebol w

@ chceme se vyhnout nejhorSimu pripadu, polozime tedy
w z 1 w
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PAOS81:
A Y P Zont
Metoda zlatého rezu s
Urceni poméru VYpOCtd
A. Kfenek

Metoda zlatého

kde se vzalo w? z d€leni ve stejném pomeéru, tedy liezar

B

z
1 w

w

8

dostav4me rovniciw? 3w 1 0, tj.

w22 0:38197

neni-li ptivodni a; b;c v tomto pomeéru, rychle se k néEmu
priblizi

8

B

rychlost konvergence jen o malo horsi nez ptileni
intervall

= n 1. interval je 0.61803 délky n-tého
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PAO81:
A T Programovani
MetOda Zlateho rezu numerickych
Pocatetni separace vypottd
A. Kfenek

Metoda zlatého
Fezu

8

nevime-li nic lepSiho, zacneme z libovolné dvojice a; b

@ pokracujeme smérem ,,dolti“ podle ¥ a ;f b

B

kroky prodluzujeme konstantnim faktorem,
Ize vyuzit kvadratickou inter/extrapolaci

= rychlejSi postup a presngjsi vysledek pro ,,hezké* funkce
= viz Brentova metoda

B

B

ma-li funkce globalni minimum, musime narazit na misto,
kde se otoCi
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PAO81:

24 3, Programovani

Metoda zlatého rezu numerickyeh
Kritérium zastaveni PP
A. Kfenek

@ naivni jb  Xj < jbj
@ jsme pobliz minima, f je skoro plocha Vetoda zlatého
= musime aplikovat na funtni hodnoty,
ti.jf b fxj<jfbj

@ Taylorlv rozvoj
1
fx fb 5fOOb X b?

a tedy po Upravach
s
. 2jfF bj
bj J J

p_.
B p2gw

ix bj<

@ velky zkomek je pro ,,normalni“ funkce 1

@ v X ma tedy smysl relativni presnost jen P-
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PAO81:

Brentova metoda Programovént

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
@ analogie metody pro TesSeni rovnic

@ v okoli minima Ize funkci dobre aproximovat parabolou

= optimistickd hypotéza
s z ~ >z - z Brentova
= plati pro mnoho realné pouzivanych funkci -

@ parabolickou interpolaci Ize dosahnout kvadratické
konvergence
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PAO81:

Brentova metoda Programovént

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
@ extrém paraboly prochéazejici body a;b;c

. p, b a2fb fc b c2fb fa _—
2 b afb fc b ¢c fb fa metoda

@ mozné problémy
= yzorec najde maximum
= jmenovatel je nulovy nebo blizky nule

= X zabloudi priliS daleko

@ metoda problémy detekuje a vraci se k bezpecnému
zlatému Tfezu

@ dUsledn& zachovava separaci minima

@ detaily viz literatura
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PAO81:

Vyuzitl’ derivacl’ Programovani

numerickych
B L -, - o 7 =G Vypoctd
@ naivni pristup — reSeni ° X 0
= nerozliSi minimum a maximum, potrebovali bychom jesté
f®x >0
@ derivace nesouvisi primo s bezpetnou separaci
= v jednom nebo obou krajnich bodech miize byt smér ,,dolti“ Erentova
zaroven ,ven“

@ derivace lze vyuzit k presn€jsSi aproximaci funkce
= v jednom iteracnim kroku se Iépe priblizime skuteCnému
minimu
= zlaty Tez linearni, Brent kvadraticky, ...

A. Kfenek
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., ) L PAO81:
Programovani
Vyuziti derivaci numericigeh
Vypoctd

® naivni pFistup —-Tedeni f x 0
= nerozliSi minimum a maximum, potrebovali bychom jesté

A. Kfenek

f®x >0
@ derivace nesouvisi primo s bezpetnou separaci
= v jednom nebo obou krajnich bodech miize byt smér ,,dolti“ Erentova
zaroven ,,ven*
@ derivace lze vyuzit k presn€jsSi aproximaci funkce
= v jednom iteracnim kroku se Iépe priblizime skuteCnému
minimu
= zlaty Tez linearni, Brent kvadraticky, ...
@ nemusi prinést ocekavany vysledek
= polynom nepostihne exponencialni charakteristiky funkci
= vypocet derivaci je zpravidla zatizen vétsi chybou
@ celkoveé diskutabilni prinos

= cena za vyhodnoceni derivace je vEtsi nez potencialni
zrychleni a zpresnéni vypoCtu

= zejména v pripadé hledani po primce, kde realng
potfebujeme N parcialnich derivaci
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PA081:

Simplexova metoda e

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

také améba, resp. Nelder-Mead

B

nevyzaduje derivace, robustni vTci singularitdm apod.

B

jednoducha implementace simplexova

metoda

B

neprilis efektivni
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PAO81:

Simplexova metoda e s

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

také améba, resp. Nelder-Mead

B

nevyzaduje derivace, robustni vTci singularitdm apod.

B

jednoduchéa implementace simplexova

metoda

B

neprilis efektivni

@ N-rozmérny simplex je konvexni linearni ,,téleso*
= definované N 1 body
= trojuhelnik, CtyFstén, ...

8

metoda nechavéa simplex ,,plazit se* po funkcni
hyperplose dolti
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PAO81:

Simplexova metoda e s

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ pocatecni odhad minima Pg, definujeme dalSi body

simplexu
Pi Po €j
kde odpovida meritku problému simplexova
metoda
@ reflexe

= nejvySsi bod simplexu (podle ) promitneme symetricky
podle protilehlé stény
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PAO81:

Simplexova metoda e s

numerickych
Vypoctd
& expanze
= je-li vysledek reflexe lepSi nez nejnizsi predchozi bod
= zkusime protdhnout simplex na dvojnasobnou délku

slibnym sm&rem

Simplexova
metoda

@ kontrakce
= v pripadg, kdy reflexe nepomohla
= simplex se smrskne v jednom rozmeéru od nejvyssiho bodu

A 4

A. Kfenek
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PA081:

Simplexova metoda e

numerickych
. ) . Vypoctd
@ kontrakce ve vice dimenzich
= ani kontrakce v jednom rozmé&ru nepomohla
= simplex se smrskne v N 1 rozmérech smérem

k nejlepSimu bodu

A. Kfenek

Simplexova
metoda
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PAO81:

Simplexova metoda e s

numerickych
. A . Vypoctd
@ kontrakce ve vice dimenzich
= ani kontrakce v jednom rozmé&ru nepomohla
= simplex se smrskne v N 1 rozm&rech smé&rem

k nejlepSimu bodu

A. Kfenek

Simplexova
metoda

@ kritérium ukonceni
= tolerance P- v nezavislych proménnych, ve funk€nich
hodnotéch, viz Gvahy o jednorozmé&rném pripadé
® v praxi
2 f XH i i XL
JFxuj JF X ]
kde xp; X jsou nevyssi a nejnizsi body simplexu
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PAO81:

Ap rOXimace parabolou Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
@ kvadraticka funkce v jedné proménné

1
f x c bx Eax

@ jeji derivace

Newtonovské
metody

fx b ax; fP%x a
& zname-li v libovolném xg hodnoty £%; %, umime spotitat
a;b
= FeSeni F* x 0, tj. x b=a je minimum f
= za predpokladu a >0
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PAO81:

Aproximace paraboloidem Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ kvadraticka funkce vice proménnych
1
T X c bx EXAX

& derivace lr\lneevtvézgovské
rf b Ax rf A

® zname-li v libovélném xo hodnoty rf; r2f, umime
spocitat A; b
@ TeSenim Ax b ziskame minimum
= je-li A pozitivng definitni
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PA081:

Vlastnosti dané Hessianem s

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ matice druhych parcialnich derivaci
= v pripadé kvadratické formy konstantni
@ znaménka vlastnich hodnot

= v8echny kladné — minimum

= vSechny zdporné — maximum Newtonovské
q metody

= mix — sedlo
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PAO81:

Vlastnosti dané Hessianem Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ matice druhych parcialnich derivaci
= v pripadé kvadratické formy konstantni
@ znaménka vlastnich hodnot

= v8echny kladné — minimum

= vSechny zdporné — maximum Newtonovské
q metody

= mix — sedlo

e velikost vlastnich hodnot
= deformace zakladniho tvaru
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PAO81:

Vlastnosti dané Hessianem Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

8

matice druhych parcialnich derivaci
= v pripadé kvadratické formy konstantni
znaménka vlastnich hodnot

= v8echny kladné — minimum

= vSechny zdporné — maximum Newtonovské
q metody

= mix — sedlo

B

B

velikost vlastnich hodnot
= deformace zakladniho tvaru

8

vlastni vektory

= rotace zakladniho tvaru
= (u symetrické matice jsou kolmé)
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PA081:

Newtonovské a odvozené metody Programoveni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ zname-li rf; r2f a funkce je kvadraticka, nalezneme
minimum primo

@ funkci postupng aproximujeme paraboloidy Newtonovské

metody

= snazime se informaci odpovidajici rf; r2f ziskat

& metody se lisi explicitnim vypottem derivaci a zplisobem
udrzovani této informace
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PAO81:

Metoda sdruzenych smért Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ umime minimalizovat funkci jedné proménné

@ minimalizace funkce ¥ x vice proménnych z bodu P ve
SMEru n je minimalizace

fP n

v jedné proménné Metody

sdruzenych
smerd

@ postupné volime sméry n
@ bod P nahradime minimem v tomto smeéru, tj. P minN

@ pokracujeme v jiném smeéru

B

jadrem metody je stanoveni téchto smert
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PA081:

~ r ~ O P P
Metoda sdruzenych smeéru numeriokjch
Vypoctd
q PR — z A. KFenek
@ naivni pristup — souradné osy
v
start
Metody
sdruzenych

smert

7

@ nevyvazené vlastni hodnoty matice druhych derivaci
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Metoda sdruzenych smeéri

B

B

B

8

nasledujici krok ,,nepokazi“, co jsme ziskali predchozim
predpokladejme, ze smérem u jsme minimalizovali

v tomto bodg je rf kolmy k u (tj. ¥rfu 0)

chceme se vydat dal jen takovym smérem v,
ze rT zlistane k u kolmy

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Metody
sdruzenych
smert
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Metoda sdruzenych smeéri

@ Vv souradném systému s pocatkem P lze psat

X
f x fP @f i
. 0
fP
kde
b I"fjp

@ potom derivovanim

rf

}X @Zf o
2 1 Oalx;
1

b —=XA

X 2x X
e
ooexiex;
AX

PA081:

Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Metody
sdruzenych
smert
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PAO81:

Metoda sdruzenych smért Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ zména rT ve sméru v tedy musi byt také kolma na u
= proN 2 znamena zachovani sméru rf
= proN 3 je bohatsi

rfjxv rfjxy Ax v b Ax b Av

@ staCi tedy vyzadovat uAv 0 Metody

sdryienych
@& postupné& minimalizace v N linearng nezavislych e
sdruzenych smérech presné minimalizuje kvadratickou

formu
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PA081:

Metoda sdruzenych smérl Programovani

numerickych

= - P - VYpOCtd
Plivodni Powelltiv algoritmus P

A. Kfenek

@ zatheme s Uj e a pocatecnim bodem Pg
@ postupné proi 1;:::;N minimalizujeme z P;j 1 smérem
u; a ziskame tak Pj
@ prejmenujeme smery u; U 1 (zapomeneme tedy u;)
@ nastavimeuy Py Po Metody

sdruzenych

& minimalizujeme smérem uy a vysledek oznaCime jako smerd
novy Po
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PAO81:

Metoda sdruzenych smért Programovani

numerickych

= - P - VYpOCtd
Plivodni Powelltiv algoritmus P

A. Kfenek

@ zatheme s Uj e a pocatecnim bodem Pg

@ postupné proi 1;:::;N minimalizujeme z P;j 1 smérem
u; a ziskame tak Pj

@ prejmenujeme smery u; U 1 (zapomeneme tedy u;)

@ nastavime uy Py Po Metody
sdryivenych
@ minimalizujeme smérem uy a vysledek oznaCime jako smerd
novy Po

@ lze ukazat (Powell, 1964), Ze k opakovéani vygeneruje k
sdruzenych smeri
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PA081:

Metoda sdruzenych smérl Programovani

numerickych

2 o ” 2 Vypotth

Problémy ptivodniho algoritmu P
A. KFenek

@ opakované zapominani u; postupng vede ke zvysujici se
linearni zavislosti u;
= v numerickém smyslu, algebraicky v poradku
= metoda se tedy pohybuje jen v podprostoru RN
= pri vice iteracich spocita faleSné reSeni

Metody
sdruzenych
smert

26/58



PAO81:

Metoda sdruzenych smért Programovani

numerickych

- o ” - Vypotth

Problémy ptivodniho algoritmu P
A. Kfenek

@ opakované zapominani u; postupng vede ke zvysujici se
linearni zavislosti u;
= v numerickém smyslu, algebraicky v poradku
= metoda se tedy pohybuje jen v podprostoru RN
= pri vice iteracich spocita faleSné reSeni

@ degenerujici systém u; Ize nahradit po > N iteracich vetodty

& ZNnovu e; sdruZenych

smarti

= vlastnimi vektory A, je-li k dispozici

@ nezapominat vzdy u;, ale ten smér, kterym jsme nevice
ziskali

= odpovida dosazeni dna udoli

= narusi striktni udrzovani sdruzenosti smért

= je treba kompenzovat - v jistych pripadech se ponecha

plivodni sada u;
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PAO81:

Ukéazka chovani algoritmu Programovan

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

molekula cyklohexanu, v pocatecni konformaci ,,zidlicka“

]

nasilim ji zdeformujeme vychylenim jednoho atomu

B

minimalizujeme funkci ,,08klivosti*

= vyjadrena jako odchylky délek vazeb a Ghlt mezi
sousednimi vazbami

= priblizngé odpovida potencialni energii N—
sdruzenych

zpétna volani z minimaliza€ni funkce st

8

= vizualizace chovani metody minimalizace

@ dvEé varianty

= zafixovany vychyleny atom, polohu hledaji jen dva dalsi
= uvolnény i vychyleny atom, vrati se zpét nebo do ,,lodicky*
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PAO81:

Vyuzitl’ derivacl’ Programovani

numerickych
P o ~c VYpOCtd
Naivni pristup VP!

A. Kfenek

@ vedle funkCnich hodnot umime spocitat i gradient rf
@ metoda nejvétSiho spadu
= vektor r¥ urCuje smer ,dolt“
= timto smé&rem minimalizujeme
= v dalSim kroku se vydadme opét po gradientu Metody

sdruzenych
smerd
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Vyuziti derivaci

Naivni pFistup

@ vedle funkCnich hodnot umime spocitat i gradient rf
@ metoda nejvétSiho spadu

= vektor r¥ urCuje smer ,dolt“

= timto smé&rem minimalizujeme

= v dalSim kroku se vydadme opét po gradientu
@ stejné riziko postupu velmi kratkymi kroky

= jdealng funguje pouze pro nekonecng kratké kroky

= v jednom kroku netrefime dno udoli presné

= dalSi musi byt kolmo

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Metody
sdruzenych
smert
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PA081:

Vyuziti derivaci meriokjeh
Sdruzené gradienty WP
A. KFenek
@ posloupnost bodt Pj, gradientti g; a smert h;
gi gj O hiAh;j O g; h; O proj <i
Metody
sdrvuicenych

29/58



PAO81:

Vyuziti derivaci meriokjeh
Sdruzené gradienty e
A. Kfenek
@ posloupnost bodt Pj, gradientti g; a smert h;
gi gj O hiAh;j O g; h; O proj <i
@ algoritmus Fetcher-Reeves
= minimalizace z P; smérem hj, ziskame P; 1
® i q: rf P
2 hj 1: di 1 ihi kde i 7gigli g: 1
= diikaz pro kvadratickou formu mechanicky Metod
etody
sdruzenych

smert
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., ) L PAO81:
Programovani
Vyuziti derivaci numericigeh
Vypoctd

Sdruzené gradienty

A. Kfenek
@ posloupnost bodt Pj, gradientti g; a smert h;
gi gj O hiAh;j O g; h; O proj <i
@ algoritmus Fetcher-Reeves
= minimalizace z P; smérem hj, ziskame P; 1
® i q: rf Pi1
2 hj 1: di 1 ihi kde i gizi‘g%‘l
= diikaz pro kvadratickou formu mechanicky —

sdruzenych
2 varianta Polak-Ribiere o
i1 9i Gi1
gi Gi

= pro kvadratickou formu ekvivalentni

= empiricky lepSi vysledky pro slozitgjSi funkce
= kdyZz dojde dech, vraci se ke gradienttim
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PA081:

Vyuziti derivaci Pusspel

numerickych

Ma to smysl|? kias
A. KFenek
@ mensi sklon k degeneraci
= pouziti gradientu vnasi Cerstvvou informaci do sady smert
= neubyva dimenzi prohledavaného prostoru
Metody
sdruzenych

smert
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PAO81:
Ziti I i Programovani
VyUZItI deeraC| numerickych
- (OBt
Ma to smysl? vypottt
A. Kfenek

@ mensi sklon k degeneraci
= pouziti gradientu vnasi Cerstvvou informaci do sady smert
= neubyva dimenzi prohledavaného prostoru
= Powellova metoda potFebuje N2 minimalizaci v 1D
= minimalizace v 1D cca. 5-10 vyhodnoceni funkce
(kvadraticka konvergence, presnost = ) gﬂdertggeynwh
@ Fletcher-Reeves - staci N krokdi smeri
= 1 minimalizace v 1D
= vypocet N parcialnich derivaci
= derivace mohou recyklovat spoletné podvyrazy
@ stejna asymptoticka slozitost, mensi celkovy pocCet operaci
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PAO81:

Newtonovské a seminewtonovské metody Programavén

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

8

primo dostupny Hessian
= velmi specialni pripady
= explicitni vypotet Hessianu je narotny (O N2 )
= prinost pFesnéll_J,o vypoctu diskutabilni
= nejcastdji pro f; x ?

B

explicitn€ udrzovana aproximace Hessianu
= resp. primo jeji inverze Metody

sdruzenych
= Davidon-Fletcher-Powell, Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno smerd

= robustn€jsi — Hessian skuteCnych funkci neni vzdy
pozitivng definitni

8

vysledky srovnatelné s metodou sdruzenych gradientt

B

detaily viz literatura
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Domaci ukol

Vybranou minimaliza€ni metodou implementujte jednoduchy

model interakce dvou molekul.

@ je dana cilova poloha - energetické minimum (pdb)

@ volné proménné pro minimalizaci:

= vektor polohy x — molekula se mtize voln€ pohybovat

= vyjadreni rotace - t¥i Uhly nebo kvaternion

@ minimalizovat zaciname z vychylené polohy

@ pri vyjadreni rotace kvaternionem je treba silné
penalizovat jeho odchylku od jednotkového (molekula by

se deformovala)

@ odchyleni od cilové polohy penalizujte modelem vhodné

tuhé pruziny

tj.

1
E  Zkj xj?
SKI X

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Doméci ukol
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Domaci ukol

@ libovolna dvojice atomli na sebe ptisobi van der
Waalsovou silou, odpovida energii

12 6
iz e
kde r je vzalenost atomtl. Ptisobi mirng pritazlivé na
dalku, siln€ odpudivé na blizko. Pouzijte realistické
2:7
@ pro vizualizaci pouzijte VMD
http://www.ks.uiuc.edu/Research/vmd/
= pripojeni k serveru prikazem ,,imd connect hostname port*
= implementaci serveru pouzijte z ukdzkového prikladu

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Doméci tkol
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http://www.ks.uiuc.edu/Research/vmd/

PAO81:

DoméCi l:l kOI Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ prijd’'te se zeptat, nebudete-li si veédet rady
@ muzete si vymyslet i jiny obdobng slozity priklad

@ kvalitni implementace — zapocCet nebo 2 body ke zkouSce

Doméci tkol
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PAO81:

Globalni optimalizace e

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ popsané metody smeruji k neéjakému lokalnimu minimu

B

to ale nemusi byt FeSeni, které chceme

= mnoho redlnych problémti

8

ne vzdy vime, kde zaCit hledat

B

globalni metody - jak se dostat k nejlepSimu minimu

@ misto sestupu potrebujeme dynamiku

Globalni
optimalizace
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PAO81:

P\fesné. \I:eéeni Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ systematické prohledani stavového prostoru
= pripadn€ heuristické metody
@ vhodné pro diskrétni problémy, ve spojitém pripadé
problematické
= diskrétni vzorkovani kazdé proménné
= i pri malém poctu pFilis narocné (MN)

Globalni
optimalizace
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PAO81:

2 S Programovani
Heurlstl ky numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ technika TeSeni problému postavena na vice €i méngé
naivnim oCekavani
= sledovani gradientu
= nahodné vzorkovani
@ negarantuje nalezeni optimalniho FeSeni

@ s vysokou pravdépodobnosti prijatelné FeSeni v
prijatelném Case Siobain
optimalizace

37/58



PA081:

Heu riSti ky Programovani

numerickych
VYpOCtd

A. Kfenek

& Monte Carlo
@ Las Vegas

& Macao

Globalni
optimalizace
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PAO81:

H e U r i Sti ky Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& Monte Carlo

= vede k vysledku jen s jistou pravdépodobnosti
= deterministicka délka vypoCtu

@ Las Vegas

= vzdy vede k vysledku

= délka vypoctu zélezi na priibéhu nahodnych Cisel
& Macao

= vzdy vede k vysledku lobaini
= deterministicka délka vypoCtu optimalizace

38/58



PAO81:
P P - . -
Zakladni algoritmus i,
Vypoctd
q - A. Kfenek
@ pracujeme s jednim konkrétnim stavem x

& vygenerujeme jednoho nebo vice kandidatd x° x X
@ v téchto bodech vypocteme hodnotu cilové funkce £ x

@ podle n€jakého kritéria rozhodneme o prijeti nebo
odmitnuti kandidata

Zakladni
metoda

39/58



PAO81:
P P - . -
Zakladni algoritmus i,
Vypoctd
q - A. Kfenek
@ pracujeme s jednim konkrétnim stavem x

& vygenerujeme jednoho nebo vice kandidatd x° x X

B

v téchto bodech vypocteme hodnotu cilové funkce £ x

B

podle n€jakého kritéria rozhodneme o prijeti nebo
odmitnuti kandidata

B

konkrétni metody se liSi strategii (heuristikami)

= volba sméru a velikosti kroku
= Kritérium rozhodnuti o prijeti
= priibgzné modifikace parametrll téchto strategii

Zakladni
metoda

39/58



Zakladni algoritmus

&

®

B

B

B

B

pracujeme s jednim konkrétnim stavem x
vygenerujeme jednoho nebo vice kandidatd x° x X
v téchto bodech vypocteme hodnotu cilové funkce £ x

podle n€jakého kritéria rozhodneme o prijeti nebo
odmitnuti kandidata

konkrétni metody se liSi strategii (heuristikami)
= volba sméru a velikosti kroku
= Kritérium rozhodnuti o prijeti
= priibgzné modifikace parametrll téchto strategii

d€leni podle pouZziti pamgti
= Cisté Markovovské — nepamatuji si nic
= vyuzivajici historie rlizné délky
= seznamy tabu

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Zakladni
metoda

39/58



PA081:

Trivialni strategie prijeti omeriokgen
Vypoctd

A. Kfenek

= nahodna prochazka:p x I x° 1

= ma smysl v kombinaci s propracovangjsi strategii volby
kroku
= funguje dobre pro problémy typu golfového hriste

Zakladni
metoda
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PAO81:

Trivialni strategie prijeti omeriokgen
Vypoctd

A. Kfenek

= nahodna prochazka:p x I x° 1

= ma smysl v kombinaci s propracovangjsi strategii volby
kroku
= funguje dobre pro problémy typu golfového hriste

@ primy sestup

C
0 1 kdyzf x° <f x
0 jinak

p x

= z s - A Zéakladni
= problémy blizké jednomu lokalnimu minimu metoda

40/58



PAO81:
Simulované zihani rrogramovan
Fyzikalni analogie vypottl
A. Kfenek

@ pri vysokych teplotach se molekuly volng pohybuji

8

s poklesem teploty se pohyb zpomaluje

B

latky postupng krystalizuji

rychlé schlazeni — velké mnoZzstvi malych krystalt
= odpovida lokalni optimalizaci
= vysledek neni to energeticky optimalni stav
= nizka teplota nedovoluje preskupeni

8

B

pomalé schlazeni - velké krystaly

B

kriticka je rychlost ochlazovani

Simulované
zihani

41/58



PAO81:
Simulované zihani rrogramovan
Fyzikalni analogie vypottl
A. Kfenek

@ Bolzmanova distribuce pravdépodobnosti

1 e 1
Ze @ Z=e FE

Z Z

@ i za nizké teploty existuje mala pravdépodobnost
dosazeni vysoce energetického stavu

@ systém muze prejit i ,,nahoru*

Simulované
zihani

42/58



PA081:

- Z s Z e Programovani
Simulovane zihani i s
) P
Odvozeni e
A. KFenek

@ rovnovazny stav

X X
8 : P 1 P

@ vhodnou volbou p libovolna pocatecni distribuce
konverguje k této rovnovaze

Simulované
zihani

43/58



) L oo , L PAOS81:
Programovani

Simulované zihani numerickyeh

Vypoctd

Kritéria prijeti

A. Kfenek
@ Metropolisovo Kritérium
n (o]
p 1 min 1;e F F
@ kritérium teplotniho rezervoéaru
1
P Ll — 1 tanh F L
2
@ Kritérium prostého prahu
C
1 f f <T
P L| .
0 jinak
Simulované
= nekonverguje presné k Bolzmanove distribuci 2ihant

= ménEé vypocetné narocné
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PAO81:

i WAl : 1 Programovani
SImUIOVane I hanl numerickych
Zakladni algoritmus VYpottd

A. Kfenek

@ zatiname z pocatecniho stavu 0 a s vysokou teplotou
To (resp. malym )
@ provedeme jeden nebo vice krokli simulace

= vygenerovani kandidata na dalsi stav
= prijeti podle jednoho z kritérii na zakladé nahodné
generovaného Cisla

@ snizime teplotu

B

kontime dosazenim nulové (nebo dostatecné nizké)
teploty

Simulované
zihani
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PAO81:

- s s 7 s Programovani
Simulované zihani e g
Nezbytna rozsireni e
A. Kfenek

@ vzdy je dosazeno lokalniho minima

@ globalni minimum to je jen s jistou pravdépodobnosti
= blizi se k 1 pri nekone€ng& pomalém chlazeni

@ restartovani simulace
= pamatujeme si nejlepsi vysledek
= je-li pFi nizké teploté FeSeni vyrazng horsi, vracime se
= pokratujeme jinym kandidatem

®

simulace na celé populaci stavii
= mize bEzet paralelng (i masivng)
= nakonec vybereme nejlepsi Simulované

Zihani

46/58



PA081:

Strategie chlazeni Programovéal

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ kde vlibec zaGit?
= realné systémy maji ,,bod tani“
= musime zacit s vyssi teplotou

Chlazeni a
délka kroku
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H e PAOBL:
Strategie chlazeni Programovan

Vypoctd

A. Kfenek

@ kde vlibec zaGit?
= realné systémy maji ,,bod tani“
= musime zacit s vyssi teplotou

@ priizkumna nahodna prochazka

= nekolik desitek az tisic kroki

2 hledame maximalni rozdil £

= To nastavime na 10 vice nez by byl tfeba k prekonani
tohoto rozdilu

Chlazeni a
délka kroku

47/58



PAO81:

Strategie chlazeni Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ linearni
T a bt
@ exponencialni
T abt

@ adaptivni

= pomocné vypocty ke zhodnoceni globalniho dopadu zmgény

teploty

= viz Schneider & Kirkpatrick

@ nemonoténni

= napr. opakovang ,,zahfrivame“ na Tg < To
= dal3i rlizné strategie stanoveni Tg

Chlazeni a
délka kroku

48/58



PAO81:

Dé I ka krO kU Programovani

numerickych

£l £ At VYpOCtd

Lokalni prohledavani o
A. Kfenek

@ problém je priméreng spojity, mala zména x nezptisobi
velkou zménu f x

@ mame-li uz pomeérng dobré FesSeni, kratkym krokem ho
miiZeme zlepsit

@ VEtSi pravdépodobnost zlepSeni nez zcela nahodny skok

@ nebezpeCi uvaznuti v lokalnim minimu

@ paradoxng€ priliS dlouhé kroky

Chlazeni a
délka kroku
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PAO81:

- Programovani
De I ka kro ku numerickych
Proménliva délka kroku Vvypoctd

A. Kfenek

8

postup zakladni délkou kroku, dokud dochazi ke zlepSeni
krok délky 2 — Gspésny

= zpét k zakladni délce kroku
krok délky 2 — nelspésny

= rekurzivng prodluzujeme krok

= pri Uspéchu se vracime primo k zékladni délce nebo jen
zkraceni o 1

B

B

B

dalsi varianty jsou mozné

Chlazeni a
délka kroku
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PAO81:

POtO pa SV\éta Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

modifikace simulovaného zihani

B

B

prijeti kroku zéavisi na hodnoté f, ne jeji zmeng:

(1f <T

| |
Pz 0 jinak

B

vytvari izolované ostrovy

B

ve vice dimenzich zUistavaji Unikové cesty

Chlazeni a
délka kroku
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PAO81:

POtO pa SV\éta Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

modifikace simulovaného zihani

@ prijeti kroku zavisi na hodnotg f, ne jeji zmeéng:
C
1 f <T
P Ll .
0 jinak

B

vytvari izolované ostrovy

B

ve vice dimenzich zUistavaji Unikové cesty

8

urychleni konvergence

(1 L <T nebo ¥ <f

0 jinak

Chlazeni a
délka kroku

51/58



PA081:

Zmeény optimalizované funkce Programovéni

numerickych

Vyhlazovani et
A. KFenek
@ cilem je vyhlazeni ruSivych lokalnich minim
@ dobre do jde pFi plné znalosti funkce
= pak ale nepotrebujeme optimalizovat
Zmeny

optimalizované

funkce 52/58



PAO81:

Zmeény optimalizované funkce roamaini

numerickych
s VYpOCtd
Vyhlazovani

A. Kfenek

@ cilem je vyhlazeni ruSivych lokalnich minim
@ dobre do jde pFi plné znalosti funkce
= pak ale nepotrebujeme optimalizovat

@ Tizeni presnosti vypoctu ¥ parametrem
= s rostoucim méng detaill

@ zatneme s velkym , vypocet lokalniho minima

@ postupné snizujeme, start lokalni optimalizace
v predchozim vysledku

Zmeny
optimalizované

funkce 52/58



PA081:

Stochastické tunelovani Programovéni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

modifikace simulovaného zZihani

B

8

nahrada ¥ transformaci
i 1 e T Tomin

@ vyrazné prohloubi nizsi minima

8

potlaCi bariéry

Zmeny
optimalizované
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= PAO81:
Paralelni implementace Programavir

Vypoctd

A. Kfenek

@ vice instanci s jinou inicializaci
= rlizné startovaci body
= rlizna ndhodna Tisla
= vybereme nejlepsi FeSeni
= primitivni, ale G€inné
@ rozdél a panuj
= smysluplné rozdgleni stavového prostoru
= vypocet ¥ x zavisi na velkych datech, podle nich

rozdélujeme
@ s vymeénou informaci

= napr. nejlepsi dosud nalezené FfeSeni

Zmeny
optimalizované

funkce 54/58



PA081:

Dalél, metody Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ 216 citaci v Schneider & Kirkpatrick

Zmeny
optimalizované

funkce 55/58



PA081:

Dalsi metody o
Vypoctd
A. KFenek
@ 216 citaci v Schneider & Kirkpatrick

neuronové sité

B

B

genetické algoritmy

adalsi ...

B

Zmeny
optimalizované

funkce 55/58



PAO81:

Modifikovana simplexova metoda Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

8

zachovava operace reflexe, expanze, a kontrakce
@ pocita s modifikovanymi funk€nimi hodnotami
= nahodna funkce, velikost Umgérna teploté T

= prictena k hodnot& ulozené ve vrcholu simplexu
= odeCtend od hodnoty v nové zkouSené bodé

O«

je-li nemodifikovany krok ,,dolt“, je prijat

8

@ Umerne teplot€ jsou nekdy prijaty i kroky ,,nahoru“

B

pri nenulové teplot€ se simplex roztahne na celou
dosazitelnou oblast

8

postupnym schlazenim se zachyti v nejhlubSim minimu
= nikoli jisté, pouze pravdépodobng

Zmeny
optimalizované

funkce 56/58



PAO81:

Modifikovana simplexova metoda Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

@ rlizné strategie chlazeni

= exponencialni: snizeni T naT 1 po kazdych m krocich
= linearni: snizeninaTg 1 k=K po m krocich

k; K jsou potCty provedenych/planovanych krokti
= adalsi...

@ restart metody

= néktery vrchol simplexu je nahrazen dosavadnim nejlepSim
bodem
= nesmi byt uvnitr

Zmeny
optimalizované

funkce 57/58



PAO81:

Sh rn utl’ Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

B

hledani minima funkci jedné nebo vice prom&nnych

B

jednorozmérné metody
= zlaty Tez — odpovida ptileni intervalu pro TeSeni rovnic
= Brentova metoda (prima analogie FeSeni rovnic)
= v 1D nema prili§ smysl pouzivat derivace
= zaklad vicerozmérnych optimalizaci
@ vicerozmérné metody
= jednoducha simplexova
= sdruzené smery bez i s derivacemi (Powell, Fletcher-Reeves)
= (semi)newtonovské metody (Hessian)
globalni metody
= exaktni — priliS narocné, omezené pouziti
= stochastické — nezarucuji plny Uspéch, prakticky pouzitelné

8
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