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L
Motivace

Fesit jinak neresitelné problémy...

Algoritm



Motivace

naucit se néco nového...

An algorithm must be seen to be believed, and the best way to
learn about what an algorithm is all about is to try it.
— Donald Knuth, The Art of Computer Programming

Algorithms: a common language for nature, human, and compu-
ter. — Avi Wigderson
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Motivace
stat se dobrym programdatorem...

I will, in fact, claim that the difference between a bad programmer
and a good one is whether he considers his code or his data
structures more important. Bad programmers worry about the
code. Good programmers worry about data structures and their
relationships. — Linus Torvalds (creator of Linux)

Progress is possible only if we train ourselves to think about pro-
grams without thinking of them as pieces of executable code.
— Edsger W. Dijkstra

Algorithms + Data Structures = Programs.
— Niklaus Wirth
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L
Motivace

Siroké uplatnéni...

navrh pocitaci logické obvody, systém souborl, prekladale

Internet vyhledavani, distribuované sdileni, cloud computing, packet routing
pocitactova grafika virtudlni realita, video, hry

multimédia mp3, jpg, rozpoznavani obrazu

bezpetnost Sifrovani, hlasovani, e-obchod

socialni sité doporuéeni a predikce, reklama

fyzika simulace

biologie projekt lidského genomu, simulace
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Motivace

pro zabavu a zisk...

Googe @ amazoncon A

_—

SECURITY

ORACLE"

Honeywell redrat

1B002 Algoritmy a datové struktury | ()



SloZitost a korektnost algoritmi

Navrh a analyza algoritmii

SloZitost a korektnost algoritmi
m Motivace
m Analyza sloZitosti
m Korektnost algoritmi
m Asymptotickd notace
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SloZitost a korektnost algoritmi

Motivace

najdi nejkrat$i cestu pro rozvoz Cerstvé pizzy

ALGORITMUS???
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SloZitost a korektnost algoritmi

ReZeni 1

vyber pocdtecni vrchol vg,i < 0

while existuje nenavstiveny vrchol do
1+—1+1
necht p; je nenavstiveny vrchol nejbliz k p;_;
navstiv p; od

return vrat cestu z pg do p;
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SloZitost a korektnost algoritmi

ReZeni 1

vyber pocdtecni vrchol vg,i < 0

while existuje nenavstiveny vrchol do
1+—1+1
necht p; je nenavstiveny vrchol nejbliz k p;_;
navstiv p; od

return vrat cestu z pg do p;

217 S5 Thro 1 3 11
& L e e e © —@
21 =5 10 1 3 11
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SloZitost a korektnost algoritmi

Reseni 2
necht n je pocet vrcholi
fori=1ton—1do

d <+ oo
for kazdou dvojici (z,y) koncovych bodu ¢dstecnych cest do

if dist(z,y) < d then z; < x,y; < y,d < dist(z,y) fi od
spoj vrcholy x;,y; hranou od
spoj hranou koncové vrcholy cesty
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SloZitost a korektnost algoritmi Motivace

Rezeni 2
necht n je pocet vrcholl
fori=1ton—1do

d <+ oo
for kazdou dvojici (z,y) koncovych bodu ¢dstecnych cest do

if dist(z,y) < d then z; + z,y; < y,d < dist(z,y) fi od
spoj vrcholy x;,y; hranou od
spoj hranou koncové vrcholy cesty
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SloZitost a korektnost algoritmi

Korektni algoritmus

d ¢+ oo
for kazdou z n! permutaci II; vrcholu do
if cost(Il;) < d cost(I1;)je cena cesty uréené permutact II;

then d < cost(Il;) A P < II; fi od
return P,,;,,

korektnost algoritmus provéfi vech n! moznych zpisobi projiti grafu
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SloZitost a korektnost algoritmi

Korektni algoritmus

d ¢+ oo
for kazdou z n! permutaci II; vrcholu do
if cost(Il;) < d cost(I1;)je cena cesty uréené permutact II;

then d < cost(Il;) A P < II; fi od
return P,,;,,

korektnost algoritmus provéfi vech n! moznych zpisobi projiti grafu
sloZitost algoritmus je nepouZitelny jiz pro velmi malé grafy

N4

777 existuje efektivngjsi algoritmus 777

s Jolton 60 Uk
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SloZitost a korektnost algoritmi

Vyhledavani prvku v posloupnosti

Vstup posloupnost prvki A[l...n] a prvek z

Vystup index i takovy, Ze A[i] = z, resp. hodnota NO jestlize prvek z se
v posloupnosti nevyskytuje

Procedure Linear Search

1 answer < NO

2 fori =1 to n do

3 if A[i] =z then answer < i fi
4 od

5 return answer
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Vyhledavani prvku v posloupnosti — optimalizace |

Procedure Better Linear Search

1 fori=1ton do
if A[i] =z then return i fi

I\S)

3 od
4 return NO

prvni vyskyt x ukon&i prohledavani

kaZdy prichod cyklem znamena 2 testy: v ¥adku 1 testujeme rovnost i < n,
v Fadku 2 testujeme rovnost A[i] = x

m stadi 1 test?
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analyeslslozitost
Vyhledavani prvku v posloupnosti — optimalizace ||

Procedure Sentinel Linear Search

1 last + Aln]

2 Aln] + x

31+ 1

4 while Afi] #x do i < i+ 1 od
5 A[n] < last

6ifi<n V An|=xz

7  then return i

s  else return No fi

prvni vyskyt x ukon&i prohledavani
sentinel (zardzka) pro pfipad, Ze pole neobsahuje prvek x

kazdy prichod cyklem znamena 1 test

2 testy na zavér (¥adek 6)
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SloZitost a korektnost algoritmi Analyza sloZitosti

SloZitost

Charles Babage, 1864

As soon as an Analytic Engine exists, it will necessarily guide the future course of
the science. Whenever any resul is sought by its aid, the question will arise - By

what course of calculation can these results be arrived at by the machine in the
shortest time?

THE ANALYTICAL ENGINE

B == . T ey
kolikrat musime zatocit klikou?
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SloZitost a korektnost algoritmi

Casova slozitost

tasovd sloZitost vypottu = soulet (cena operace x pocet opakovani)

Casova slozitost algoritmu je funkce délky vstupu

e slozitost v nejhorsim p¥ipadé
maximalni délka vypo&tu na vstupu délky n
e slozitost v nejlepsim pFipadé
minimalni délka vypo¢tu na vstupu délky n
e primérndsloZitost
pramé&r sloZitosti vypo&td na viech vstupech délky n

sloZitost = &€asova sloZitost v nejhorSim pFipadé
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Analyza sloZitosti
Casova slozitost Linear Search

1 answer < NO

2 fori =1 ton do

3 if Ali] ==«

4 then answer + i fi od
5 return answer

ozname t; cenu operace na ¥adku 4

operace z ¥adkl 1 a 5 se vykonaji jednou

fadek 2 se vykonda n + 1 krat

tadek 3 se vykona n krat

pfitazeni v ¥adku 4 se vykona (mérn& poctu vyskytl x v poli

Casova sloZitost v nejlepsim pripadé
ti+ta-(n+1)+tz-n+t,- 0+t

Casova sloZitost v nejhorsim pripadé
ti+ta-(n+1)+tz-n+ts n+ts

sloZitost je tvaru c-n + d, kde ¢ a d jsou konstanty nezdvislé na n
sloZitost je linearni vzhledem k délce vstupu n
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SloZitost a korektnost algoritmi

Casova slozitost optimalizovanych algoritmii

Better Linear Search

1
2

for i = 1 to n do if A[i] = = then return : fi od
return No

Casova slozitost v nejhorsim pripadé je linearnf

Casova sloZitost v nejlepsim p¥ipadé je konstantni

Sentinel Linear Search

1
2
3

4

last + A[n], A[n] + z,i <1

while Afi] 22 do i+ i+ 1 od

Aln] + last

if i <n V Aln] = z then return i else return NO fi

Casova slozitost v nejhorsim pripadé je linearni
Casova sloZitost v nejlepsim p¥ipadé je konstantnf

rozdil je v konstantnich faktorech
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Korektnost algoritmu

vstupni podminka ze v8ech moZnych vstupl pro dany algoritmus vymezuje ty,
pro které je algoritmus definovan

vystupni podminka pro kazdy vstup daného algoritmu spliiujici vstupni
podminku uréuje, jak ma vypadat vysledek odpovidajici danému vstupu

algoritmus je (totaln&) korektni jestlize pro kazdy vstup spliiujici vstupni
podminku vypocet skonéi a vysledek spliiuje vystupni podminku

tplnost (konvergence) pro kazdy vstup spliiujici vstupni podminku vypo&et
skon&i

tastetna (parcialni) korektnost pro kazdy vstup, ktery spliiuje vstupni
podminku a vypolet na ném skon&i, vystup spliiuje vystupni podminku
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Korektnost iterativniho algoritmu

analyzujeme efekt jednotlivych operaci

analyza efektu cyklu
® u vnofenych cykli za&indme od cyklu nejhlubsi Grovn&
m pro kaZzdy cyklus uréime jeho invariant

m invariantem cyklu je takové tvrzeni, které plati pred vykonanim a po vykonani
kaZdé iterace cyklu

m dokdZeme, Ze invariant cyklu je pravdivy
B vyuZitim invariantu
e dokdzeme kone¢nost vypoctu cyklu
o dokazeme efekt cyklu
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SloZitost a korektnost algoritmi

Invariant cyklu

Inicializace invariant je platny pfed zacatkem vykonavani cyklu

Iterace jestlize invariant plati pfed iteraci cyklu, ziistdva v platnosti i po
vykondni iterace

Ukonceni cyklus skonéi a po jeho ukonéeni platny invariant garantuje
pozadovany efekt cyklu
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SloZitost a korektnost algoritmi Korektnost algoritmi

Korektnost Better Linear Search

1 for i =1 to n do if Afi] = z then return i fi od
2 return NO

Invariant cyklu

Na za&atku kazdé iterace cyklu plati, Ze jestlize prvek x se nalézd v A, tak se
naléza v &asti mezi pozicemi i a n.

Inicializace Na zalatku je i = 1 a proto tvrzeni plati.

Iterace PYedpoklddejme platnost tvrzeni na zacatku iterace.
JestliZe iterace nevrati vysledni hodnotu, tak A[i] # . Proto « musi byt na
nékteré z pozic ¢ + 1 aZ n a invariant zistdva v platnosti i po ukon&eni
iterace (tj. pred nasledujici iteracf).
JestliZe iterace vrati hodnotu 4, platnost tvrzeni po ukonceni iterace je
zfejma.

Ukonégeni Cyklus skon&i bud proto, Ze je nalezena hodnota z anebo proto, %e
1 > n. V obou pfipadech z platnosti tvrzeni po ukonenf iterace cyklu plyne
korektnost vypoéitaného vysledku.
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Problém ¥Fazeni

Vstup posloupnost n &isel (a1, az,...,a,)

Vystup permutace (preuspo¥adani) (a},a),...,al,) vstupni posloupnosti
takovd, Ze af <ah <...<a
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Princip fazeni vkladanim

(a)

(b) (©)
q,ﬂﬂﬂﬂ h(’ﬂﬂﬂ [2]a [T+ 5]
\J)

(d) () (f)

2|47 o 3] [1]2]4]7]0 [1]2]3[4]7]9
SASASAS) U
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SloZitost a korektnost algoritmi

Algoritmus

Insert Sort(A)

1 for j = 2 to A.length do
key < Alj]
// Vloz A[j] do sefazené postupnosti A[1...j5 — 1]
i1
while i > 0 A A[i] > key do
Ali + 1] « A[]
11— 1od
Ali + 1] < key od

® XD oA W
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SloZitost a korektnost algoritmi Razeni vkladanim

Korektnost fazeni vkladanim

Invariant cyklu

Na zatstku kaZdé iterace for cyklu obsahuje pole A[1...j — 1] stejné prvky jako
na zalatku vypoctu, ale sefazené od nejmensiho po nejvétsi.

Inicializace PYed prvni iteraci je j = 2 a tvrzenf plati.

Iterace Predpoklddejme Ze tvrzeni plati p¥ed iteraci j, tj. prvky v A[1...5 — 1]
jsou sefazeny. Jestlize A[j] < A[j — 1], tak v t&le cyklu se prvky
Al — 1], A[j — 2], A[j — 3], ... posouvaji o jednu pozici doprava tak
dlouho, aZ se najde vhodna pozice pro prvek A[j] (¥. 5 - 7). Pole
AJl... 4] proto na konci iterace cyklu obsahuje stejné prvky jako na
zacdtku, ale sefazené. Po navy3eni hodnoty j z(stava tvrzeni v platnosti.

Ukontgeni Cyklus skon&i kdyz j > A.length = n. ProtoZe v kazdé iteraci se
hodnota j navySuje o 1, musi platit j = n + 1. Z platnosti invariantu

cyklu plyne, Ze A[l...n] obsahuje stejné prvky jako na za&atku vypoctu,
ale sefazené.
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___Sloitost a korektnost algoritmi BLESURTICELLEEEEEEEEEE
SlozZitost fazeni vkladanim

Insertion Sort(A) cena pocet
1 for j = 2 to A.length do c1 n
2 key < Alj] &) n—1
5 iej—1 cs n—1
4 whilei>0 A Afi] > key do ¢4 > ot
5 A[Z A 1] — A[Z] Cs Z;L:Q(tj = 1)
6 i+<1i—1od Cg Z?:Q(tj = ].)
7 Ali +1] + key od cr n—1

t; oznaluje polet opakovani while cyklu pro danou hodnotu j

pocet testl v hlavi¢ce cyklu je o 1 vy33i neZ polet iteraci cyklu
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SloZitost a korektnost algoritmi

Slozitost Fazeni vkladanim -nejlepsi pripad

Insertion Sort(A) cena pocet

1 for j =2 to A.length do c1 n
2 key < Alj] ) n—1
3 1+ g—1 c3 n—1
4 whilei>0 A Afi] > keydo ¢4 > imats tj=1
5 A[’L + ].] < A[Z] Cs Z?:Q(tj — ].)
6 i< 1—1od Ce Z?:Q(tj = 1)
7 Ali +1] + key od cr n—1

Tn)=cn+ca(n—1)+cs(n—1)+cy th +c5 Z(t-j —1)

n Jj=2 j=2
T+ (-1 +ern—1)
Jj=2

=cn+cem—1)+cn—1)+ci(n—1)+cr(n—1)
=an+b
linearni sloZitost
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Slozitost fazeni vkladanim -nejhorsi pFipad

Insertion Sort(A) cena potet
1 for j = 2 to A.length do c1 n
2 key < Alj] &) n—1
3 1+ g—1 c3 n—1
4 whilei>0 A Afi] > key do ¢4 > ot ti=j
O] A[Z T ].] — A[l] Cs Z?:Q(tj = 1)
6 i+<1i—1od Ce Z?:Q(tj = 1)
7 Ali+ 1] + key od cr n—1
1
T(n)=cn+ce(n—1)+cs(n—1)+ @(@ —1)
n(n—1 n(n—1
—1-05( ( 5 ))—i—cs( ( 5 ))+C7(n—1)
=an® +bn+c

kvadraticka slozitost
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Asymptoticka notace

m asymptotickou notaci vyuZivame p¥i popisu sloZitosti algoritmi
m umoZiiuje abstrahovat od detailii / zdiiraznit podstatné

piiklad
n(n—+1)
T(n)=cn+c(n—1)+cz(n—1) +C4(T -1)
n(n+1 n(n+1
+cs(¥) +CG(¥) +er(n—1)
:(0_4 C_5+C_6)n2+(cl+02+03+c_4_c_5_c_6_|_c7)n

2 2 2
—(62+C3+C4+C7)

=an’+bn+c
=0(n?)
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rd
Typy notaci

m f(n) = O(g(n)) znamend, ze C x g(n) je horni hranici pro f(n)
m f(n)=Q(g(n)) znamend, ze C' x g(n) je dolni hranici pro f(n)
m f(n) =0O(g(n)) znamend, ze C; x g(n) je horni hranici pro f(n) a

Cy x g(n) je dolnf hranici pro f(n)

f,g jsou funkce, f,g: N —> N

C, C1,C5 jsou konstanty nezdvislé na n
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SloZitost a korektnost algoritmi

O notace

Definice

f(n) = O(g(n)) pravé kdyz existuji kladné konstanty ng a ¢ takové, Ze pro
viechna n > ng plati f(n) < cg(n)

A cg(n)

f(n)

m zapis f(n) € O(g(n)) vs zépis f(n) = O(g(n)) (historické divody)
m funkce g(n) roste asymptoticky rychleji nez funkce f(n)

m alternativni definice f(n) = O(g(n)) pravé kdyz hmsup ggn; < 00
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SloZitost a korektnost algoritmi

O notace - priklady

m 8n? — 88n + 888 = O(n?)
protoZe 8n? — 88n + 888 < 8n? pro viechna n > 11

m 8n? — 88n + 888 = O(n?)
protoZe 8n? — 88n + 8 < 1n? pro véechna n > 10

m 8n% — 880 + 888 # O(n)
protoZe cn < 8n? — 88n + 888 pro n > ¢
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SloZitost a korektnost algoritmi

() notace

Definice

f(n) =Q(g(n)) pravé kdyz existuji kladné konstanty ng a c takové, Ze pro
viechna n > ng plati f(n) > cg(n)

A f(n)

cg(n)

no f(n) :Q(g(n))

funkce g(n) roste asymptoticky pomaleji nez funkce f(n)
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() notace - priklady

m 8n? — 88n + 8 = Q(n?) protoZe 8n? — 88n + 8 > n? pron > 13
m 8n? — 88n + 8 # Q(n?) protoZe 8n? — 88n + 8 < cn® pron > &

m 8n? — 88n + 8 = Q(n) protoze 8n* —88n +8 > n pron > 11
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SloZitost a korektnost algoritmi

© notace

Definice

f(n) = ©(g(n)) pravé kdy? existuji kladné konstanty ng,c; a ¢; takové, Ze pro
vdechna n > ng plati c1g(n) < f(n) < cag(n)

no f(n) = G(Q(n))

funkce f(n) a g(n) rostou stejn& rychle

Donald E. Knuth: Big Omicron and big Omega and big Theta.
ACM SIGACT, Volume 8 Issue 2, April-June 1976, pp. 18 - 24.
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© notace - priklady

m 8n? — 88n + 8 = O(n?)
protoZe 8n? — 88n + 8 = O(n?) a soutasn& 8n? — 88n + 8 = Q(n?)

m 8n? — 88n + 8 # O(n?) protoze 8n? — 88n + 8 # Q(n?)

m 8n? — 88n + 8 # O(n) protoZe 8n? — 88n + 8 # O(n)
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© notace - priklad

%n2 —3n = 0(n?)

® musime najit kladné konstanty c1, co a ng takové, ze

1

cln2 < 577,2 —3n < ch2

plati pro v8echna n > ng
® po Upravé dostdvdme

3
c1 < —
n

<

DN | =

m prava nerovnost plati pro kazdé n > 1 jestlize zvolime ¢ > 1/2
m levd nerovnost plati pro kazdé n > 7 jestlize zvolime ¢; < 1/14

m volba ¢; = 1/14, co = 1/2 a ng = 7 dokazuje platnost vztahu
in? — 3n = O(n?)
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SloZitost a korektnost algoritmi

Asymptoticka notace - vlastnosti

tranzitivita

f(n) = ©(g(n)) a g(n) = O(h(n)) implikuje f(n) = O(h(n))
f(n) = O(g(n)) a g(n) = O(h(n)) implikuje f(n) = O(h(n))
F(n) = (g(n)) a g(n) = Qh(n)) implikuje f(n) = 2(h(n))
reflexivita
f(n)=0©(f(n))  podobné pro O a
symetrie

f(n) =©(g(n)) pravé kdyz g(n) = ©(f(n))

transpozice

f(n) = O(g(n)) pravé kdyz g(n) = Q(f(n))

pozndamka: ne kaZda dvojice funkci je asymptoticky srovnatelnd
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Rozd&l a panuj

Navrh a analyza algoritmu

Rozdél a panuj
m Maximalni a minimalni prvek
m SloZitost rekurzivnich algoritmi
m Jak nepouzivat rekurzi
m Problém maximalni podposloupnosti
m Lokalni maximum
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Navrh algoritmu

idedlni svét navod (algoritmus) ,jak konstruovat algoritmy"

realita osvédéené postupy

e iterativni pFistup

rekurzivni pFistup (rozdél a panuj, divide et impera, divide and conquer)

dynamické programovanf{
hladové techniky
heuristiky

nahodnostni techniky
aproximativni techniky
parametrizované techniky
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Rozd&l a panuj

Rozdél a panuj - principy

Nothing is particularly hard if you divide it into small jobs Henry Ford

Rozdél [divide] problém na podproblémy, které maji men3i velikost nez pavodni
problém.

Vyres [conquer] podproblémy stejnym postupem(rekurzivné). Jestlize velikost
podproblému je mald, pouZzij pfimé feseni.

Kombinuj [combine] ¥eSeni podproblémi a vy¥es pivodni problém.
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Rozd&l a panuj

Maximalni a minimalni prvek

m problém nalezeni maximalniho a minimalniho prvku posloupnosti S[1...n]

m sloZitostni kritérium - pocet porovnani prvka

MaxMin lterative(S)

maz + S[1]
min < S[1]
for i =2 ton do
if S[i] > max then mazx < SYi] fi
if S[i] < min then min < S[i] fi
od

S e

celkem 2(n — 1) porovnani
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eI Tm nimlnpryei
P¥istup Rozdél a panuj

posloupnost rozdél na dvé (stejn& velké) podposloupnosti
H najdi minimalni a maximalni prvek v obou podposloupnostech

kombinuj ¥eSeni podproblém:
maximalnim prvek posloupnosti je vétsi z maximalnich prvk(i podposloupnosti
minimalnim prvek posloupnosti je mensi z minimalnich prvkid podposloupnosti

MaxMin(S, [, r)

1 if r = then return (S[l], S[r]) fi

2 if r = [+ 1 then return (max(S[l], S[r]), min(S[l], S[r])) fi
g if r > 1+ 1 then (4, B) + MAXMIN(S, [, [(I +r)/2])

4 (C, D) < MAXMIN(S, |(I +7)/2] +1,7)
5 return (max(A, C), min(B, D)) fi

inicidlni volani MAXMIN(S, 1,n)
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Maximalni a minimélni prvek
Korektnost

konecnost vypoltu plyne z faktu, Ze kazdé rekurzivni volani se provede pro
postupnost mensi délky

spravnost vypotitaného vysledku dokdZeme indukci vzhledem k délce vstupni

posloupnosti

n =1,n = 2 provedou se p¥ikazy v fadku 1, resp. v ¥adku 2

indukéni predpoklad algoritmus vypodita korektni hodnoty pro viechny
posloupnosti délky nejvyge n —1 (n > 1)

platnost tvrzeni pro n dle induk&niho p¥edpokladu jsou &isla A a B maximalnim
a minimalnim prvkem posloupnosti S[1,..., |(1+ n)/2]], stejné tak &isla C
a D jsou maximdlnim a minimalnim prvkem posloupnosti
S +mn)/2] +1,...,n]
VEtsi z &isel A, C' je pak maximdlnim prvkem posloupnost A[l,...,n] a
mensi z &isel B, D jejim minimem
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Rozd&l a panuj

SlozZitost

rozdél problém na podproblémy mensi velikosti
vyfe$ podproblémy
kombinuj YeSeni podproblémil a vy¥es plvodni problém

n je délka vstupu, podproblémy maji velikosti ny,ng, ..., ng
T'(-) je Casovd sloZitost vypoctu na vstupu délky n
T'(n) = sloZitost rozdéleni+
T(n1)+T(n2)+...T(nk)+
+ sloZitost kombinace

konkrétn& pro algoritmus MAXMIN, sloZitost je polet porovnani prvki
posloupnosti

0+T([n/2])+T([n/2])+2 pron>2
T(n)=<1 pron =2
0 pron=1
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Rozd&l a panuj

SlozZitost

T(|n/2])+T([n/2])+2 pron > 2
T(n)=<1 pron = 2
0 pron=1

indukci vzhledem k n ovéfime, Ze pro n > 1 plati

T(n)< -n-—2

indukéni zéklad n =2 T(2) =1< 5-2-2
indukéni predpoklad nerovnost plati pro v8echny hodnoty 7, 2 <i < n
platnost pro n

T(n)=T(|n/2])+T([n/2]) +2 vyuZijeme indukéni pfedpoklad
) 5 5
<-|n/2] -2+ -[n/2|-24+2=-n—-2
< 2ln/2) — 2+ Spnp2 -2 2= 20
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Mazirnsinfaliminimalni]pryel
Kdo je nejrychlejsi???

Min1(S, 1, 7)
manimum < S[I]
fori=1+1tordo
if minimum > S[i] then minimum < S[i] fi od
return minimum

Min2(S, 1, 7)

if » = [ then return S[r] fi

if > [ then A < MIN2(S,[, |(I +r)/2])
B+ MIN2(S, |[(I+7)/2] +1,r)
return min(A, B) fi

Min3(S, 1, 7)

if r = [ then return S[r] fi
if » > [ then A < MIN3(S,l,7 — 1)
return min(A4, S[r]) fi
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Rozd&l a panuj

Slozitost rekurzivnich algoritmi

m sloZitost obvykle zapiSeme pomoci rekurentni rovnice, kterd vyjad¥uje
sloZitost vypoltu na vstupu velikosti n pomoci sloZitosti vypoctd na mensich
vstupech

m oznatme 7'(n) Easovou sloZitost vypoltu na vstupu délky n
m pro dostate¢n& maly vstup (n < ¢) si pfimé ¥edeni vyZaduje konstantni ¢as

m velky vstup rozd&lime na a podproblémi z nichz kazdy ma velikost 1/b
velikosti plvodniho vstupu

m FeSeni kaZzdého podproblému si vyzad4 ¢as T'(n/b)
m oznatme D(n) &as potFebny na konstrukci podproblémi a C'(n) &as pot¥ebny
na kombinaci ¥eSeni podproblémi a nalezeni ¥eSeni plivodniho problému

o(1) pron <c

T(m) = aT(n/b)+ D(n) + C(n) jinak

Jjak najit FeSeni’' rekurentni rovnice???

Inerekurzivni popis funkce, ktera spliiuje podminky rovnice



Reseni rekurentnich rovnic

substituéni metoda ,uhodneme" ¥eSeni a dokdZeme jeho spravnost
matematickou indukci

metoda rekurzivniho stromu konstruujeme strom, jehoZ vrcholy vyjadfuji
sloZitost jednotlivych rekurzivnich volani; vyslednou sloZitost vypo&itdme

jako sumu ohodnoceni vrcholli stromu

kuchatkova véta (master method) vzorec pro Fedeni rekurentni rovnice tvaru
T(n) = aT(n/b)+ f(n)
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Substituéni metoda

,uhodni* ¥eSeni
matematickou indukci dokaZ jeho korektnost

Priklad

)1 pron =1
Tn) = {ZT( In/2])+mn jinak

T(n) = O(nlogn)
indukci dokdzeme, Ze T'(n) < cnlogn pro dostate€n& velké n a vhodn&
zvolenou konstantu ¢
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Rozd&l a panuj

dokazujeme T'(n) = O(nlogn) pro rovnici

)1 pron =1
T(n) = {QT(Ln/QJ) +n jinak

Induk&ni krok

m predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro viechna m < n, tj. specidlné pro
m = [n/2] plati T(|n/2]) < ¢|n/2]log(|n/2])
® vyuZitim induk&éniho p¥edpokladu dokaZeme platnost tvrzeni pro n

T(n) < 2(c[n/2|log(|n/2])) +n
<cnlog(n/2) +n
=cnlogn —cnlog2+n
=cnlogn —cn+n

< cnlogn
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Rozdgl a panuj SloZitost rekurzivnich algoritmii

dokazujeme T'(n) = O(nlogn) pro rovnici

)1 pron =1
Tl = {QT(Ln/QJ) +mn  jinak

m jako indukéni zdklad nemiZeme pouZit pfipad n = 1, protoZe neplatf
T(1) <cnlogn=cllogl =0

B vyuZijeme, Ze dokazujeme asymptoticky vztah a proto sta&i, aby nerovnost
platila pro v8echna dostate¢n& velkd n

m tvrzeni dokdZeme pro n > 2
m zdkladem indukce bude platnost vztahu pron=2an =3
m pro n > 3 zdvisi hodnota T'(n) jenom od T'(2) a T'(3)

Indukéni zéklad n =2an =3
m dosazenim do rovnice zjistime, ze T(2) =4 a T(3) =5
m zvolime konstantu ¢ > 1 tak, aby pro n = 2 a n = 3 platilo T'(n) < cnlogn
m dobrd volba je ¢ > 2, protoZe plati T'(2) < ¢-2log2iT(3) < c-3log3
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SloZitost rekurzivnich algoritmi
Metoda rekurzivniho stromu

m ,rozbalovani rekurze"

m prehledny zdpis pomoci stromu, jehoZ vrcholy vyjadfuji sloZitost jednotlivych
rekurzivnich volan{

m vrchol stromu je ohodnocen sloZitosti dekompozice a kompozice

m synové vrcholu odpovidaji jednotlivym rekurzivnim volanim

m vyslednou sloZitost vypotitdme jako sumu ohodnoceni vrcholi, obvykle
selitdme po jednotlivych drovnich stromu

metodu miZeme pouZit pro
m nalezeni pfesného FeSeni (je nutné pfesné potitani)
m pro ziskani odhadu na ¥eSeni rekurentni rovnice; pro diikaz YeSeni se pak
pouZije substitu¢ni metoda
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Metoda rekurzivniho stromu - p¥iklad

)1 pron=1
T(n) = {3T(Ln/4j) +en?  jinak

metodu pouZijeme pro ziskdni odhadu ¥eSeni, mizZeme proto predpoklddat, Ze n je
mocninou 4

T(n) cn
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Rozd&l a panuj

1 pron=1
Tl = {3T(Ln/4j) ten®  jinak

r@) @ ) o () e(3)? e(3)
(%) T(8%) T(8%)  T(E) T(%) (%) T(%) (&%) T(3%)
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Rozd&l a panuj

logyg n

cn

\/ T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1)

C’I“L2

Y

Ty Ty > O(nls3)
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Rozd&l a panuj

m kofen ma hloubku 0

(vnitfni) vrchol v hloubce i je ozna&en sloZitosti c(n/4%)?

potet vrcholii s hloubkou i je 3°
soulet sloZitosti vrcholil v hloubce i je 3ic(n/4%)? = (3/16)'cn?

list je oznalen sloZitosti 1 (zaklad rekurentni rovnice) a ma hloubku
i = log, n (protoZe n/4l°8" = 1)
3

m potet listi je 310847 = ploss

B sumaci pfes v8echny lrovné& dostdvame

( 3 )log4 n—1

2 log, 3
cn” +net
16

3
T(n):cn2+Ecn2+-~+
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Rozd&l a panuj

T(n) = cn? + %cn2 +oee (1_36)10g4 "len? 4+ O(n'oes?)
= 1Og§_1 (i)icn2 + @(n1°g43)
16

= 0(n?)

hodnotu T(n) = O(n?) pouZijeme jako odhad pro substituéni metodu
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Rozdgl a panuj SloZitost rekurzivnich algoritmii

Kuchatkova véta (Master method)

Necht a > 1 a b > 1 jsou konstanty, f(n) je polynomidIni funkce, a necht T'(n) je
definovana na nezapornych &islech rekurentni rovnici

T(n) = aT(n/b) + f(n)

Potom plati
O(f(n)) kdyZ af(n/b) = kf(n) pro n&jakou konstantu x < 1
T(n) = < ©(n'oss ) kdy? af(n/b) = K f(n) pro n&jakou konstantu K > 1

O(f(n)log,n)  kdyZz af(n/b) = f(n)
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Rozdgl a panuj SloZitost rekurzivnich algoritmii

Kuchafrkova véta - alternativni varianta

Necht a > 1, b > 1 a d > 0 jsou konstanty a necht T'(n) je definovdna na
nezdpornych &islech rekurentni rovnici

T(n) = aT(n/b) + O(n°)

Potom plati
O(n°) kdyZ a < b° pFipad 1
T(n) =< O(n°logn) kdyz a = b° pFipad 2
O(nloer @) kdyZ a > b° pFipad 3

véta plati i ve varianté& pro O a §)
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Ptiklady pouziti kucharkové véty |

mT(n)=4T(n/2)+1 = T(n) = O(n?)
ptipad 3, a =4,b=2,c =0, 4 > 2°

m T(n) =4T(n/2) +n = T(n) = O(n?)
pfipad 3, a =4,b=2,c=1, 4> 2!

m T(n) =4T(n/2) +n?> = T(n) = 0O(n’logn)
ptipad 2, a =4,b=2,c = 2, 4 = 22

m T(n) =4T(n/2) +n®> = T(n) = O(n?)
ptipad 1, a =4,b=2,c =3, 4 < 23
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Rozd&l a panuj

Ptiklady pouziti kucharkové véty Il

mT(n)=2T(n/2)+1 = T(n) =0O(n)
ptipad 3, a =2,b=2,c =0, 2 > 2°

mT(n)=2T(n/2)+n = T(n) =0O(nlogn)
pfipad 2, a =2,b=2,c=1, 2=2!

m T(n) =2T(n/2) +n?> = T(n) =0(n?)
piipad 1, a = 2,b=2,c = 2, 2 < 22

m T(n) =2T(n/2) +n®> = T(n) =0(n3)
pipad 1, a =2,b=2,c =3, 2 < 23
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Priklady

Hanojské véze
T(n) =2T(n — 1) + 1, zékladni p¥ipad T(0) =0
T(n)=2"—1

MergeSort
T(n) < 2T(n/2) + O(n)

T(n) = O(nlogn)

nasobeni celych ¢&isel
T(n) =4T(n/2) + O(n)
T(n) = 0O(n?)

Strasseniiv algoritmus pro nasobeni celych ¢&isel

T(n) =7T(n/2) + O(n?)
T(n) — O(nlOgb a) — 0(nlog2 7) — (9(n2'81)
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Rozd&l a panuj

Jak nepouzivat rekurzi - nedefinovany vypocet

Bad_Factorial(n)

return n - BAD_FACTORIAL(n — 1)

chybi zaklad rekurze
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Rozd&l a panuj

Jak nepouzivat rekurzi - nekone¢ny vypocet

Awful_Factorial(n)

if n = 0 then return 1
else return - AWFUL_FACTORIAL(n + 1) fi

Beta(n)

if n =1 then return 1
else return n(n — 1)BETA(n — 2) fi
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Jak nepouzivat rekurzi - sloZitost
Fibonacciho posloupnost

FO:07 F1:1, Fn:Fn—1+Fn—2

RecFibo(n)

if n < 2 then return n
else return RECF1BO(n — 1) + RECF1BO(n — 2) fi

Casova slozitost algoritmu
TO)=1, T) =1, T(n)=T(n—-1)+T(n—2)+1

T(n)=0(¢"), ¢=(V5+1)/2
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Jak nepouzivat rekurzi - sloZitost

Fibonacciho posloupnost

FOZOa F1:]., F,=F,_1+F,

IterFibo(n)

F[0] + 0
F[] +1
for i =1 ton do
Fli] + F[i — 1] + F[i — 2] od
return F[n]

Casova sloZitost algoritmu
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Rozd&l a panuj

Jak pouzivat rekurzi - vyznam definice podproblémii

problém maximalni podposloupnosti
m dané je pole celych &isel A[1..n]

m cilem je najit takové indexy 1 < ¢ < j < n, pro které je suma
Ali] + -+ - + A[j] maximaln{

m 13, -3, -25, 20 -3, -16, -23, 18, 20, -7, 12, -5, -22, 15, -4, 7
feSenim je 18, 20, -7, 12

¥eSeni hrubou silou - prozkoumat v8echny dvojice indexi i, j
kvadraticka sloZitost

existuje lepsi YeSeni

rozdél a panuj?
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Rozd&l a panuj

Rozdél a panuj

dana je posloupnost A[low ... high] a hodnota mid

hledané Yeseni Afi. .. j]

(A) je podposloupnosti Allow ...mid] (low < i < j < mid)

(B) je podposloupnosti A[mid+ 1...high] (mid+1 <i < j < high)

(C) zasahuje do obou podposloupnosti (low < i < mid < j < high)

m (A) a (B) jsou problémy stejného typu jako plvodni problém

m (C) 7777
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Rozd&l a panuj Problém maximalni podposloupnosti

Rozdél a panuj

dana je posloupnost A[low ... high] a hodnota mid

hledané Yeseni Afi. .. j]

(A) je podposloupnosti Allow ...mid] (low < i < j < mid)

(B) je podposloupnosti A[mid+ 1...high] (mid+1 <i < j < high)

(C) zasahuje do obou podposloupnosti (low < i < mid < j < high)

m (A) a (B) jsou problémy stejného typu jako plvodni problém
m (C) 7?77

m pro Fedeni (C) stall poznat podposloupnosti tvaru Afi...mid] a
Almid+1...j] s maximalni sumou
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Problém maximélni podposloupnosti
P¥ipad C
FIND_MAX_CROSSING_SUBARRAY

F_M_C_S(A, low, mid, high)

1 leftsum < —oo

2 sum <+ 0

s for i = mid downto low do

4 sum < sum + Ali]

5 if sum > leftsum then leftsum < sum

6 mazxleft < i fi od
7 rightsum < —oo

8 sum + 0

9 for j = mid+ 1 to high do
10 sum + sum + A[j]
11 if sum > rightsum then rightsum < sum
12 mazxright < j fi od
13 return (maxleft, maxright,le ftsum + rightsum)
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Rozd&l a panuj Problém maximalni podposloupnosti

Algoritmus

FIND_MAXIMUM_SUBARRAY
F_M_S(A, low, high)

1 if high = low

2 then return (low, high, Allow))

s else mid = [(low + high)/2]

4 (leftlow,lefthigh,leftsum) < F_-M_S(A, low, mid)

5 (rightlow, righthigh, righttsum) < F_M_S(A, mid + 1, high)
6 (crosslow, crosshigh, crosssum) < F_M_C_S(A, low, mid, high) fi
7 if leftsum > rightsum A leftsum > crosssum

8 then return (leftlow,lefthigh,leftsum) fi

9 if leftsum < rightsum A rightsum > crosssum
10 then return (rightlow, righthigh, rightsum)
11 else return (crosslow, crosshigh, crosssum) fi

IB002 Algoritmy a datové struktury | () Jaro 2016 75/ 88



Rozd&l a panuj

SlozZitost

procedura FIND_MAX_CROSSING_SUBARRAY (A4, low, mid, high)
m oznalme n = high — low + 1
m jedna iterace obou cykld ma konstantni sloZitost
m pocet iteraci cyklu pro levou &3st posloupnosti je mid — low + 1
m polet iteraci cyklu pro pravou &ast posloupnosti je high — mid
m celkovi sloZitost je O(n)

algoritmus FIND_MAXIMUM_SUBARRAY
dekompozice a kompozice v konstantnim ¢ase, fedeni problému (C) v &ase O(n)

_jeq) pron=1
T(n) = {2T(n/2) +O(n) jinak

T(n) = O(nlogn)
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Rozd&l a panuj

Lokalni maximum

m dané pole A[l...n] celych &isel

m tkolem je najit lokdIni maximum v A, tj. takovy index i, pro ktery plati
Ali] > Ali + 1] a sou€asn& Ali] > Ali — 1]

m krajni prvek je lokdlnim maximem pravé kdyz A[1] > A[2] resp.
Aln] > A[n —1]

m12654738

Algoritmus 1
m hrubd sila
m otestuj, zda A[1], A[2],..., A[n] jsou lokdInim maximem
m kazdy test sloZitosti ©(1) = sloZitost O(n)

Algoritmus 2
m najdi maximalni prvek v A
m sloZitost O(n)



Rozd&l a panuj

Lokalni maximum

Algoritmus 3 - rozdél a panuj
m zkontroluj prvek na pozici ¢
m jestlize A[i] je lokdlnim maximem, hotovo
m v opa&ném pFipadé ma A[i] v&tsiho souseda
m jestlize A[i — 1] > A[i], tak lokdIni maximum je vlevo

jestlize Afi + 1] > A[4], tak lokaIni maximum je vpravo
m pokraluj s posloupnosti A[: i — 1] resp. A[i + 1]

v nejhor¥im ptipad& rekurze s max{i — 1,n — i} prvky

balance: i —1=n—1,tj.i=(n—1)/2

T(n)=T(n/2) +6(1)
m T(n) = O(logn)
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Rozd&l a panuj

Lokalni maximum - dvourozmérné

m dand n X n matice vzajemné riznych celych &isel

m lokdInim maximem je prvek M[i, j], ktery je v&t3i nez vSichni jeho sousedé, tj.
prvky M[i+ 1,7], M[i —1,7], M[i,j+ 1] a M[i,j — 1]

m prvek na hranici matice je lokdlnim maximem pravé kdyz je vétsi neZ jeho
sousedé v matici

Algoritmus 1
® hrubd sila
m otestuj vdech n? prvkii matice
m sloZitost O(n?)

Algoritmus 2
m redukce na problém lokadlniho maxima v poli
m najdi maximalni prvek v kazdém sloupci
m v posloupnosti maximalnich prvkd najdi lokalni maximum
m sloZitost O(n?) (sloZitost hleddni maximalnich prvkii v sloupcich!!!)
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Rozd&l a panuj

Lokalni maximum - dvourozmérné

m dand n x n matice vzajemné riiznych celych &isel

m lokdlnim maximem je prvek M|i, j], ktery je v&tsi neZ vsichni jeho sousedé, tj.
prvky M[i+1,4], M[i—1,4], M[i,j+ 1] a M[i,j — 1]

m prvek na hranici matice je lokdlnim maximem pravé kdyz je vétsi neZ jeho
sousedé v matici

Algoritmus 3
m redukce na problém lokdlniho maxima v poli
m v posloupnosti maximalnich prvki najdi lokdInim maximum
m maximalni prvek v sloupci hledej az kdyZ ho potfebuje$
m sloZitost O(nlogn)

existuje efektivnéjsi feseni???
je mozné najit lokalnim maximum v n x n matici v ¢ase O(n) 7?7
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Rozd&l a panuj

Lokalni maximum - rozdél a panuj

m okno - n X n matice

® ram okna - prvni, prostfedni a posledni ¥adek okna, prvni, prostfedni a
posledni sloupec okna

m najdi maximalni prvek g mezi 6n — 6 prvkami ramu

m jestliZe g je v&tSi neZ jeho sousedé, hotovo

m v opacném pripadé ma g vétsiho souseda, ktery uréité nepatfi do ramu
m pokraluj s podoknem, do kterého patFi vétsi soused prvku g
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Rozd&l a panuj LokaIni maximum

Korektnost
1. zvolené podokno obsahuje lokalni maximum
m necht maz je maximalni prvek podokna
® max > soused prvku g > g, , tj. vSichni sousedé prvku max jsou mensi a
maz je lokdlnim maximem

2. konecnost
m v pfipadg, Ze lokdlni maximum neni prvkem ramu podokna, algoritmus
rekurzivné hledd maximum v jeho podokn&
m rekurze se zastavi kdyZ ram okna pokryva celé okno (tj. potet ¥adki /
sloupcli je nejvyde 3), v takovém ptipad& algoritmus prov&¥i kazdy prvek okna
a podle tvrzeni 1 musi toto okno obsahovat lokdlni maximum

3. prvek, ktery najde algoritmus ve zvoleném podokné, je lokalnim
maximem
m necht m je maximalni prvek ramu zvoleného podokna, plati m > g
m kdyZ algoritmus vrati m, tak m je ur€it& vétsi neZ vsichni jeho sousedé
v podokné a soutasn& je i vétsi neZ jeho sousedé obklopujici podokno (vichni
jsou men3i nez g)
® v opacném pfFipadé algoritmus vrati prvek, ktery nepat¥i do rému podokna, je
vétsi neZ vsichni jeho sousedé v podokné a tedy je lokdlnim maximem
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SlozZitost

m vstupem problému je matice rozméri n x n, jako velikost problému
uvaZujeme hodnotu n

mT(n)=T(n/2)+O(n)
m T(n)=0(n)
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Rozd&l a panuj

Rekurzivni vs iterativni pFistup

pro

intuitivni, jednoduchy navrh

dikaz korektnosti vyuZitim matematické indukce
analyza sloZitosti vyuZitim rekurentni rovnice

efektivni FeSeni

proti

neefektivni implementace

ne vzdy podpora ze strany programovaciho jazyka

neefektivni ¥eSeni

m kaZdy rekurzivni algoritmus Ize p¥evést na iterativni
m simulace zdsobniku volanf

m (resp. dynamické programovani)

® jednoduchy ptepis v p¥fipadé tail rekurze
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Rozd&l a panuj

Rekurzivni vs iterativni pFistup

tail rekurze -specialni p¥ipad rekurze, kde se po rekurzivnim volani nedé&ld Zadny
vypocet

ANO F(z,y)
if y = 0 then return =

else F(z-y+x,y—1)fi

G(z)
if y = 0 then return =

else y < G(z — 1) fi
return x -y

NE
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Rekurzivni vs iterativni pFistup

F(z,y)
if y = 0 then return z
else F(z-y+x,y—1) fi

F(z,y)
label : if y = 0 then return x
elsex+—z-y+z
y<y—1
goto label fi
F(z,y)
ret < x

for y=1to y do
ret < ret -y + ret od
return ret
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Rekurzivni vs iterativni pFistup

BIN SEARCH(z, A, left, right)

if right = left then return Alleft] ==z fi

if right < left then mid = |(left + right)/2|
if A[mid] = x then return true fi
if A[mid] < x then left < mid + 1

else right < mid fi

BIN SEARCH(z, A, left, right)

fi

BIN SEARCH(z, A, left, right)
while right < left do mid = | (left + right)/2]
if A[mid] = z then return true fi
if Ajmid] < z then left < mid +1
else right « mid fi
od
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Domaci ukol

Vistup: pole A[l...n] celych &isel

CoOTODELA(n)

if n =1 then write A
else for i =1 to n do
CoToDELA(n — 1)
if n je liché then swap A[l] a A[n]
else swap Ali] a A[n] fi
od fi

B co je vystupem algoritmu?
m jaka je sloZitost vypoltu?
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