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techniky návrhu a analýzy algoritmů
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Motivace

řešit jinak něrešitelné problémy...

Chicago road networks, http://csun.uic.edu/dataviz.html
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Motivace
naučit se něco nového...

An algorithm must be seen to be believed, and the best way to
learn about what an algorithm is all about is to try it.

— Donald Knuth, The Art of Computer Programming

Algorithms: a common language for nature, human, and compu-
ter. — Avi Wigderson
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Motivace

stát se dobrým programátorem...

I will, in fact, claim that the difference between a bad programmer
and a good one is whether he considers his code or his data
structures more important. Bad programmers worry about the
code. Good programmers worry about data structures and their
relationships. — Linus Torvalds (creator of Linux)

Progress is possible only if we train ourselves to think about pro-
grams without thinking of them as pieces of executable code.

— Edsger W. Dijkstra

Algorithms + Data Structures = Programs.
— Niklaus Wirth

IB002 Algoritmy a datové struktury I () Jaro 2016 7 / 88



Motivace

široké uplatněńı...

návrh poč́ıtač̊u logické obvody, systém soubor̊u, p̌rekladače

Internet vyhledáváńı, distribuované sd́ıleńı, cloud computing, packet routing

poč́ıtačová grafika virtuálńı realita, video, hry

multimédia mp3, jpg, rozpoznáváńı obrazu

bezpečnost šifrováńı, hlasováńı, e-obchod

sociálńı śıtě doporučeńı a predikce, reklama

fyzika simulace

biologie projekt lidského genomu, simulace
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Motivace
pro zábavu a zisk...
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Složitost a korektnost algoritmů

Návrh a analýza algoritmů

1 Složitost a korektnost algoritmů
Motivace
Analýza složitosti
Korektnost algoritmů
Asymptotická notace

2 Rozděl a panuj
Maximálńı a minimálńı prvek
Složitost rekurzivńıch algoritmů
Jak nepouž́ıvat rekurzi
Problém maximálńı podposloupnosti
Lokálńı maximum
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace

Motivace

najdi nejkraťśı cestu pro rozvoz čerstvé pizzy

ALGORITMUS???
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace

Řešeńı 1

vyber počátečńı vrchol v0, i← 0
while existuje nenavšt́ıvený vrchol do

i← i+ 1
necht’ pi je nenavšt́ıvený vrchol nejbĺıž k pi−1
navštiv pi od

return vrat’ cestu z p0 do pi
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace

Řešeńı 2

necht’ n je počet vrchol̊u
for i = 1 to n− 1 do

d←∞
for každou dvojici (x, y) koncových bod̊u částečných cest do

if dist(x, y) ≤ d then xi ← x, yi ← y, d← dist(x, y) fi od
spoj vrcholy xi, yi hranou od

spoj hranou koncové vrcholy cesty
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace
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Složitost a korektnost algoritmů Motivace

Korektńı algoritmus

d←∞
for každou z n! permutaćı Πi vrchol̊u do

if cost(Πi) ≤ d cost(Πi)je cena cesty určené permutaćı Πi

then d← cost(Πi) ∧ Pmin ← Πi fi od
return Pmin

korektnost algoritmus prově̌ŕı všech n! možných způsobů projit́ı grafu

složitost algoritmus je nepoužitelný již pro velmi malé grafy
??? existuje efektivněǰśı algoritmus ???
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Vyhledáváńı prvku v posloupnosti

Vstup posloupnost prvk̊u A[1 . . . n] a prvek x

Výstup index i takový, že A[i] = x, resp. hodnota No jestliže prvek x se
v posloupnosti nevyskytuje

Procedure Linear Search

1 answer ← No
2 for i = 1 to n do
3 if A[i] = x then answer ← i fi
4 od
5 return answer
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Vyhledáváńı prvku v posloupnosti – optimalizace I

Procedure Better Linear Search

1 for i = 1 to n do
2 if A[i] = x then return i fi
3 od
4 return No

prvńı výskyt x ukonč́ı prohledáváńı

každý pr̊uchod cyklem znamená 2 testy: v řádku 1 testujeme rovnost i ≤ n,
v řádku 2 testujeme rovnost A[i] = x

stač́ı 1 test?
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Vyhledáváńı prvku v posloupnosti – optimalizace II

Procedure Sentinel Linear Search

1 last ← A[n]
2 A[n]← x
3 i← 1
4 while A[i] 6= x do i← i+ 1 od
5 A[n]← last
6 if i < n ∨ A[n] = x
7 then return i
8 else return No fi

prvńı výskyt x ukonč́ı prohledáváńı

sentinel (zarážka) pro p̌ŕıpad, že pole neobsahuje prvek x

každý pr̊uchod cyklem znamená 1 test

2 testy na závěr (̌rádek 6)
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Složitost

Charles Babage, 1864

As soon as an Analytic Engine exists, it will necessarily guide the future course of
the science. Whenever any resul is sought by its aid, the question will arise - By
what course of calculation can these results be arrived at by the machine in the
shortest time?

kolikrát muśıme zatočit klikou?
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Časová složitost

časová složitost výpočtu = součet (cena operace × počet opakováńı)

časová složitost algoritmu je funkce délky vstupu

• složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě
maximálńı délka výpočtu na vstupu délky n

• složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě
minimálńı délka výpočtu na vstupu délky n

• pr̊uměrnásložitost
pr̊uměr složitost́ı výpočt̊u na všech vstupech délky n

složitost = časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Časová složitost Linear Search
1 answer ← No
2 for i = 1 to n do
3 if A[i] = x
4 then answer ← i fi od
5 return answer

označme ti cenu operace na řádku i

operace z řádk̊u 1 a 5 se vykonaj́ı jednou

řádek 2 se vykoná n+ 1 krát

řádek 3 se vykoná n krát

p̌rǐrazeńı v řádku 4 se vykoná úměrně počtu výskyt̊u x v poli

časová složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě

t1 + t2 · (n+ 1) + t3 · n+ t4 · 0 + t5

časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě

t1 + t2 · (n+ 1) + t3 · n+ t4 · n+ t5

složitost je tvaru c · n+ d, kde c a d jsou konstanty nezávislé na n
složitost je lineárńı vzhledem k délce vstupu n
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Složitost a korektnost algoritmů Analýza složitosti

Časová složitost optimalizovaných algoritmů

Better Linear Search

1 for i = 1 to n do if A[i] = x then return i fi od
2 return No

časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě je lineárńı

časová složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě je konstantńı

Sentinel Linear Search

1 last ← A[n], A[n]← x, i← 1
2 while A[i] 6= x do i← i+ 1 od
3 A[n]← last
4 if i < n ∨ A[n] = x then return i else return No fi

časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě je lineárńı

časová složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě je konstantńı

rozd́ıl je v konstantńıch faktorech
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Složitost a korektnost algoritmů Korektnost algoritmů

Korektnost algoritmu

vstupńı podḿınka ze všech možných vstupů pro daný algoritmus vymezuje ty,
pro které je algoritmus definován

výstupńı podḿınka pro každý vstup daného algoritmu splňuj́ıćı vstupńı
podḿınku určuje, jak má vypadat výsledek odpov́ıdaj́ıćı danému vstupu

algoritmus je (totálně) korektńı jestliže pro každý vstup splňuj́ıćı vstupńı
podḿınku výpočet skonč́ı a výsledek splňuje výstupńı podḿınku

úplnost (konvergence) pro každý vstup splňuj́ıćı vstupńı podḿınku výpočet
skonč́ı

částečná (parciálńı) korektnost pro každý vstup, který splňuje vstupńı
podḿınku a výpočet na něm skonč́ı, výstup splňuje výstupńı podḿınku
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Složitost a korektnost algoritmů Korektnost algoritmů

Korektnost iterativńıho algoritmu

analyzujeme efekt jednotlivých operaćı

analýza efektu cyklu

u vnǒrených cykl̊u zač́ınáme od cyklu nejhlubš́ı úrovně

pro každý cyklus urč́ıme jeho invariant

invariantem cyklu je takové tvrzeńı, které plat́ı p̌red vykonáńım a po vykonáńı
každé iterace cyklu

dokážeme, že invariant cyklu je pravdivý

využit́ım invariantu

• dokážeme konečnost výpočtu cyklu
• dokážeme efekt cyklu
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Složitost a korektnost algoritmů Korektnost algoritmů

Invariant cyklu

Inicializace invariant je platný p̌red začátkem vykonáváńı cyklu

Iterace jestliže invariant plat́ı p̌red iteraćı cyklu, z̊ustává v platnosti i po
vykonáńı iterace

Ukončeńı cyklus skonč́ı a po jeho ukončeńı platný invariant garantuje
požadovaný efekt cyklu
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Složitost a korektnost algoritmů Korektnost algoritmů

Korektnost Better Linear Search

1 for i = 1 to n do if A[i] = x then return i fi od
2 return No

Invariant cyklu

Na začátku každé iterace cyklu plat́ı, že jestliže prvek x se nalézá v A, tak se
nalézá v části mezi pozicemi i a n.

Inicializace Na začátku je i = 1 a proto tvrzeńı plat́ı.
Iterace Předpokládejme platnost tvrzeńı na začátku iterace.

Jestliže iterace nevrát́ı výsledńı hodnotu, tak A[i] 6= x. Proto x muśı být na
některé z pozic i+ 1 až n a invariant z̊ustává v platnosti i po ukončeńı
iterace (tj. p̌red následuj́ıćı iteraćı).
Jestliže iterace vrát́ı hodnotu i, platnost tvrzeńı po ukončeńı iterace je
žrejmá.

Ukončeńı Cyklus skonč́ı bud’ proto, že je nalezena hodnota x anebo proto, že
i > n. V obou p̌ŕıpadech z platnosti tvrzeńı po ukončeńı iterace cyklu plyne
korektnost vypoč́ıtaného výsledku.
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Problém řazeńı

Vstup posloupnost n č́ısel (a1, a2, . . . , an)

Výstup permutace (p̌reuspǒrádáńı) (a′1, a
′
2, . . . , a

′
n) vstupńı posloupnosti

taková, že a′1 ≤ a′2 ≤ . . . ≤ a′n
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Princip řazeńı vkládáńım

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

7 2 4 9 1 3 2 7 4 9 1 3 2 4 7 9 1 3

1 2 3 4 7 92 4 7 9 1 3 1 2 4 7 9 3
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Algoritmus

Insert Sort(A)

1 for j = 2 to A.length do
2 key ← A[j]
3 // Vlož A[j] do seřazené postupnosti A[1 . . . j − 1]
4 i← j − 1
5 while i > 0 ∧ A[i] > key do
6 A[i+ 1]← A[i]
7 i← i− 1 od
8 A[i+ 1]← key od
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Korektnost řazeńı vkládáńım

Invariant cyklu

Na začátku každé iterace for cyklu obsahuje pole A[1 . . . j − 1] stejné prvky jako
na začátku výpočtu, ale sěrazené od nejmenš́ıho po nejvěťśı.

Inicializace Před prvńı iteraćı je j = 2 a tvrzeńı plat́ı.

Iterace Předpokládejme že tvrzeńı plat́ı p̌red iteraćı j, tj. prvky v A[1 . . . j − 1]
jsou sěrazeny. Jestliže A[j] < A[j − 1], tak v těle cyklu se prvky
A[j − 1], A[j − 2], A[j − 3], . . . posouvaj́ı o jednu pozici doprava tak
dlouho, až se najde vhodná pozice pro prvek A[j] (̌r. 5 - 7). Pole
A[1 . . . j] proto na konci iterace cyklu obsahuje stejné prvky jako na
začátku, ale sěrazené. Po navýšeńı hodnoty j z̊ustává tvrzeńı v platnosti.

Ukončeńı Cyklus skonč́ı když j > A.length = n. Protože v každé iteraci se
hodnota j navyšuje o 1, muśı platit j = n+ 1. Z platnosti invariantu
cyklu plyne, že A[1 . . . n] obsahuje stejné prvky jako na začátku výpočtu,
ale sěrazené.
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Složitost řazeńı vkládáńım

Insertion Sort(A) cena počet

1 for j = 2 to A.length do c1 n
2 key ← A[j] c2 n− 1
3 i← j − 1 c3 n− 1
4 while i > 0 ∧ A[i] > key do c4

∑n
j=2 tj

5 A[i+ 1]← A[i] c5
∑n

j=2(tj − 1)

6 i← i− 1 od c6
∑n

j=2(tj − 1)

7 A[i+ 1]← key od c7 n− 1

tj označuje počet opakováńı while cyklu pro danou hodnotu j

počet test̊u v hlavičce cyklu je o 1 vyš̌śı než počet iteraćı cyklu
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Složitost řazeńı vkládáńım -nejlepš́ı p̌ŕıpad
Insertion Sort(A) cena počet

1 for j = 2 to A.length do c1 n
2 key ← A[j] c2 n− 1
3 i← j − 1 c3 n− 1
4 while i > 0 ∧ A[i] > key do c4

∑n
j=2 tj tj = 1

5 A[i+ 1]← A[i] c5
∑n

j=2(tj − 1)

6 i← i− 1 od c6
∑n

j=2(tj − 1)

7 A[i+ 1]← key od c7 n− 1

T (n) = c1n+ c2(n− 1) + c3(n− 1) + c4

n∑
j=2

tj + c5

n∑
j=2

(tj − 1)

+ c6

n∑
j=2

(tj − 1) + c7(n− 1)

= c1n+ c2(n− 1) + c4(n− 1) + c4(n− 1) + c7(n− 1)

= an+ b

lineárńı složitost
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Složitost a korektnost algoritmů Řazeńı vkládáńım

Složitost řazeńı vkládáńım -nejhořśı p̌ŕıpad

Insertion Sort(A) cena počet

1 for j = 2 to A.length do c1 n
2 key ← A[j] c2 n− 1
3 i← j − 1 c3 n− 1
4 while i > 0 ∧ A[i] > key do c4

∑n
j=2 tj tj = j

5 A[i+ 1]← A[i] c5
∑n

j=2(tj − 1)

6 i← i− 1 od c6
∑n

j=2(tj − 1)

7 A[i+ 1]← key od c7 n− 1

T (n) = c1n+ c2(n− 1) + c3(n− 1) + c4
(n(n+ 1)

2
− 1
)

+ c5
(n(n− 1)

2

)
+ c6

(n(n− 1)

2

)
+ c7(n− 1)

= an2 + bn+ c

kvadratická složitost
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Asymptotická notace

asymptotickou notaci využ́ıváme p̌ri popisu složitosti algoritmů

umožňuje abstrahovat od detail̊u / zdůraznit podstatné

p̌ŕıklad

T (n) = c1n+ c2(n− 1) + c3(n− 1) + c4
(n(n+ 1)

2
− 1
)

+ c5
(n(n+ 1)

2

)
+ c6

(n(n+ 1)

2

)
+ c7(n− 1)

= (
c4
2

+
c5
2

+
c6
2

)n2 + (c1 + c2 + c3 +
c4
2
− c5

2
− c6

2
+ c7)n

− (c2 + c3 + c4 + c7)

= an2 + bn+ c

= Θ(n2)
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Typy notaćı

f(n) = O(g(n)) znamená, že C × g(n) je horńı hranićı pro f(n)

f(n) = Ω(g(n)) znamená, že C × g(n) je dolńı hranićı pro f(n)

f(n) = Θ(g(n)) znamená, že C1 × g(n) je horńı hranićı pro f(n) a

C2 × g(n) je dolńı hranićı pro f(n)

f, g jsou funkce, f, g : N→ N

C,C1, C2 jsou konstanty nezávislé na n
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

O notace
Definice

f(n) = O(g(n)) právě když existuj́ı kladné konstanty n0 a c takové, že pro
všechna n ≥ n0 plat́ı f(n) ≤ cg(n)

n0 f(n) = O(g(n))

cg(n)

f(n)

zápis f(n) ∈ O(g(n)) vs zápis f(n) = O(g(n)) (historické d̊uvody)

funkce g(n) roste asymptoticky rychleji než funkce f(n)

alternativńı definice f(n) = O(g(n)) právě když lim sup
n→∞

f(n)
g(n) <∞
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

O notace - p̌ŕıklady

8n2 − 88n+ 888 = O(n2)

protože 8n2 − 88n+ 888 < 8n2 pro všechna n ≥ 11

8n2 − 88n+ 888 = O(n3)

protože 8n2 − 88n+ 8 < 1n3 pro všechna n ≥ 10

8n2 − 88n+ 888 6= O(n)

protože cn < 8n2 − 88n+ 888 pro n > c
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Ω notace

Definice

f(n) = Ω(g(n)) právě když existuj́ı kladné konstanty n0 a c takové, že pro
všechna n ≥ n0 plat́ı f(n) ≥ cg(n)

n0 f(n) = Ω(g(n))

cg(n)

f(n)

funkce g(n) roste asymptoticky pomaleji než funkce f(n)
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Ω notace - p̌ŕıklady

8n2 − 88n+ 8 = Ω(n2) protože 8n2 − 88n+ 8 > n2 pro n > 13

8n2 − 88n+ 8 6= Ω(n3) protože 8n2 − 88n+ 8 < cn3 pro n > 8
c

8n2 − 88n+ 8 = Ω(n) protože 8n2 − 88n+ 8 > n pro n > 11
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Θ notace

Definice

f(n) = Θ(g(n)) právě když existuj́ı kladné konstanty n0, c1 a c1 takové, že pro
všechna n ≥ n0 plat́ı c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n)

n0 f(n) = Θ(g(n))

c2g(n)

f(n)

c1g(n)

funkce f(n) a g(n) rostou stejně rychle

Donald E. Knuth: Big Omicron and big Omega and big Theta.
ACM SIGACT, Volume 8 Issue 2, April-June 1976, pp. 18 - 24.
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Θ notace - p̌ŕıklady

8n2 − 88n+ 8 = Θ(n2)
protože 8n2 − 88n+ 8 = O(n2) a současně 8n2 − 88n+ 8 = Ω(n2)

8n2 − 88n+ 8 6= Θ(n3) protože 8n2 − 88n+ 8 6= Ω(n3)

8n2 − 88n+ 8 6= Θ(n) protože 8n2 − 88n+ 8 6= O(n)
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Θ notace - p̌ŕıklad

1

2
n2 − 3n = Θ(n2)

muśıme naj́ıt kladné konstanty c1, c2 a n0 takové, že

c1n
2 ≤ 1

2
n2 − 3n ≤ c2n2

plat́ı pro všechna n ≥ n0
po úpravě dostáváme

c1 ≤
1

2
− 3

n
≤ c2

pravá nerovnost plat́ı pro každé n ≥ 1 jestliže zvoĺıme c2 ≥ 1/2

levá nerovnost plat́ı pro každé n ≥ 7 jestliže zvoĺıme c1 ≤ 1/14

volba c1 = 1/14, c2 = 1/2 a n0 = 7 dokazuje platnost vztahu
1
2n

2 − 3n = Θ(n2)
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Složitost a korektnost algoritmů Asymptotická notace

Asymptotická notace - vlastnosti
tranzitivita

f(n) = Θ(g(n)) a g(n) = Θ(h(n)) implikuje f(n) = Θ(h(n))

f(n) = O(g(n)) a g(n) = O(h(n)) implikuje f(n) = O(h(n))

f(n) = Ω(g(n)) a g(n) = Ω(h(n)) implikuje f(n) = Ω(h(n))

reflexivita

f(n) = Θ(f(n)) podobně pro O a Ω

symetrie

f(n) = Θ(g(n)) právě když g(n) = Θ(f(n))

transpozice

f(n) = O(g(n)) právě když g(n) = Ω(f(n))

poznámka: ne každá dvojice funkćı je asymptoticky srovnatelná
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Rozděl a panuj

Návrh a analýza algoritmů

1 Složitost a korektnost algoritmů
Motivace
Analýza složitosti
Korektnost algoritmů
Asymptotická notace

2 Rozděl a panuj
Maximálńı a minimálńı prvek
Složitost rekurzivńıch algoritmů
Jak nepouž́ıvat rekurzi
Problém maximálńı podposloupnosti
Lokálńı maximum
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Rozděl a panuj

Návrh algoritmů

ideálńı svět návod (algoritmus)
”
jak konstruovat algoritmy“

realita osvědčené postupy

• iterativńı p̌ŕıstup

• rekurzivńı p̌ŕıstup (rozděl a panuj, divide et impera, divide and conquer)

• dynamické programováńı
• hladové techniky
• heuristiky
• náhodnostńı techniky
• aproximativńı techniky
• parametrizované techniky
• . . . . . .

IB002 Algoritmy a datové struktury I () Jaro 2016 44 / 88



Rozděl a panuj

Rozděl a panuj - principy

Nothing is particularly hard if you divide it into small jobs Henry Ford

Rozděl [divide] problém na podproblémy, které maj́ı menš́ı velikost než původńı
problém.

Vy̌reš [conquer] podproblémy stejným postupem(rekurźıvně). Jestliže velikost
podproblému je malá, použij p̌ŕımé řešeńı.

Kombinuj [combine] řešeńı podproblémů a vy̌reš původńı problém.
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Maximálńı a minimálńı prvek

problém nalezeńı maximálńıho a minimálńıho prvku posloupnosti S[1 . . . n]

složitostńı kritérium - počet porovnáńı prvk̊u

MaxMin Iterative(S)

1 max← S[1]
2 min← S[1]
3 for i = 2 to n do
4 if S[i] > max then max← S[i] fi
5 if S[i] < min then min← S[i] fi
6 od

celkem 2(n− 1) porovnáńı
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Př́ıstup Rozděl a panuj

1 posloupnost rozděl na dvě (stejně velké) podposloupnosti

2 najdi minimálńı a maximálńı prvek v obou podposloupnostech

3 kombinuj řešeńı podproblémů:
maximálńım prvek posloupnosti je věťśı z maximálńıch prvk̊u podposloupnost́ı
minimálńım prvek posloupnosti je menš́ı z minimálńıch prvk̊u podposloupnost́ı

MaxMin(S, l, r)

1 if r = l then return (S[l], S[r]) fi
2 if r = l + 1 then return (max(S[l], S[r]),min(S[l], S[r])) fi
3 if r > l + 1 then (A,B)←MaxMin(S, l, b(l + r)/2c)
4 (C,D)←MaxMin(S, b(l + r)/2c+ 1, r)
5 return (max(A,C),min(B,D)) fi

iniciálńı voláńı MaxMin(S, 1, n)
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Korektnost

konečnost výpočtu plyne z faktu, že každé rekurzivńı voláńı se provede pro
postupnost menš́ı délky

správnost vypoč́ıtaného výsledku dokážeme indukćı vzhledem k délce vstupńı
posloupnosti

n = 1,n = 2 provedou se p̌ŕıkazy v řádku 1, resp. v řádku 2

indukčńı p̌redpoklad algoritmus vypoč́ıtá korektńı hodnoty pro všechny
posloupnosti délky nejvýše n− 1 (n > 1)

platnost tvrzeńı pro n dle indukčńıho p̌redpokladu jsou č́ısla A a B maximálńım
a minimálńım prvkem posloupnosti S[1, . . . , b(1 + n)/2c], stejně tak č́ısla C
a D jsou maximálńım a minimálńım prvkem posloupnosti
S[b(1 + n)/2c+ 1, . . . , n]
věťśı z č́ısel A,C je pak maximálńım prvkem posloupnost A[1, . . . , n] a
menš́ı z č́ısel B,D jej́ım minimem
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Složitost
rozděl problém na podproblémy menš́ı velikosti

vy̌reš podproblémy

kombinuj řešeńı podproblémů a vy̌reš původńı problém

n je délka vstupu, podproblémy maj́ı velikosti n1, n2, . . . , nk

T (·) je časová složitost výpočtu na vstupu délky n

T (n) = složitost rozděleńı+

T (n1) + T (n2) + . . . T (nk)+

+ složitost kombinace

konkrétně pro algoritmus MAxMin, složitost je počet porovnáńı prvk̊u
posloupnosti

T (n) =


0 + T (bn/2c) + T (dn/2e) + 2 pro n > 2

1 pro n = 2

0 pro n = 1
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Složitost

T (n) =


T (bn/2c) + T (dn/2e) + 2 pro n > 2

1 pro n = 2

0 pro n = 1

indukćı vzhledem k n ově̌ŕıme, že pro n > 1 plat́ı

T (n) ≤ 5

3
n− 2

indukčńı základ n = 2 T (2) = 1 < 5
3 · 2− 2

indukčńı p̌redpoklad nerovnost plat́ı pro všechny hodnoty i, 2 ≤ i < n

platnost pro n

T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + 2 využijeme indukčńı p̌redpoklad

≤ 5

3
bn/2c − 2 +

5

3
dn/2e − 2 + 2 =

5

3
n− 2
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Rozděl a panuj Maximálńı a minimálńı prvek

Kdo je nejrychleǰśı???

Min1(S, l, r)

minimum← S[l]
for i = l + 1 to r do

if minimum > S[i] then minimum← S[i] fi od
return minimum

Min2(S, l, r)

if r = l then return S[r] fi
if r > l then A←Min2(S, l, b(l + r)/2c)

B ←Min2(S, b(l + r)/2c+ 1, r)
return min(A,B) fi

Min3(S, l, r)

if r = l then return S[r] fi
if r > l then A←Min3(S, l, r − 1)

return min(A,S[r]) fi
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Složitost rekurzivńıch algoritmů
složitost obvykle zaṕı̌seme pomoćı rekurentńı rovnice, která vyjaďruje
složitost výpočtu na vstupu velikosti n pomoćı složitosti výpočt̊u na menš́ıch
vstupech

označme T (n) časovou složitost výpočtu na vstupu délky n

pro dostatečně malý vstup (n ≤ c) si p̌ŕımé řešeńı vyžaduje konstantńı čas

velký vstup rozděĺıme na a podproblémů z nichž každý má velikost 1/b
velikosti původńıho vstupu

řešeńı každého podproblému si vyžádá čas T (n/b)

označme D(n) čas poťrebný na konstrukci podproblémů a C(n) čas poťrebný
na kombinaci řešeńı podproblémů a nalezeńı řešeńı původńıho problému

T (n) =

{
Θ(1) pro n ≤ c
aT (n/b) +D(n) + C(n) jinak

jak naj́ıt řešeńı 1 rekurentńı rovnice???

1nerekurzivńı popis funkce, která splňuje podḿınky rovnice
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Řešeńı rekurentńıch rovnic

substitučńı metoda
”
uhodneme“ řešeńı a dokážeme jeho správnost

matematickou indukćı

metoda rekurzivńıho stromu konstruujeme strom, jehož vrcholy vyjaďruj́ı
složitost jednotlivých rekurzivńıch voláńı; výslednou složitost vypoč́ıtáme
jako sumu ohodnoceńı vrchol̊u stromu

kuchǎrková věta (master method) vzorec pro řešeńı rekurentńı rovnice tvaru
T (n) = aT (n/b)+ f(n)
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Substitučńı metoda

1
”
uhodni“ řešeńı

2 matematickou indukćı dokaž jeho korektnost

Př́ıklad

T (n) =

{
1 pro n = 1

2T (bn/2c) + n jinak

1 T (n) = O(n log n)

2 indukćı dokážeme, že T (n) ≤ cn log n pro dostatečně velké n a vhodně
zvolenou konstantu c
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

dokazujeme T (n) = O(n log n) pro rovnici

T (n) =

{
1 pro n = 1

2T (bn/2c) + n jinak

Indukčńı krok

p̌redpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechna m < n, tj. speciálně pro
m = bn/2c plat́ı T (bn/2c) ≤ cbn/2c log(bn/2c)
využit́ım indukčńıho p̌redpokladu dokážeme platnost tvrzeńı pro n

T (n) ≤ 2(cbn/2c log(bn/2c)) + n

≤ cn log(n/2) + n

= cn log n− cn log 2 + n

= cn log n− cn+ n

≤ cnlogn
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

dokazujeme T (n) = O(n log n) pro rovnici

T (n) =

{
1 pro n = 1

2T (bn/2c) + n jinak

jako indukčńı základ nemůžeme použ́ıt p̌ŕıpad n = 1, protože neplat́ı
T (1) ≤ cn log n = c1 log 1 = 0

využijeme, že dokazujeme asymptotický vztah a proto stač́ı, aby nerovnost
platila pro všechna dostatečně velká n

tvrzeńı dokážeme pro n ≥ 2

základem indukce bude platnost vztahu pro n = 2 a n = 3

pro n > 3 záviśı hodnota T (n) jenom od T (2) a T (3)

Indukčńı základ n = 2 a n = 3

dosazeńım do rovnice zjist́ıme, že T (2) = 4 a T (3) = 5

zvoĺıme konstantu c ≥ 1 tak, aby pro n = 2 a n = 3 platilo T (n) ≤ cn log n

dobrá volba je c ≥ 2, protože plat́ı T (2) ≤ c · 2 log 2 i T (3) ≤ c · 3 log 3
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Metoda rekurzivńıho stromu

”
rozbalováńı rekurze“

p̌rehledný zápis pomoćı stromu, jehož vrcholy vyjaďruj́ı složitost jednotlivých
rekurzivńıch voláńı

vrchol stromu je ohodnocen složitost́ı dekompozice a kompozice

synové vrcholu odpov́ıdaj́ı jednotlivým rekurzivńım voláńım

výslednou složitost vypoč́ıtáme jako sumu ohodnoceńı vrchol̊u, obvykle
seč́ıtáme po jednotlivých úrovńıch stromu

metodu můžeme použ́ıt pro

nalezeńı p̌resného řešeńı (je nutné p̌resné poč́ıtáńı)

pro źıskáńı odhadu na řešeńı rekurentńı rovnice; pro důkaz řešeńı se pak
použije substitučńı metoda
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Metoda rekurzivńıho stromu - p̌ŕıklad

T (n) =

{
1 pro n = 1

3T (bn/4c) + cn2 jinak

metodu použijeme pro źıskáńı odhadu řešeńı, můžeme proto p̌redpokládat, že n je
mocninou 4

T
(
n
4

)
T

(
n
4

)
T

(
n
4

)

cn2T (n) =⇒
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

T (n) =

{
1 pro n = 1

3T (bn/4c) + cn2 jinak
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Θ(nlog4 3)

Total: O(n2)(d)

...
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

kǒren má hloubku 0

(vniťrńı) vrchol v hloubce i je označen složitost́ı c(n/4i)2

počet vrchol̊u s hloubkou i je 3i

součet složitost́ı vrchol̊u v hloubce i je 3ic(n/4i)2 = (3/16)icn2

list je označen složitost́ı 1 (základ rekurentńı rovnice) a má hloubku
i = log4 n (protože n/4log4 n = 1)

počet list̊u je 3log4 n = nlog4 3

sumaćı p̌res všechny úrovně dostáváme

T (n) = cn2 +
3

16
cn2 + · · ·+

( 3

16

)log4 n−1
cn2 + nlog4 3
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

T (n) = cn2 +
3

16
cn2 + · · ·+

( 3

16

)log4 n−1
cn2 + Θ(nlog4 3)

=

log4 n−1∑
i=0

( 3

16

)i
cn2 + Θ(nlog4 3)

<

∞∑
i=0

( 3

16

)i
cn2 + Θ(nlog4 3)

=
1

1− (3/16)
cn2 + Θ(nlog4 3)

=
16

13
cn2 + nlog4 3

= O(n2)

hodnotu T (n) = O(n2) použijeme jako odhad pro substitučńı metodu
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Kuchǎrková věta (Master method)

Necht’ a ≥ 1 a b > 1 jsou konstanty, f(n) je polynomiálńı funkce, a necht’ T (n) je
definována na nezáporných č́ıslech rekurentńı rovnićı

T (n) = aT (n/b) + f(n)

Potom plat́ı

T (n) =



Θ(f(n)) když af(n/b) = κf(n) pro nějakou konstantu κ < 1

Θ(nlogb a) když af(n/b) = Kf(n) pro nějakou konstantu K > 1

Θ(f(n) logb n) když af(n/b) = f(n)
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Kuchǎrková věta - alternativńı varianta

Necht’ a ≥ 1, b > 1 a d ≥ 0 jsou konstanty a necht’ T (n) je definována na
nezáporných č́ıslech rekurentńı rovnićı

T (n) = aT (n/b) + Θ(nc)

Potom plat́ı

T (n) =



Θ(nc) když a < bc p̌ŕıpad 1

Θ(nc log n) když a = bc p̌ŕıpad 2

Θ(nlogb a) když a > bc p̌ŕıpad 3

věta plat́ı i ve variantě pro O a Ω
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Př́ıklady použit́ı kuchǎrkové věty I

T (n) = 4T (n/2) + 1 =⇒ T (n) = Θ(n2)
p̌ŕıpad 3, a = 4, b = 2, c = 0, 4 > 20

T (n) = 4T (n/2) + n =⇒ T (n) = Θ(n2)
p̌ŕıpad 3, a = 4, b = 2, c = 1, 4 > 21

T (n) = 4T (n/2) + n2 =⇒ T (n) = Θ(n2 log n)
p̌ŕıpad 2, a = 4, b = 2, c = 2, 4 = 22

T (n) = 4T (n/2) + n3 =⇒ T (n) = Θ(n3)
p̌ŕıpad 1, a = 4, b = 2, c = 3, 4 < 23
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Př́ıklady použit́ı kuchǎrkové věty II

T (n) = 2T (n/2) + 1 =⇒ T (n) = Θ(n)
p̌ŕıpad 3, a = 2, b = 2, c = 0, 2 > 20

T (n) = 2T (n/2) + n =⇒ T (n) = Θ(n log n)
p̌ŕıpad 2, a = 2, b = 2, c = 1, 2 = 21

T (n) = 2T (n/2) + n2 =⇒ T (n) = Θ(n2)
p̌ŕıpad 1, a = 2, b = 2, c = 2, 2 < 22

T (n) = 2T (n/2) + n3 =⇒ T (n) = Θ(n3)
p̌ŕıpad 1, a = 2, b = 2, c = 3, 2 < 23
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Rozděl a panuj Složitost rekurzivńıch algoritmů

Př́ıklady

Hanojské věže
T (n) = 2T (n− 1) + 1, základńı p̌ŕıpad T (0) = 0

T (n) = 2n − 1

MergeSort
T (n) ≤ 2T (n/2) + Θ(n)

T (n) = Θ(n log n)

násobeńı celých č́ısel
T (n) = 4T (n/2) +O(n)

T (n) = O(n2)

Strassen̊uv algoritmus pro násobeńı celých č́ısel

T (n) = 7T (n/2) +O(n2)
T (n) = O(nlogb a) = O(nlog2 7) = O(n2.81)

IB002 Algoritmy a datové struktury I () Jaro 2016 67 / 88



Rozděl a panuj Jak nepouž́ıvat rekurzi

Jak nepouž́ıvat rekurzi - nedefinovaný výpočet

Bad Factorial(n)

return n ·Bad Factorial(n− 1)

chyb́ı základ rekurze
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Rozděl a panuj Jak nepouž́ıvat rekurzi

Jak nepouž́ıvat rekurzi - nekonečný výpočet

Awful Factorial(n)

if n = 0 then return 1
else return 1

n+1Awful Factorial(n+ 1) fi

Beta(n)

if n = 1 then return 1
else return n(n− 1)Beta(n− 2) fi
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Rozděl a panuj Jak nepouž́ıvat rekurzi

Jak nepouž́ıvat rekurzi - složitost

Fibonacciho posloupnost

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2

RecFibo(n)

if n < 2 then return n
else return RecFibo(n− 1) + RecFibo(n− 2) fi

časová složitost algoritmu

T (0) = 1, T (1) = 1, T (n) = T (n− 1) + T (n− 2) + 1

T (n) = Θ(φn), φ = (
√

5 + 1)/2
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Rozděl a panuj Jak nepouž́ıvat rekurzi

Jak nepouž́ıvat rekurzi - složitost

Fibonacciho posloupnost

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2

IterFibo(n)

F [0]← 0
F [1]← 1
for i = 1 to n do

F [i]← F [i− 1] + F [i− 2] od
return F [n]

časová složitost algoritmu
T (n) = Θ(n)
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Jak použ́ıvat rekurzi - význam definice podproblémů

problém maximálńı podposloupnosti

dané je pole celých č́ısel A[1..n]

ćılem je naj́ıt takové indexy 1 ≤ i ≤ j ≤ n, pro které je suma
A[i] + · · ·+A[j] maximálńı

13, -3, -25, 20 -3, -16, -23, 18, 20, -7, 12, -5, -22, 15, -4, 7

řešeńım je 18, 20, -7, 12

řešeńı hrubou śılou - prozkoumat všechny dvojice index̊u i, j

kvadratická složitost

existuje lepš́ı řešeńı

rozděl a panuj?
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Rozděl a panuj

daná je posloupnost A[low . . . high] a hodnota mid

hledané řešeńı A[i . . . j]

(A) je podposloupnost́ı A[low . . .mid] (low ≤ i ≤ j ≤ mid)

(B) je podposloupnost́ı A[mid+ 1 . . . high] (mid+ 1 ≤ i ≤ j ≤ high)

(C) zasahuje do obou podposloupnost́ı (low ≤ i ≤ mid < j ≤ high)

(A) a (B) jsou problémy stejného typu jako původńı problém

(C) ????

pro řešeńı (C) stač́ı poznat podposloupnosti tvaru A[i . . .mid] a
A[mid+ 1 . . . j] s maximálńı sumou
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Rozděl a panuj

daná je posloupnost A[low . . . high] a hodnota mid

hledané řešeńı A[i . . . j]

(A) je podposloupnost́ı A[low . . .mid] (low ≤ i ≤ j ≤ mid)

(B) je podposloupnost́ı A[mid+ 1 . . . high] (mid+ 1 ≤ i ≤ j ≤ high)

(C) zasahuje do obou podposloupnost́ı (low ≤ i ≤ mid < j ≤ high)

(A) a (B) jsou problémy stejného typu jako původńı problém

(C) ????

pro řešeńı (C) stač́ı poznat podposloupnosti tvaru A[i . . .mid] a
A[mid+ 1 . . . j] s maximálńı sumou
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Př́ıpad C

Find Max Crossing Subarray

F M C S(A, low,mid, high)

1 leftsum← −∞
2 sum← 0
3 for i = mid downto low do
4 sum← sum+A[i]
5 if sum > leftsum then leftsum← sum
6 maxleft← i fi od
7 rightsum← −∞
8 sum← 0
9 for j = mid+ 1 to high do

10 sum← sum+A[j]
11 if sum > rightsum then rightsum← sum
12 maxright← j fi od
13 return (maxleft,maxright, leftsum+ rightsum)
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Algoritmus

Find Maximum Subarray

F M S(A, low, high)

1 if high = low
2 then return (low, high,A[low])
3 else mid = d(low + high)/2e
4 (leftlow, lefthigh, leftsum)← F M S(A, low,mid)
5 (rightlow, righthigh, righttsum)← F M S(A,mid+ 1, high)
6 (crosslow, crosshigh, crosssum)← F M C S(A, low,mid, high) fi
7 if leftsum ≥ rightsum ∧ leftsum ≥ crosssum
8 then return (leftlow, lefthigh, leftsum) fi
9 if leftsum ≤ rightsum ∧ rightsum ≥ crosssum

10 then return (rightlow, righthigh, rightsum)
11 else return (crosslow, crosshigh, crosssum) fi
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Rozděl a panuj Problém maximálńı podposloupnosti

Složitost
procedura Find Max Crossing Subarray(A, low,mid, high)

označme n = high− low + 1

jedna iterace obou cykl̊u má konstantńı složitost

počet iteraćı cyklu pro levou část posloupnosti je mid− low + 1

počet iteraćı cyklu pro pravou část posloupnosti je high−mid
celková složitost je Θ(n)

algoritmus Find Maximum Subarray
dekompozice a kompozice v konstantńım čase, řešeńı problému (C) v čase Θ(n)

T (n) =

{
Θ(1) pro n = 1

2T (n/2) + Θ(n) jinak

T (n) = Θ(n log n)

IB002 Algoritmy a datové struktury I () Jaro 2016 76 / 88



Rozděl a panuj Lokálńı maximum

Lokálńı maximum
dané pole A[1 . . . n] celých č́ısel

úkolem je naj́ıt lokálńı maximum v A, tj. takový index i, pro který plat́ı
A[i] ≥ A[i+ 1] a současně A[i] ≥ A[i− 1]

krajńı prvek je lokálńım maximem právě když A[1] ≥ A[2] resp.
A[n] ≥ A[n− 1]

1 2 6 5 4 7 3 8

Algoritmus 1

hrubá śıla

otestuj, zda A[1], A[2], . . . , A[n] jsou lokálńım maximem

každý test složitosti Θ(1) =⇒ složitost O(n)

Algoritmus 2

najdi maximálńı prvek v A

složitost Θ(n)
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Rozděl a panuj Lokálńı maximum

Lokálńı maximum

Algoritmus 3 - rozděl a panuj

zkontroluj prvek na pozici i

jestliže A[i] je lokálńım maximem, hotovo

v opačném p̌ŕıpadě má A[i] věťśıho souseda

jestliže A[i− 1] > A[i], tak lokálńı maximum je vlevo

jestliže A[i+ 1] > A[i], tak lokálńı maximum je vpravo

pokračuj s posloupnost́ı A[: i− 1] resp. A[i+ 1 :]

v nejhořśım p̌ŕıpadě rekurze s max{i− 1, n− i} prvky

balance: i− 1 = n− i, tj. i = (n− 1)/2

T (n) = T (n/2) + Θ(1)

T (n) = Θ(logn)
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Rozděl a panuj Lokálńı maximum

Lokálńı maximum - dvourozměrné
daná n× n matice vzájemně r̊uzných celých č́ısel

lokálńım maximem je prvek M [i, j], který je věťśı než všichni jeho sousedé, tj.
prvky M [i+ 1, j], M [i− 1, j], M [i, j + 1] a M [i, j − 1]

prvek na hranici matice je lokálńım maximem právě když je věťśı než jeho
sousedé v matici

Algoritmus 1

hrubá śıla

otestuj všech n2 prvk̊u matice

složitost Θ(n2)

Algoritmus 2

redukce na problém lokálńıho maxima v poli

najdi maximálńı prvek v každém sloupci

v posloupnosti maximálńıch prvk̊u najdi lokálńı maximum

složitost Θ(n2) (složitost hledáńı maximálńıch prvk̊u v sloupćıch!!!)
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Rozděl a panuj Lokálńı maximum

Lokálńı maximum - dvourozměrné
daná n× n matice vzájemně r̊uzných celých č́ısel

lokálńım maximem je prvek M [i, j], který je věťśı než všichni jeho sousedé, tj.
prvky M [i+ 1, j], M [i− 1, j], M [i, j + 1] a M [i, j − 1]

prvek na hranici matice je lokálńım maximem právě když je věťśı než jeho
sousedé v matici

Algoritmus 3

redukce na problém lokálńıho maxima v poli

v posloupnosti maximálńıch prvk̊u najdi lokálńım maximum

maximálńı prvek v sloupci hledej až když ho poťrebuješ

složitost Θ(n log n)

existuje efektivněǰśı řešeńı???
je možné naj́ıt lokálńım maximum v n× n matici v čase Θ(n) ???
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Rozděl a panuj Lokálńı maximum

Lokálńı maximum - rozděl a panuj

okno - n× n matice

rám okna - prvńı, prosťredńı a posledńı řádek okna, prvńı, prosťredńı a
posledńı sloupec okna

najdi maximálńı prvek g mezi 6n− 6 prvkami rámu

jestliže g je věťśı než jeho sousedé, hotovo

v opačném p̌ŕıpadě má g věťśıho souseda, který určitě nepaťŕı do rámu

pokračuj s podoknem, do kterého paťŕı věťśı soused prvku g
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Rozděl a panuj Lokálńı maximum

Korektnost
1. zvolené podokno obsahuje lokálńı maximum

necht’ max je maximálńı prvek podokna
max ≥ soused prvku g > g, , tj. všichni sousedé prvku max jsou menš́ı a
max je lokálńım maximem

2. konečnost

v p̌ŕıpadě, že lokálńı maximum neńı prvkem rámu podokna, algoritmus
rekurźıvně hledá maximum v jeho podokně
rekurze se zastav́ı když rám okna pokrývá celé okno (tj. počet řádk̊u /
sloupc̊u je nejvýše 3), v takovém p̌ŕıpadě algoritmus prově̌ŕı každý prvek okna
a podle tvrzeńı 1 muśı toto okno obsahovat lokálńı maximum

3. prvek, který najde algoritmus ve zvoleném podokně, je lokálńım
maximem

necht’ m je maximálńı prvek rámu zvoleného podokna, plat́ı m ≥ g
když algoritmus vrát́ı m, tak m je určitě věťśı než všichni jeho sousedé
v podokně a současně je i věťśı než jeho sousedé obklopuj́ıćı podokno (všichni
jsou menš́ı než g)
v opačném p̌ŕıpadě algoritmus vrát́ı prvek, který nepaťŕı do rámu podokna, je
věťśı než všichni jeho sousedé v podokně a tedy je lokálńım maximem
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Rozděl a panuj Lokálńı maximum

Složitost

vstupem problému je matice rozměr̊u n× n, jako velikost problému
uvažujeme hodnotu n

T (n) = T (n/2) + Θ(n)

T (n) = Θ(n)
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Rozděl a panuj Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup
pro

intuitivńı, jednoduchý návrh

důkaz korektnosti využit́ım matematické indukce

analýza složitosti využit́ım rekurentńı rovnice

efektivńı řešeńı

proti

neefektivńı implementace

ne vždy podpora ze strany programovaćıho jazyka

neefektivńı řešeńı

každý rekurzivńı algoritmus lze p̌revést na iterativńı

simulace zásobńıku voláńı

(resp. dynamické programováńı)

jednoduchý p̌repis v p̌ŕıpadě tail rekurze
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Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

tail rekurze -speciálńı p̌ŕıpad rekurze, kde se po rekurzivńım voláńı nedělá žádný
výpočet

ANO F(x, y)
if y = 0 then return x

else F (x · y + x, y − 1) fi

NE
G(x)
if y = 0 then return x

else y ← G(x− 1) fi
return x · y
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Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

F(x, y)
if y = 0 then return x

else F (x · y + x, y − 1) fi

F(x, y)
label : if y = 0 then return x

else x← x · y + x
y ← y − 1
goto label fi

F(x, y)
ret← x
for y = 1 to y do

ret← ret · y + ret od
return ret
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Rekurzivńı vs iterativńı p̌ŕıstup

Bin Search(x,A, left, right)

if right = left then return A[left] == x fi
if right < left then mid = b(left+ right)/2c

if A[mid] = x then return true fi
if A[mid] < x then left← mid+ 1

else right← mid fi
Bin Search(x,A, left, right)

fi

Bin Search(x,A, left, right)

while right < left do mid = b(left+ right)/2c
if A[mid] = x then return true fi
if A[mid] < x then left← mid+ 1

else right← mid fi
od
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Domáćı úkol

Vstup: pole A[1 . . . n] celých č́ısel

CoToDela(n)

if n = 1 then write A
else for i = 1 to n do

CoToDela(n− 1)
if n je liché then swap A[1] a A[n]

else swap A[i] a A[n] fi
od fi

co je výstupem algoritmu?

jaká je složitost výpočtu?
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