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Přehled algoritmů

Problém řazeńı

je daná množina K nad kterou je definované úplné uspǒrádáńı

vstupem problému řazeńı je posloupnost A = (k1, . . . , kn) prvk̊u z K

výstupem je posloupnost A′ = (k′1, . . . , k
′
n), která je takovou permutaćı

posloupnosti A, že ∀i, j, 1 ≤ i < j ≤ n, plat́ı k′i ≤ k′j
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Přehled algoritmů

Stabilńı algoritmy a algoritmy in situ

prvky množiny K mohou být strukturované

řazeńı podle kĺıče

řazeńı se nazývá stabilńı právě když zachovává vzájemné pǒrad́ı položek se
stejným kĺıčem

prostorová složitost algoritmů řazeńı je Ω(n), protože samotná vstupńı
posloupnost má délku n

pro p̌resněǰśı charakterizaci prostorové složitosti jednotlivých algoritmů
uvažujeme tzv. extrasekvenčńı prostorovou složitost, do které
nezapoč́ıtáváme pamět’ obsazenou vstupńı posloupnost́ı

algoritmy, jejichž extrasekvenčńı složitost je konstantńı, se nazývaj́ı in situ
(in place)
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Přehled algoritmů

Přehled

časová složitost časová složitost
algoritmus v nejhořśım v pr̊uměrném

p̌ŕıpadě p̌ŕıpadě

řazeńı vkládáńım Θ(n2) Θ(n2)

řazeńı výběrem Θ(n2) Θ(n2)

řazeńı sléváńım Θ(n log n) Θ(n log n)

řazeńı haldou Θ(n log n) Θ(n log n)

řazeńı rozdělováńım Θ(n2) Θ(n log n)

řazeńı poč́ıtáńım Θ(k + n) Θ(k + n)

č́ıslicové řazeńı Θ(d(n + k)) Θ(d(n + k))

p̌rihrádkové řazeńı Θ(n2) Θ(n)
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Přehled algoritmů

Přehled

algoritmy založené na porovnáváńı prvk̊u

vkládáńım, Insertion sort in situ, stabilńı

výběrem, Selection sort in situ, neńı stabilńı

sléváńım, Merge sort asymptoticky časově optimálńı, neńı in situ, stabilńı

haldou, Heapsort asymptoticky časově optimálńı, in situ, neńı stabilńı

rozdělováńım, Quicksort neńı časově optimálńı, extrasekvenčńı složitost a stabilita
záviśı od implementace (optimálně in situ, existuj́ı stabilńı implementace), velmi
dobrý v praxi (pr̊uměrná složitost je Θ(n log n))

algoritmy, které źıskávaj́ı informace jinak než porovnáváńım prvk̊u

poč́ıtáńım, Counting sort vstupńı prvky jsou z množiny {0, . . . , k}
č́ıslicové řazeńı, Radix sort zobecněńı řazeńı poč́ıtáńım

p̌rihrádkové řazeńı, Bucket sort vyžaduje znalost o pravděpodobnostńım rozděleńı
č́ısel na vstupu
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Řazeńı sléváńım (Merge sort)

Rozděl posloupnost na dvě stejně velké podposloupnosti

Vy̌reš obě podposloupnosti (rekurzivně)

Kombinuj dvě sěrazené podposloupnosti do jedné
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Spojeńı dvou sěrazených posloupnost́ı - Merge

otázkou je, jak spojit dvě sěrazené posloupnosti do jedné, která bude sěrazená

p̌ri sléváńı porovnáváme vedoućı prvky obou posloupnost́ı

menš́ı z porovnávaných prvk̊u p̌resuneme do výsledńı posloupnosti

procedura Merge má 4 parametry
pole A
indexy p, q, r takové, že p ≤ q ≤ r
p̌redpokládáme, že posloupnosti A[p . . . q] a A[q + 1 . . . r] jsou sěrazené

pro provedeńı výpočtu je posloupnost A[p . . . r] sěrazená

pro zjednodušeńı kódu použ́ıváme sentinel
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Řazeńı sléváńım Merge sort
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Řazeńı sléváńım Merge sort
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Merge

Procedure Merge(A, p, q, r)

1 n1 ← q − p + 1
2 n2 ← r − q
3 //necht’ L[1 . . . n1 + 1] a R[1 . . . n2 + 1] jsou nové pole
4 for i = 1 to n1 do L[i]← A[p + i− 1] od
5 for j = 1 to n2 do R[j]← A[q + j] od
6 L[n1 + 1]←∞
7 R[n2 + 1]←∞
8 i← 1
9 j ← 1

10 for k = p to r do
11 if L[i] ≤ R[j] then A[k]← L[i]
12 i← i + 1
13 else A[k]← R[j]
14 j ← j + 1 fi
15 od
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Korektnost procedury Merge

Invariant

Na začátku každé iterace cyklu for v řádćıch 10 - 15 posloupnost A[p . . . k − 1]
obsahuje k − p nejmenš́ıch prvk̊u z L[1 . . . n1 + 1] a R[1 . . . n2 + 1] a to v pǒrad́ı
podle velikosti. Nav́ıc, L[i] a R[j] jsou nejmenš́ı prvky mezi těmi prvky ve svých
posloupnostech, které ještě nebyly zkoṕırované do A.

Inicializace Na začátku je k = p. Nav́ıc i = j = 1 a tedy L[i] a R[j] jsou
nejmenš́ı prvky v L a R.

Iterace Předpokládejme, že L[i] ≤ R[j]. Potom L[i] je nejmenš́ı prvek z těch,
které ještě nebyly zkoṕırované do A. Protože A[p . . . k − 1] obsahuje k − p
nejmenš́ıch prvk̊u, pole A[p . . . k] bude obsahovat k − p + 1 nejmenš́ıch
prvk̊u. Zvýšeńım k a i zaruč́ıme platnost invariantu i po ukončeńı iterace.

Ukončeńı Cyklus konč́ı když k = r + 1. Z platnosti invariantu posloupnost
A[p . . . k − 1] = A[p . . . r] obsahuje sěrazených k − p = r − p + 1 nejmenš́ıch
prvk̊u z L[1 . . . n1 + 1] a R[1 . . . n2 + 1]. Pole L a R obsahuj́ı v součtu
n1 + n2 + 2 = r − p + 3 prvk̊u. Všechny prvky, s výjimkou dvou nejvěťśıch
byly, zkoṕırované do A. Dva nejvěťśı prvky jsou sentinely.
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Složitost procedury Merge

řádky 1 - 2 a 6 - 9 maj́ı konstantńı složitost

for cykly v řádćıch 4 a 5 maj́ı v součtu složitost Θ(n1 + n2) = Θ(n), kde
n = r − p + 1

for cyklus v řádćıch 10 - 15 iteruje n krát, všechny p̌ŕıkazy v řádćıch 11 - 14
maj́ı konstantńı složitost

složitost procedury Merge je Θ(n)
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Merge Sort

využ́ıvá proceduru Merge

pro sěrazeńı celé posloupnosti voláme Merge Sort(A, 1, A.length)

Procedure Merge Sort(A, p, r)

1 if p < r then q ← b(p + r)/2c
2 Merge Sort(A, p, q)
3 Merge Sort(A, q + 1, r)
4 Merge(A, p, q, r) fi
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Řazeńı sléváńım Merge sort

sěrazená posloupnost

vstupńı posloupnost

1 2 2 3 4 5 6 7

2 4 5 7 1 2 3 6

2 5 4 7 1 3 2 6

5 2 4 7 1 3 2 6

merge merge merge merge

mergemerge

merge
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Řazeńı sléváńım Merge sort

Složitost algoritmu Merge Sort

Rozděl rozděleńı znamená výpočet indexu, proto má složitost Θ(1)

Vy̌reš rekurźıvně zpracujeme dvě posloupnosti velikosti n/2, časová složitost je
2T (n/2)

Kombinuj složitost procedury Merge je Θ(n)

T (n) =

{
Θ(1) ak n = 1

2T (n/2) + Θ(n) jinak

složitost Merge Sort je T (n) = Θ(n log n)
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Problém inverźı

motivace
porovnáńı seznamu preferenćı

formulace problému
• je daná posloupnost vzájemné r̊uzných č́ısel a1, . . . , an
• inverźı v posloupnosti je dvojice index̊u i, j takových, že i < j a současně
ai > aj
• úkolem je naj́ıt všechny inverze v dané posloupnosti č́ısel

p̌ŕıklad
posloupnost 1, 4, 6, 8, 2, 5 má 5 inverźı

naivńı algoritmus
otestuje všechny dvojice index̊u, složitost O(n2)
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Problém inverźı - p̌ŕıstup Rozděl a panuj

1 posloupnost rozděĺıme na dvě podposloupnosti a1, . . . , adn/2e a
adn/2e+1, . . . , an

2 v každé z podposloupnost́ı spoč́ıtáme inverze

3 spoč́ıtáme inverze mezi prvky r̊uzných podposloupnost́ı

ćılem je navrhnout algoritmus s lepš́ı složitost́ı než je složitost naivńıho
algoritmu (O(n2))

jestliže chceme, aby časová složitost algoritmu byla T (n) = O(n log n), tak
muśı platit T (n) ≤ 2T (n/2) +O(n), tj. dekompozice a kompozice nesḿı
p̌rekročit lineárńı složitost

jak vy̌rešit kompozici (bod 3) v čase O(n) ?
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Problém inverźı - kombinuj - pokus 1

otázka jak spoč́ıtat inverze (a, b) mezi prvky a ∈ A = (a1, a2, . . . , ak) a
b ∈ B = (b1, b2, . . . , bl)?

odpověd’ jednoduché za p̌redpokladu, že A i B jsou sěrazené

algoritmus

sěrad’ A a B

pro každý prvek b ∈ B
binárńım vyhledáváńım v A urči, kolik prvk̊u v A je věťśıch než b
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Problém inverźı - kombinuj

A = (a1, a2, . . . , ak), B = (b1, b2, . . . , bl)

p̌redpokládáme, že
• prvky v obou posloupnostech jsou sěrazeny vzestupně
• všechny prvky posloupnosti A maj́ı ve vstupné posloupnosti menš́ı index než
prvky posloupnosti B

postupujeme stejně jako v procedǔre Merge

prvky a1, . . . , ai−1 a b1, . . . , bj−1 jsou již zǎrazené

porovnáváme prvek ai s prvkem bj

• menš́ı z porovnávaných prvk̊u zǎrad́ıme do výstupné posloupnosti

• jestliže ai < bj, tak ai neńı v inverzi se žádným z prvk̊u bj , bj+1, . . . , bl

• jestliže ai > bj, tak bj je v inverzi se všemi prvky ai, . . . , ak a proto
k počtu inverźı p̌ripočteme k − i + 1
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

zǎrazené prvky

i

j

A

B

výsledná posloupnost

inverze mezi prvky zǎrazenými do výsledné posloupnosti jsou již započ́ıtané

jestliže ai < bj, tak do výsledné posloupnosti p̌resuneme ai

ai < bj < bj+1 < bj+2 < . . .
ai neńı v inverzi se žádným z bj , bj+1, bj+2 . . .

jestliže ai > bj, tak do výsledné posloupnosti p̌resuneme bj

bj < ai < ai+1 < aj+2 < . . .
bj je v inverzi s každým z ai, ai+1, ai+2 . . .
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Algoritmus

Merge and Count(A,B)

1 i← 1; j ← 1
2 //i, j jsou indexy prvńıch nezařazených prvk̊u z A resp. B
3 Count← 0
4 //Count je počet nalezených inverźı
5 while seznamy A, B jsou neprázdné do
6 porovnej ai a bj
7 menš́ı z prvk̊u zařad’ do výsledného seznamu
8 if bj < ai then zvyš Count o počet nezařazených prvk̊u z A fi
9 zvyš index i resp. j od

10 if jeden seznam je prázdný
11 then zařad’ zbývaj́ıćı prvky do výsledného seznamu fi
12 return Count a výsledný seznam
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Řazeńı sléváńım Problém inverźı

Algoritmus

Sort and Count(L)

1 if length(L) = 1
2 then r ← 0
3 else A← levá polovina L
4 B ← pravá polovina L
5 (rA, A)← Sort and Count(A)
6 (rB , B)← Sort and Count(B)
7 (r, L)←Merge and Count(A,B)
8 r ← r + rA + rB fi
9 return (r, L)

složitost algoritmu je T (n) = 2T (n/2) + Θ(n) a proto T (n) = O(n log n)
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Řazeńı haldou
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Řazeńı haldou - Heapsort

prvky posloupnosti vlož́ıme do (binárńı) haldy

halda je datová struktura

pole

prvky pole odpov́ıdaj́ı vrchol̊um binárńıho stromu

binárńı strom je úplný (vrcholy na všech úrovńıch s výjimkou p̌redposledńı
maj́ı právě dva následńıky) a zleva zarovnaný (nejhlubš́ı úroveň je zaplněná
zleva doprava)

pole reprezentuj́ıćı haldu má dva atributy

A.length počet prvk̊u v poli
A.heap size počet prvk̊u haldy uložených v poli
A[1 . . .A.heap size] obsahuje prvky haldy
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Halda

9 3 1
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17 15 8 12 2 4 7 9 3 1

(b)

Obrázek: Halda jako strom (a) a pole (b)
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Halda

kǒren haldy je uložený v A[1]

pro daný index i vypočteme indexy následńık̊u a p̌redchůdce vrcholu A[i]
p̌redpisem

Parent(i)

return bi/2c
Left(i)

return 2i

Right(i)

return 2i + 1
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Halda - vlastnost haldy

rozlǐsujeme minimovou a maximovou haldu

v obou p̌ŕıpadech prvky (č́ısla) uložené v haldě muśı splňovat vlastnost haldy

pro každý vrchol maximové haldy plat́ı, že hodnota uložená ve vrcholu je
věťśı nebo rovna než hodnoty uložené v jeho následńıćıch

nejvěťśı prvek haldy je uložený v jej́ı kǒreni

pro každý vrchol minimové haldy plat́ı symetricky A[Parent(i)] ≤ A[i]

výběr mezi minimovou a maximovou haldou záviśı od kontextu: řazeńı od
nejvěťśıho resp. nejmenš́ıho prvku, prioritńı fronty, . . . )
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Operace nad (maximovou) haldou

Max Heapify garantuje platnost vlastnosti haldy, složitost O(log n)

Build Max Heap vybuduje z pole haldu, složitost Θ(n)

Heapsort sěrad́ı prvky pole, složitost O(n log n)

procedury Max Heap Insert, Heap Extract Max ,
Heap Increase key a Heap Maximum využijeme pro implementaci
prioritńı fronty
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Obnoveńı vlastnosti haldy

procedura Max Heapify(A, i) p̌redpokládá, že
• binárńı stromy s kǒreny Left(i) a Right(i) jsou (maximové) haldy a že
• prvek A[i] může být menš́ı než jeho následńıci, tj. nemuśı splňovat vlastnost
haldy

procedura modifikuje A tak, že po jej́ı provedeńı strom s kǒrenem A[i] tvǒŕı
haldu

úprava je založena na p̌resunu prvku A[i] směrem dol̊u

() 14. b̌rezna 2016 30 / 71



Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Max Heapify
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Max Heapify(A, i)

1 l← Left(i)
2 r ← Right(i)
3 if l ≤ A.heap size ∧ A[l] > A[i]
4 then largest← l
5 else largest← i fi
6 if r ≤ A.heap size ∧ A[r] > A[largest]
7 then largest← r fi
8 if largest 6= i
9 then swap A[i] a A[largest]

10 Max Heapify(A, largest) fi
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Max Heapify - složitost

podstrom s kǒrenem A[i] má n vrchol̊u

procedura je rekurzivńı

složitost dekompozice (tj. výpočet largest) a kompozice je konstantńı

rekurzivńı voláńı pro podstrom, který má maximálně 2n/3 vrchol̊u

T (n) ≤ T (2n/3) + Θ(1)

T (n) = Θ(log n)

alternativně můžeme složitost operace vyjáďrit jako O(h), kde h je výška
stromu (výška listu je 0)
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Vytvǒreńı haldy

využit́ım procedury Max Heapify zkonvertujeme pole A[1 . . . n] na
maximovou haldu

prvky A[bn/2c+ 1], A[bn/2c+ 2] . . . A[n] jsou listy stromu a proto každý
tvǒŕı haldu s 1 vrcholem

proceduru Max Heapify aplikujeme na zbylé prvky pole v pǒrad́ı odspodu
směrem nahoru a na dané úrovni směrem zprava doleva

Build Max Heap(A)

1 A.heap size← A.length
2 for i = bA.length/2c downto 1 do
3 Max Heapify(A, i) od
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Vytvǒreńı haldy

(a)

4 10

9 7 1 5

3 2

8

(b)

4 9

10 7 1 5

3 2

8

(c)

4 9

10 7 1 2

3 5

8

(d)

4 3

9 7 1 2

10 5

8

(e)

4 3

8 7 1 2

9 5

10
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Build Max Heap - korektnost

Invariant cyklu

Na začátku každé iterace for cyklu je každý z vrchol̊u A[i + 1], A[i + 2], . . . , A[n]
kǒrenem maximové haldy.

Inicializace na začátku je i = bn/2c, vrcholy A[bn/2c+ 1], A[bn/2c+ 2] ,
. . . ,A[n] jsou listy a jsou tedy kǒreny (triviálńı) haldy

Iterace levý a pravý podstrom vrcholu A[i] jsou maximové haldy (plat́ı pro ně
invariant), vlastnost haldy může být porušena jedině hodnotou A[i];
procedura Max Heapify(A, i) vybuduje maximovou haldu s kǒrenem i

Ukončeńı cyklus skonč́ı když i = 0 a z platnosti invariantu plyne, že A je
maximová haldu
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Build Max Heap - složitost

složitost procedury Max Heapify je O(h), kde h je výška stromu, na který
se procedura aplikuje

počet podstromů výšky h je nejvýše d n
2h+1

⌉
kǒren má výšku blog nc
celková složitost je proto

blognc∑
h=0

⌈ n

2h+1

⌉
O(h) = O

(
n

blognc∑
h=0

h

2h

)
= O

(
n

∞∑
h=0

h

2h

)
= O(n)

p̌ri zjednodušováńı výrazu jsme využili rovnost

∞∑
h=0

h

2h
=

1/2

(1− 1/2)2
= 2
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Algoritmus řazeńı haldou, Heapsort

použit́ım procedury Build Max Heap vybudujeme maximovou haldu nad
polem A[1 . . . n], kde n = A.length

maximálńı prvek pole A je uložený v kǒreni A[1] a proto ho můžeme
p̌resunout na jeho finálńı pozici A[n] (vyměńıme prvky A[1] a A[n])

prvek, který jsme p̌resunuli do kǒrene, může porušit vlastnost haldy a pro
obnoveńı vlastnosti haldy použijeme Max Heapify(A, 1)

celý proces opakujeme pro haldu velikosti n− 1

Heapsort(A)

1 Build Max Heap(A)
2 for i = A.length downto 2 do vyměň A[1] a A[i]
3 A.heap size← A.heap size− 1
4 Max Heapify(A, 1) od
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Heapsort

(a)

4 3

7 8 1 2

9 5

10

(b)

4 10

7 8 1 2

9 5

3

(c)

4 10

7 3 1 2

8 5

9

(d)

9 10

7 3 1 2

8 5

4

(e)

9 10

4 3 1 2

7 5

8

(f)

9 10

4 3 1 8

7 5

2
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Řazeńı haldou Řazeńı haldou

Heapsort - složitost

procedura Build Max Heap má složitost O(n)

každé z n− 1 volańı procedury Max Heapify má složitost O(log n)

algoritmus Heapsort má složitost O(n log n)
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Řazeńı haldou Optimalizace a varianty

Optimalizace a varianty

strom vyš̌śı arity

ve vrcholu stromu uložených několik hodnot

budováńı haldy výměnou zdola nahoru halda je na začátku prázdná a
postupně do ńı vkládáme prvky vstupńı posloupnosti; prvek vlož́ıme na
posledńı ḿısto (jako list) a v p̌ŕıpadě porušeńı vlastnosti haldy ho (rekurzivně)
zaměńıme s jeho rodičem; časová složitost vybudováńı haldy je Θ(n log n)

bottom - up heapsort optimalizuje etapu sěrazováńı prvk̊u; maximálńı prvek
z kǒrene si vyměńı ḿısto s posledńım prvkem haldy a pro obnoveńı vlastnosti
haldy výměnami se postupuje zdola nahoru

Smoothsort (Edsger Dijkstra) - stejná asymptotická složitost, lepš́ı chováńı
pro vstupńı posloupnosti, které jsou témě̌r uspǒrádané
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Řazeńı haldou Prioritńı fronty

Prioritńı fronty

datová struktura pro reprezentaci množiny, nad prvky množiny je definováno
uspǒrádáńı

umožňuje efektivńı realizaci operaćı:
Insert(S, x) vlož́ı prvek x do množiny S
Maximum(S) vrát́ı nejvěťśı prvek množiny S
Extract Max(S) odstrańı z množiny S nejvěťśı prvek
Increase Key(S, x, k) nahrad́ı prvek x prvkem k za p̌redpokladu, že k ≥ x

alternativně můžeme definovat prioritńı frontu v̊uči minimálńımu prvku

prioritńı frontu implementujeme jako maximovou haldu
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Řazeńı haldou Prioritńı fronty

Maximum a Extract Max
prvky množiny S tvǒŕı haldu A

maximálńı prvek haldy je v jej́ım kǒreni; jeho nalezeńı má konstantńı složitost

Heap Maximum(A)

1 return A[1]

odstraněńı maximálńıho prvku se implementuje stejně jako v algoritmu řazeńı
složitost operace je O(log n)

Heap Extract Max(A)

1 if A.heap size < 1 then return prázdná fronta fi
2 max← A[1]
3 A[1]← A[A.heap size]
4 A.heap size← A.heap size− 1
5 Max Heapify(A, 1)
6 return max
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Řazeńı haldou Prioritńı fronty

Increase Key

procedura Heap Increase Key implementuje operaci Increase Key

index i identifikuje prvek, který má být operaćı nahrazen (navýšen)

nejďŕıve změńıme hodnotu A[i] na novou hodnotu key a potom obnov́ıme
vlastnost haldy

Heap Increase Key(A, i, key)

1 if key < A[i] then return nová hodnota je menš́ı než p̊uvodńı fi
2 A[i]← key
3 while i > 1 ∧ A[Parent(i)] < A[i] do
4 vyměň A[i] a A[Parent(i)]
5 i← Parent(i) od

složitost: O(log n)
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Řazeńı haldou Prioritńı fronty

Insert

procedura Max Heap Insert implementuje operaci Insert

na konec pole vlož́ıme nový prvek, který je menš́ı než všechny ostatńı prvky,
symbolicky ho označujeme −∞
zvýš́ıme hodnotu vloženého prvku na hodnotu prvku, který chceme vložit do
fronty

Max Heap Insert(A, key)

1 A.heap size← A.heap size + 1
2 A[A.heap size]← −∞
3 Heap Increase Key(A,A.heap size, key)

složitost: O(log n)
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Quicksort

Řazeńı

1 Přehled algoritmů

2 Řazeńı sléváńım
Merge sort
Problém inverźı

3 Řazeńı haldou
Řazeńı haldou
Prioritńı fronty

4 Quicksort

5 Řazeńı v lineárńım čase
Counting Sort
Radix Sort
Bucket Sort
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Quicksort

Řazeńı rozdělováńım - Quicksort

Rozděl posloupnost A[p . . . r] na dvě podposloupnosti A[p . . . q − 1] a A[q . . . r]
tak, aby všechny prvky v A[p . . . q − 1] byly menš́ı nejvýše rovné prvk̊um
v A[q . . . r]

Vy̌reš obě posloupnosti (rekurzivně) sěrad’

Kombinuj protože obě podposloupnosti jsou sěrazené, neńı nutný žádný daľśı
výpočet

Mergesort

Rozděl posloupnost na dvě posloupnosti polovičńı velikosti.

Vy̌reš obě podposloupnosti (rekurzivně) sěrad’

Kombinuj spoj dvě sěrazené podposloupnosti do jedné

() 14. b̌rezna 2016 47 / 71



Quicksort

Quicksort

hlavńı část́ı algoritmu je rozdělováńı posloupnosti do dvou posloupnost́ı
požadovaných vlastnost́ı

p̌ri rozdělováńı využ́ıváme pivota

každý prvek posloupnosti porovnáváme s pivotem

podposloupnosti prvk̊u menš́ıch / věťśıch než pivot
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Quicksort

Quicksort

2 1 7 8 3 5 6 4

2 8 7 1 3 5 6 4

2 8 7 1 3 5 6 4

2 8 7 1 3 5 6 4
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p

p

i
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Quicksort

Quicksort(A, p, r)

1 if p < r
2 then q ← Partition(A, p, r)
3 Quicksort(A, p, q − 1)
4 Quicksort(A, q + 1, r) fi

Partition(A, p, r)

1 pivot← A[r]
2 i← p− 1
3 for j = p to r do
4 if A[j] ≤ pivot then i← i + 1
5 vyměň A[i] a A[j] fi od
6 return i
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Quicksort

Korektnost

chceme dokázat, že procedura Partition vrát́ı index i takový, že

A[i] = pivot

pro p ≤ k ≤ i plat́ı A[k] ≤ A[i]

pro i < k ≤ r plat́ı A[k] > A[i]

Invariant cyklu

na začátku každé iterace for cyklu v řádćıch 3 - 6 plat́ı pro každý index k

1 jestliže p ≤ k ≤ i, tak A[k] ≤ pivot

2 jestliže i + 1 ≤ k ≤ j − 1, tak A[k] > pivot

Inicializace
iniciálńı p̌rǐrazeńı je pivot← A[r], i← p− 1 a j ← p
invariant (triviálně) plat́ı
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Quicksort

Korektnost

Invariant cyklu

na začátku každé iterace for cyklu v řádćıch 3 - 6 plat́ı pro každý index k

1 jestliže p ≤ k ≤ i, tak A[k] ≤ pivot

2 jestliže i + 1 ≤ k ≤ j − 1, tak A[k] > pivot

Iterace
A[j] > pivot - efektem iterace cyklu je zvýšeńı hodnoty j o 1; invariant plat́ı

A[j] ≤ pivot - efektem iterace cyklu je zvýšeńı hodnoty i a výměna A[i] s A[j],
to garantuje zachováńı platnosti podḿınky 1
zachováńı platnosti podḿınky 2 garantuje fakt, že jsme do A[j − 1] p̌resunuli
prvek věťśı než pivot
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Quicksort

Korektnost

Invariant cyklu

na začátku každé iterace for cyklu v řádćıch 3 - 6 plat́ı pro každý index k

1 jestliže p ≤ k ≤ i, tak A[k] ≤ pivot

2 jestliže i + 1 ≤ k ≤ j − 1, tak A[k] > pivot

Ukončeńı
výpočet konč́ı když j = r + 1, což spolu s faktem, že po posledńım provedeńı
iterace plat́ı invariant, garantuje že pro p ≤ k ≤ i plat́ı A[k] ≤ A[i] a pro
i < k ≤ r plat́ı A[k] > A[i]

v posledńı iteraci je j = p, A[j] = pivot ≤ pivot, provede se výměna A[i] s A[j],
co garantuje, že po ukončeńı výpočtu cyklu plat́ı A[i] = pivot
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Quicksort

Složitost

složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě
nap̌r. pro vstupńı posloupnost, která je již sěrazená, nebo která obsahuje
stejné prvky
T (n) = T (n− 1) + T (0) + Θ(n) = T (n− 1) + Θ(n)
T (n) = Θ(n2)

složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě
nastává, když p̌ri každém rekurzivńım voláńı rozděĺı pivot posloupnost na
dvě stejně velké podposloupnosti
T (n) = 2T (n/2) + Θ(n)
T (n) = Θ(n log n)

pr̊uměrná složitost
T (n) = Θ(n log n)
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Quicksort

Alternativńı postup rozdělováńı I
postupujeme od obou konc̊u posloupnosti až do chv́ıle, než jsou detekovány
dva prvky, které jsou v̊uči sobě v opačném pǒrad́ı; prvky si vyměńı svou pozici
p̌ri tomto postupu se udělá pr̊uměrně 3 krát méně výměn
algoritmus neńı stabilńı

Hoare Partition(A, p, r)

1 x← A[p]
2 i← p− 1
3 j ← r + 1
4 while true do
5 repeat j ← j − 1 until A[j] ≤ x od
6 repeat i← i + 1 until A[i] ≥ x od
7 if i < j then swapA[i] a A[j] else return j fi od

Quicksort(A, p, r)

1 if p < r then q ← Hoare Partition(A, p, r)
2 Quicksort(A, p, q)
3 Quicksort(A, q + 1, r) fi
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Quicksort

Alternativńı postup rozdělováńı II

obě uvedené schémata se chovaj́ı špatně v p̌ŕıpadě, že ve vstupńı posloupnosti
se prvky opakuj́ı

rozdělovaćı schéma, které řeš́ı posloupnosti s opakuj́ıćımi se prvky

p̌ri rozdělováńı se hledaj́ı prvky menš́ı než pivot a věťśı než pivot

prvky stejné jako pivot jsou již na své pozici

prvky menš́ı (věťśı) než pivot se sěrad́ı rekurzivně
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Quicksort

Iterativńı verze Quicksortu
algoritmus ve tvaru tail rekurze

Tail Recursive Quicksort(A, p, r)

1 while p < r do
2 q ← Partition(A, p, r)
3 Tail Recursive Quicksort(A, p, q − 1)
4 p← q + 1 od

Iterative Quicksort(A, p, r)

1 stack = [ ]
2 stack.push(p, r)
3 while stack do
4 pos = stack.pop()
5 p, r = pos[1], pos[2]
6 q ← Partition(A, p, r)
7 if q − 1 > p then stack.push((p, q − 1)) fi
8 if q + 1 < r then stack.push((q + 1, r)) fi
9 od
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Quicksort

Složitost problému řazeńı

složitost řad́ıćıch algoritmů založených na vzájemném porovnáváńı prvk̊u
posloupnosti je Ω(n log n)

1 búno vstupńı posloupnost a1, . . . , an obsahuje vzájemně r̊uzné prvky

2 každé porovnáńı urč́ı věťśı ze dvou prvk̊u

3 výpočet algoritmu můžeme popsat rozhodovaćı stromem, jehož vniťrńı
vrcholy jsou označeny y porovnávaných prvk̊u a maj́ı dva syny odpov́ıdaj́ıćı
vztahu < a >

4 výpočet na konkrétńım vstupu p̌redstavuje cestu v rozhodovaćım stromě
z kǒrene do listu; jeho složitost je úměrná délce cesty

5 každý list jednoznačně určuje sěrazeńı aπ(1) ≤ aπ(2) ≤ . . . ≤ aπ(n) vstupńıch
prvk̊u

6 algoritmus muśı ḿıt možnost vypoč́ıtat každou možnou permutaci vstupńıch
prvk̊u

7 počet r̊uzných permutaćı je n!

8 strom muśı ḿıt alespoň n! list̊u ⇒ má hloubku alespoň log(n!) = Ω(n log n)
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Řazeńı v lineárńım čase

Řazeńı

1 Přehled algoritmů

2 Řazeńı sléváńım
Merge sort
Problém inverźı

3 Řazeńı haldou
Řazeńı haldou
Prioritńı fronty

4 Quicksort

5 Řazeńı v lineárńım čase
Counting Sort
Radix Sort
Bucket Sort
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Řazeńı poč́ıtáńım - Counting Sort

p̌redpokládá, že vstupńı posloupnost obsahuje celá č́ısla z intervalu 0 . . . k, kde k
je nějaké pevně dané p̌rirozené č́ıslo

jestliže k = O(n), tak složitost řazeńı poč́ıtáńım je Θ(n)
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Counting sort

vstupńı posloupnost A[1 . . . n]

pole B[1 . . . n] obsahuje sěrazenou posloupnost

pole C[0 . . . k] se využ́ıvá v pr̊uběhu výpočtu

pro každou hodnotu i = 0, 1, . . . , k spoč́ıtáme, kolik je ve vstupńı
posloupnosti č́ısel i, výsledný počet ulož́ıme do C[i]

pro každou hodnotu i = 0, 1, . . . , k spoč́ıtáme, kolik je ve vstupńı
posloupnosti č́ısel menš́ıch nebo rovných i, využijeme k tomu hodnoty
napoč́ıtané v p̌redcházej́ıćım kroku a výsledný počet ulož́ıme opět do C[i]

procháźıme vstupńı posloupnost od konce a každé č́ıslo ulož́ıme do B p̌ŕımo
na jeho pozici, která je určená počtem menš́ıch nebo rovných č́ısel; hodnoty
v C pr̊uběžně aktualizujeme
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Counting sort
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Counting Sort(A,B, k)

1 //inicializace C[0 . . . k]
2 for i = 0 to k do
3 C[i]← 0 od
4 for j = 1 to A.length do
5 C[A[j]]← C[A[j]] + 1 od
6 //C[i] obsahuje počet č́ısel rovných i
7 for i = 1 to k do
8 C[i]← C[i] + C[i− 1] od
9 //C[i] obsahuje počet č́ısel menš́ıch nebo rovných i

10 for j = A.length downto 1 do
11 B[C[A[j]]]← A[j]
12 C[A[j]]← C[A[j]]− 1 od
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Časová složitost

cyklus na řádćıch 2 - 3 (inicializace C) – složitost Θ(k)

cyklus na řádćıch 4 - 5 (počet č́ısel = i) – složitost Θ(n)

cyklus na řádćıch 7 - 8 (počet č́ısel ≤ i) – složitost Θ(k)

cyklus na řádćıch 10 - 12 (p̌resun z A do B) – složitost Θ(n)

celková složitost Θ(k + n)

v praxi použ́ıvaný pro k = O(n)

stabilńı algoritmus: prvky se stejnou hodnotou se ve výstupńı posloupnosti
vyskytuj́ı ve stejném pǒrad́ı jako ve vstupńı posloupnosti (d̊uležité nap̌r. pro
radix sort)
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Řazeńı v lineárńım čase Counting Sort

Varianty a optimalizace

v p̌ŕıpadě, že vstupńı posloupnost obsahuje pouze č́ısla (a ne složitěǰśı datové
objekty s kĺıčem), tak druhý cyklus algoritmu je možné vynechat a zapisovat
do pole B p̌ŕımo č́ısla

algoritmus se dá využ́ıt k odstraňováńı duplicitńıch kĺıč̊u (pole C nahrad́ıme
bitovým polem)

umožňuje efektivńı paralelizaci (vstupńı posloupnost rozděĺıme na stejně velké
podposloupnosti a pro každou z nich poč́ıtáme frekvence výskytu paralelně)

extrasekvenčńı složitost algoritmu je O(n + k)
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Řazeńı v lineárńım čase Radix Sort

Č́ıslicové řazeńı - Radix Sort

řazeńı č́ısel podle č́ıslic na jednotlivých bitech

postup zleva doprava (most significant digit, MSD) - použ́ıvá se nap̌r. pro
lexikografické uspǒrádáńı

postup zprava doleva (least significant digit, LSD), stabilńı řazeńı

dá se použ́ıt i pro řazeńı položek, které nemaj́ı č́ıselný charakter

použ́ıvá se nap̌r. když poťrebujeme sěradit položky vzhledem k r̊uzným kĺıč̊um

Radix Sort(A, d)

1 for i = 1 to d do
2 použij stabilńı řazeńı a seřad’ položky podle ite č́ıslice
3 od
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Řazeńı v lineárńım čase Radix Sort

Radix Sort

Lema 1

Danou posloupnost n č́ısel s d č́ıslicemi, p̌ričemž č́ıslice můžou nabývat k r̊uzných
hodnot, sěrad́ı Radix Sort korektně v čase Θ(d(n + k)) za p̌redpokladu, že
stabilńı řazeńı, které využ́ıvá, má složitost Θ(n + k).

složitost je garantovaná nap̌r. p̌ri použit́ı algoritmu Counting sort

jestliže d je konstanta a k = O(n), pak časová složitost č́ıslicového řazeńı je
lineárńı
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Řazeńı v lineárńım čase Radix Sort

Varianty
řazeńı binárńıch č́ısel (lze zobecnit pro libovolnou č́ıselnou soustavu)

necht’ každé č́ıslo má b bit̊u, zvoĺıme r ≤ b

č́ıslo rozděĺıme na db/re skupin po r bitech

každou skupinu chápeme jako č́ıslo z intervalu 0 až 2r − 1

p̌ri řazeńı postupujeme po skupinách, použijeme Counting sort pro k = 2r − 1

Lema 2

Danou posloupnost n binárńıch b bitových č́ısel Radix Sort korektně sěrad́ı v
čase Θ((b/r)(n + 2r)) za p̌redpokladu, že stabilńı řazeńı, které využ́ıvá, má
složitost Θ(n + k) pro č́ısla z intervalu 0 až k.

otázka vhodné volby parametru r pro dané n a b záviśı od poměru veličin n a b

bb < log nc pro r ≤ b plat́ı (n + 2r) = Θ(n), optimálńı je proto volba r = b pro
kterou je celková složitost č́ıslicového řazeńı (b/b)(n + 2b) = Θ(n)

bb ≥ log nc pro r = blog nc je složitost je Θ(bn/ log n)
pro r > blog nc je složitost je Ω(bn/ log n)
pro r < blog nc hodnota výrazu (b/r) klesá a hodnota výrazu n + 2r

z̊ustává Θ(n)
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Řazeńı v lineárńım čase Bucket Sort

Přihrádkové řazeńı - Bucket Sort

p̌redpokládá, že

vstupńı posloupnost obsahuje č́ısla z intervalu [0 . . . 1)

č́ısla rovnoměrně pokrývaj́ı celý interval

interval [0 . . . 1) rozděĺıme na stejně velké podintervaly - koše

vstupńı č́ısla rozděĺıme dle jejich hodnoty do koš̊u

sěrad́ıme prvky v každém koši
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Bucket sort
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Obrázek:
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Řazeńı v lineárńım čase Bucket Sort

Bucket sort

Bucket Sort(A)

1 //B[0 . . . n− 1] je nové pole
2 n← A.length
3 for i = 0 to n− 1 do
4 B[i]← prázdny seznam od
5 for i = 1 to n do
6 přidej A[i] do seznamu B[bn ·A[i]c] od
7 for i = 0 to n− 1 do
8 seřad’ prvky seznamu B[i] použit́ım řazeńı vkládáńım od
9 spoj seznamy B[0], B[1], . . . , B[n− 1] do jednoho seznamu

necht’ ni označuje počet prvk̊u v koši B[i]

složitost je T (n) = Θ(n) +
∑n−1
i=0 O(n2

i )

očekávaná složitost je pro vstup s uniformně rozdělenými č́ısly Θ(n)
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