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Razeni

Ptehled algoritmii



Problém ¥Fazeni

® je dand mnoZina K nad kterou je definované tplné usporadani

m vstupem problému ¥azenf je posloupnost A = (ki,...,k,) prvki z K

m vystupem je posloupnost A’ = (k{,..., k] ), kterd je takovou permutaci

posloupnosti A, Ze Vi, j,1 <i < j <n, plati ki <k}



Stabilni algoritmy a algoritmy in situ

m prvky mnoziny K mohou byt strukturované
m Fazeni podle klice

B Fazeni se nazyva stabilni pravé kdyz zachovava vzajemné potadi polozek se
stejnym kli¢em

m prostorovd sloZitost algoritmi ¥azeni je 2(n), protoZze samotnd vstupni
posloupnost ma délku n

N4

m pro presné&jsi charakterizaci prostorové sloZitosti jednotlivych algoritmi
uvaZujeme tzv. extrasekvencéni prostorovou sloZitost, do které
nezapotitdvdme pamét obsazenou vstupni posloupnosti

m algoritmy, jejichZ extrasekvenni sloZitost je konstantni, se nazyvaji in situ
(in place)



Ptehled algoritmii

P¥ehled

&asova sloZitost

&asova sloZitost

algoritmus v nejhorsim v primérném
p¥ipadé ptipadé

Yazen( vklddanim O(n?) O(n?)

Fazeni vyb&rem O(n?) O(n?)

fazeni slévanim O(nlogn) O(nlogn)

Fazeni haldou O(nlogn) O(nlogn)

Yazen( rozd&lovanim | ©(n?) O(nlogn)

Fazen{ po&itanim O(k +n) Ok +n)

&islicové Fazeni O(d(n +k)) O(d(n+k))

prihradkové Yazeni | ©(n?) O(n)



Ptehled

algoritmy zaloZené na porovnavani prvka

vkladanim, Insertion sort in situ, stabilni

vyb&rem, Selection sort in situ, neni stabilni

slévanim, Merge sort asymptoticky ¢asové& optimalni, neni in situ, stabiln{
haldou, Heapsort asymptoticky &asové optimalni, in situ, neni stabilni

rozdélovanim, Quicksort neni &asov& optimalni, extrasekven&ni sloZitost a stabilita
z3visi od implementace (optimaln& in situ, existuji stabilni implementace), velmi
dobry v praxi (primérnd sloZitost je ©(nlogn))

algoritmy, které ziskavaji informace jinak neZz porovnavanim prvki
potitanim, Counting sort vstupni prvky jsou z mnoziny {0,...,k}

Cislicové fazeni, Radix sort zobecnéni ¥azeni pocitanim

prihradkové Fazeni, Bucket sort vyZzaduje znalost o pravdépodobnostnim rozdéleni
&isel na vstupu



Razeni slévanim
v

Razeni

Razeni slévanim
m Merge sort
m Problém inverzi



Razeni slévanim

Razeni slévanim (Merge sort)

Rozdél posloupnost na dvé stejné velké podposloupnosti
Vyies ob& podposloupnosti (rekurzivng)

Kombinuj dvé& sefazené podposloupnosti do jedné



Spojeni dvou sefazenych posloupnosti - Merge

m otazkou je, jak spojit dvé sefazené posloupnosti do jedné, kterd bude sefazena

m pri slévani porovndvame vedouci prvky obou posloupnosti

® mensi z porovnavanych prvk{ pfesuneme do vysledni posloupnosti

m procedura MERGE ma 4 parametry

pole A

indexy p,q,r takové, Ze p < q<r

predpoklddame, Ze posloupnosti A[p...q] a Alg+ 1...7] jsou sefazené
m pro provedeni vypottu je posloupnost Alp...r] sefazend

m pro zjednodusSeni kédu pouzivame sentinel



Razeni slévanim
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Razeni slévanim
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Merge

Procedure Merge(A, p, q,7)

1 +—qg—p+1

2Ny 1 —gq

3 //mecht L[1...ny +1] a R[1...n2 + 1] jsou nové pole
4 fori=1ton; do L[i] < Alp+i—1] od
5 for j =1 to ny do R[j] + A[q+ j] od

6 Ling + 1] + o0

7 R[na + 1] + o0

§141

971

10 for k = p to r do

11 if L[i] < R[j] then A[k] < L[i]

12 1+ 1+1

13 else A[k] < R[j]
14 j& g+ 1fi
15 od

14. brezna 2016 11 /71



Razenf slévanim Merge sort

Korektnost procedury Merge

Invariant

Na zatstku kaZdé iterace cyklu for v ¥adcich 10 - 15 posloupnost Ap. ..k — 1]
obsahuje k — p nejmensich prvkii z L[1...n1 + 1] a R[1...n2 + 1] a to v poradi
podle velikosti. Navic, L[i] a R[j] jsou nejmen3i prvky mezi t&mi prvky ve svych
posloupnostech, které jest& nebyly zkopirované do A.

Inicializace Na zatétku je kK = p. Navic i = j =1 a tedy L[i] a R[j] jsou
nejmensi prvky v L a R.

Iterace Ptedpokladejme, Ze L[i] < R[j]. Potom LJ[i] je nejmensi prvek z t&ch,
které jesté nebyly zkopirované do A. Protoze A[p...k — 1] obsahuje k —p
nejmensich prvki, pole Alp...k| bude obsahovat k — p + 1 nejmensich
prvkid. ZvySenim k a 4 zaru€ime platnost invariantu i po ukonéeni iterace.

Ukonceni Cyklus konéi kdyz k = r + 1. Z platnosti invariantu posloupnost
Alp...k—1] = Alp...r] obsahuje sefazenych k — p =r — p+ 1 nejmensich
prvki z L[1...ny +1] a R[1...n2 + 1]. Pole L a R obsahuji v souttu
n1 +ne +2 =1 —p+ 3 prvkl. V8echny prvky, s vyjimkou dvou nejvé&tsich
byly, zkopirované do A. Dva nejvétsi prvky jsou sentinely.
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Slozitost procedury Merge

m Yadky 1 - 2 a 6 - 9 maji konstantni sloZitost

m for cykly v ¥adcich 4 a 5 maji v souttu sloZitost ©(ny + ng) = O(n), kde
n=r—p-+1

m for cyklus v ¥adcich 10 - 15 iteruje n krat, v8echny pfikazy v ¥adcich 11 - 14
maji konstantni sloZitost

m sloZitost procedury MERGE je O(n)



Razeni slévanim

Merge Sort

® vyuZiva proceduru MERGE

m pro sefazeni celé posloupnosti voldme MERGE SORT(A4, 1, A.length)

Procedure Merge Sort(A, p, )
1ifp<rthenq<+ |[(p+71)/2]

2 MERGE SORT(4,p, q)
3 MERGE SORT(A,q + 1,7)
J MERGE(A, p, g, 7) fi



loupnost

[1]2[2]s[4]5]6]7]

sefazena pos

[2]6]

[1]3]

[4]7]

[2]5]

vstupni posloupnost



Razeni slévanim

SlozZitost algoritmu Merge Sort

Rozdél rozdéleni znamend vypolet indexu, proto ma sloZitost ©(1)

Vyres rekurzivng zpracujeme dv& posloupnosti velikosti n/2, €asova sloZitost je
2T (n/2)

Kombinuj sloZitost procedury MERGE je ©(n)

_Jeq) akn =1
T(n) = {2T(n/2) +O(n) jinak

sloZitost MERGE SORT je T'(n) = ©(nlogn)



Razeni slévanim

Problém inverzi

motivace
porovndni seznamu preferenci

formulace problému

e je dand posloupnost vzajemné rlznych &isel aq, ..., a,
e inverzi v posloupnosti je dvojice indexl i, j takovych, Ze ¢ < j a soulasné
a; > a;

e likolem je najit viechny inverze v dané posloupnosti &isel

p¥iklad
posloupnost 1, 4, 6, 8, 2, 5 ma 5 inverzi

naivni algoritmus
otestuje viechny dvojice indexil, sloZitost O(n?)



Problém inverzi - pfistup Rozdél a panuj

posloupnost rozdélime na dvé podposloupnosti a1, . ..,ar, 21 a
A[n/2]4+1y -5 0n
v kazdé z podposloupnosti spocitame inverze

spo&itdme inverze mezi prvky rliznych podposloupnosti

m cilem je navrhnout algoritmus s lepsi sloZitosti nez je sloZitost naivniho
algoritmu (O(n?))

m jestlize chceme, aby €asova sloZitost algoritmu byla T'(n) = O(nlogn), tak
musi platit T'(n) < 27'(n/2) + O(n), tj. dekompozice a kompozice nesmi
ptekrodit linedrni sloZitost

m jak vyFesit kompozici (bod 3) v &ase O(n) ?



Razeni slévanim

Problém inverzi - kombinuj - pokus 1

otdzka jak spotitat inverze (a,b) mezi prvky a € A = (a1, az,...,a;) a
be B= (bl,bg,...,bl)?

odpovéd jednoduché za predpokladu, Ye A i B jsou sefazené

algoritmus
msefad Aa B

m pro kazdy prvek b € B
bindrnim vyhledavanim v A uri, kolik prvki v A je vétSich nez b



Problém inverzi - kombinuj

A= (al,ag,...,ak), B= (bl,bg,...,bl)

m predpoklddame, Ze

e prvky v obou posloupnostech jsou sefazeny vzestupné
e vdechny prvky posloupnosti A maji ve vstupné posloupnosti mensi index neZ
prvky posloupnosti B

postupujeme stejné jako v procedufe MERGE

prvky a1,...,a;—1 a bi,...,bj_q jsou jiz za¥azené

m porovnavdme prvek a; s prvkem b;

e mensi z porovnavanych prvkl zafadime do vystupné posloupnosti
o jestlize a; < bj, tak a; neni v inverzi se Zddnym z prvkil b;,b41,...,0

e jestlize a; > bj, tak b; je v inverzi se v8emi prvky a;,...,ax a proto
k pottu inverzi pfipoteme k — i + 1



Razeni slévanim

zaFazené prvky

L | A
vyslednd posloupnost i
| B

® inverze mezi prvky zafazenymi do vysledné posloupnosti jsou jiZ zapo&itané

m jestlize a; < bj, tak do vysledné posloupnosti pfesuneme a;
ai<bj <bj+1 <bj+2<...
a; neni v inverzi se Zddnym z b;,bj41,bj42. ..

m jestlize a; > bj, tak do vysledné posloupnosti pfesuneme b;

bj <o < Qi1 < Ajp2 < ...
b; je v inverzi s kazdym z a;, @41, Qiq2 . - .



GELAUEEVELTHN  Problém inverzi

Algoritmus

Merge_and_Count(A4, B)
114 1; 51
2 //i, j jsou indexy prvnich nezarazenych prvka z A resp. B
s Count < 0
//Count je pocet nalezenych inverzi
while seznamy A, B jsou neprazdné do
porovnej a; a b;
mensi z prvki zafad do vysledného seznamu
if b; < a; then zvys Count o pocet nezafazenych prvki z A fi
zvys$ index ¢ resp. j od
10 if jeden seznam je prazdny
11 then zaiad zbyvajici prvky do vysledného seznamu fi
12 return Count a vysledny seznam

© 0 [ G

), B 010
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GELAUEEVELTHN  Problém inverzi

Algoritmus

Sort_and_Count(L)

1 if length(L) = 1

2 thenr <0

3 else A+ leva polovina L

4 B + prava polovina L

5 (ra,A) + SORT_AND_COUNT(A)

6 (rp, B) < SORT_AND_COUNT(B)

7 (r,L) <~ MERGE_AND_COUNT(A, B)
8 r<r+raqa+rpfi

9 return (r, L)

sloZitost algoritmu je T'(n) = 27 (n/2) + O(n) a proto 7'(n) = O(nlogn)

0, B 010
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Razeni haldou
A4

Razeni

Razeni haldou
m Razeni haldou
m Prioritni fronty



Razeni haldou - Heapsort

prvky posloupnosti vlozime do (binarni) haldy

m halda je datova struktura
m pole
m prvky pole odpovidaji vrcholim binarniho stromu

m bindrni strom je tplny (vrcholy na v3ech drovnich s vyjimkou ptedposledni
maji prdv& dva ndsledniky) a zleva zarovnany (nejhlubsi trovefi je zapln&nd
zleva doprava)

m pole reprezentujici haldu ma dva atributy
m A.length po&et prvki v poli
m A . heap size polet prvkl haldy uloZenych v poli
m A[l... A heap_size] obsahuje prvky haldy



Halda




Halda

m koFen haldy je uloZeny v A[1]

m pro dany index i vypotteme indexy néaslednikd a pfedchidce vrcholu Afi]
predpisem

PARENT(7)
return [i/2]
LEFT(7)
return 2;
RIGHT(7)
return 27 4+ 1



Halda - vlastnost haldy

® rozliSujeme minimovou a maximovou haldu

m v obou p¥ipadech prvky (&isla) uloZené v hald& musf spliiovat vlastnost haldy

m pro kaZdy vrchol maximové haldy plati, Ze hodnota ulozena ve vrcholu je
vétsi nebo rovna nez hodnoty ulozené v jeho naslednicich

m nejvétsi prvek haldy je uloZeny v jeji kofeni

m pro kazdy vrchol minimové haldy plati symetricky A[PARENT(7)] < A[i]

B vyb&r mezi minimovou a maximovou haldou zavisi od kontextu: ¥azeni od
nejvétsiho resp. nejmensiho prvku, prioritni fronty, .. .)



Razen( haldou

Operace nad (maximovou) haldou

m Max_HEAPIFY garantuje platnost vlastnosti haldy, sloZitost O(logn)
m BuiLD_MaX_HEAP vybuduje z pole haldu, sloZitost ©(n)
m HEAPSORT sefadi prvky pole, slozitost O(nlogn)

m procedury MAX_HEAP_INSERT, HEAP_EXTRACT_MAX ,
HEAP_INCREASE_KEY a HEAP_MAXIMUM vyuZijeme pro implementaci
prioritni fronty



Obnoveni vlastnosti haldy

m procedura MAX_HEAPIFY(A, i) pfedpoklada, Ze
e bindrni stromy s kofeny LEFT(7) a RIGHT(4) jsou (maximové) haldy a Ze
e prvek A[i] miZe byt men¥i neZ jeho néslednici, tj. nemusi spliiovat vlastnost
haldy

m procedura modifikuje A tak, Ze po jeji provedeni strom s kofenem A[i] tvofi
haldu

m lprava je zaloZena na presunu prvku A[i] sm&rem doll






Razen( haldou

Max_Heapify(A, )

1 |+ LEFT(4)

2 7 < RIGHT(i)

g if | < A.heap_size N A[l] > Ali

4 then largest « 1

5  else largest < i fi

6 if r < A.heap_size N Alr] > Allargest]
7 then largest < r fi

s if largest # i

9 then swap A[i] a Allargest]
10 MAX_HEAPIFY(A, largest) fi



Max_Heapify - slozitost

podstrom s kofenem A[i] m3 n vrchold

procedura je rekurzivn{

sloZitost dekompozice (tj. vypolet largest) a kompozice je konstantni
rekurzivni volani pro podstrom, ktery ma maximaln& 2n/3 vrcholi

T(n) <T(2n/3)+ 6(1)

T(n) = O(logn)

alternativngé miZeme sloZitost operace vyjad¥it jako O(h), kde h je vyska
stromu (vyska listu je 0)



GESUNEIEETIY  Razeni haldou:

Vytvoreni haldy

m vyuZitim procedury MAX_HEAPIFY zkonvertujeme pole A[l...n] na
maximovou haldu

m prvky A[|n/2] 4+ 1], A[[n/2]| + 2]... A[n] jsou listy stromu a proto kaZdy
tvofi haldu s 1 vrcholem

m proceduru MAX_HEAPIFY aplikujeme na zbylé prvky pole v pofadi odspodu
sm&rem nahoru a na dané drovni smérem zprava doleva
Build_Max_Heap(A4)

1 A.heap_size < A.length
2 for i = | A.length/2| downto 1 do
3 MAXx_HEAPIFY(A4,:) od
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Vytvoreni haldy
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GESUNEIEETIY  Razeni haldou:

Build_Max_Heap - korektnost

Invariant cyklu

Na za&dtku kazdé iterace for cyklu je kazdy z vrcholti A[i + 1], A[i + 2], ..., A[n]
kofenem maximové haldy.

Inicializace na zaditku je i = |n/2], vrcholy A[|n/2] + 1], A[|n/2] + 2] ,
...,Aln] jsou listy a jsou tedy kofeny (trividlni) haldy

Iterace levy a pravy podstrom vrcholu A[i] jsou maximové haldy (plati pro né&
invariant), vlastnost haldy miZe byt porusena jedin& hodnotou A[il;
procedura MAX_HEAPIFY(A, ) vybuduje maximovou haldu s kofenem i

Ukonéeni cyklus skon&i kdyz ¢ = 0 a z platnosti invariantu plyne, Ze A je
maximova haldu
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Razen( haldou

Build_Max_Heap - sloZitost

m sloZitost procedury MAX_HEAPIFY je O(h), kde h je vyska stromu, na ktery
se procedura aplikuje

m polet podstromii vygky h je nejvyse [2,1%—‘
m kofen m3 vysku |logn|

m celkova sloZitost je proto

[log n] [log 7] oo
zg: |5 [om) = 0(n : 2%);0(”22%):0(11)
h=0 h=0 h=0

pFi zjednoduSovani vyrazu jsme vyuZili rovnost

— h 12
Z::_h (1—1/2)2 =2



GESUNEIEETIY  Razeni haldou:

Algoritmus fazeni haldou, Heapsort

m pouzitim procedury BUiLD_MAX_HEAP vybudujeme maximovou haldu nad
polem A[l...n], kde n = A.length

m maximdlni prvek pole A je uloZeny v ko¥eni A[1] a proto ho miZeme
presunout na jeho findIni pozici A[n] (vym&nime prvky A[1] a A[n])

m prvek, ktery jsme pfesunuli do kofene, miiZe porusit vlastnost haldy a pro
obnoveni vlastnosti haldy pouZijeme MAX_HEAPIFY (A, 1)

m cely proces opakujeme pro haldu velikosti n — 1

Heapsort(A)

1 BuiLD_MAX_HEAP(A)

2 for i = A.length downto 2 do vymeén A[l] a A[i]
3 A.heap_size < A.heap_size — 1

4 Max_HEAPIFY (A4, 1) od

14. brezna 2016 38 / 71



Heapsort




Heapsort - sloZitost

m procedura BUILD_MAX_HEAP m3 sloZitost O(n)
m kazdé z n — 1 volani procedury MAX_HEAPIFY m3 sloZitost O(logn)

m algoritmus HEAPSORT ma sloZitost O(nlogn)



Razeni haldou Optimalizace a varianty

Optimalizace a varianty

m strom vyS§i arity

m ve vrcholu stromu uloZenych né&kolik hodnot

m budovani haldy vyménou zdola nahoru halda je na zadatku prazdna a
postupné do ni vkladdme prvky vstupni posloupnosti; prvek vloZime na
posledni misto (jako list) a v p¥ipad& porugeni vlastnosti haldy ho (rekurzivng)
zamé&nime s jeho roditem; Casova sloZitost vybudovani haldy je ©(nlogn)

m bottom - up heapsort optimalizuje etapu sefazovani prvki; maximalni prvek
z koFene si vyméni misto s poslednim prvkem haldy a pro obnoveni vlastnosti
haldy vymé&nami se postupuje zdola nahoru

m Smoothsort (Edsger Dijkstra) - stejnd asymptotickd sloZitost, lepsi chovani
pro vstupni posloupnosti, které jsou témé&¥ usporadané
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Prioritni fronty

m datova struktura pro reprezentaci mnoziny, nad prvky mnoZiny je definovano
usporadani

®m umoZiiuje efektivni realizaci operaci:
INSERT(S, x) vloZi prvek 2 do mnoZiny S
Maximum(S) vrati nejvétsi prvek mnoziny S
EXTRACT_MAX(S) odstrani z mnoZiny S nejvétsi prvek
INCREASE_KEY(S, x, k) nahradi prvek = prvkem k za pfedpokladu, Ze k > =

m alternativn& mizZeme definovat prioritni frontu viéi minimalnimu prvku

m prioritni frontu implementujeme jako maximovou haldu



Razeni haldou Prioritni fronty

Maximum a Extract_Max

m prvky mnoZiny S tvo¥i haldu A
m maximalni prvek haldy je v jejim koFeni; jeho nalezeni ma konstantni sloZitost

Heap_Maximum(A)
1 return A[l]

m odstranéni maximdlniho prvku se implementuje stejné jako v algoritmu Fazenf{
m sloZitost operace je O(logn)

Heap_Extract_Max(A)

if A.heap_size < 1 then return prazdnd fronta fi
max < A[l]

A[l] + A[A.heap_size]

A.heap_size < A.heap_size — 1
MAX_HEAPIFY(A4,1)

return max

S G N L v~
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Razeni haldou Prioritni fronty

Increase_Key

m procedura HEAP_INCREASE_KEY implementuje operaci INCREASE_KEY
m index ¢ identifikuje prvek, ktery ma byt operaci nahrazen (navysen)

m nejdfive zménime hodnotu A[i] na novou hodnotu key a potom obnovime
vlastnost haldy

Heap_Increase_Key(A, i, key)

1 if key < A[i] then return novd hodnota je mens{ nez puvodnf fi
2 Ali] + key

g while i > 1 A A[PARENT(Z)] < A[i] do

4 vymeén Afi] a A[PARENT(7)]

5 i < PARENT(7) od

sloZitost: O(logn)
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Prioritni fronty
Insert

m procedura MAX_HEAP_INSERT implementuje operaci INSERT

m na konec pole vloZime novy prvek, ktery je mensi nez vSechny ostatni prvky,
symbolicky ho oznalujeme —oo

m zvysime hodnotu vloZeného prvku na hodnotu prvku, ktery chceme vloZit do
fronty

Max_Heap_Insert(A, key)

1 A.heap_size < A.heap_size + 1
2 A[A.heap_size] + —oo
s HEAP_INCREASE_KEY(A, A.heap_size, key)

sloZitost: O(logn)
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Razeni rozdélovanim - Quicksort

Rozdél posloupnost A[p...7] na dv& podposloupnosti A[p...q— 1] a Afg...r]
tak, aby vdechny prvky v Alp...q — 1] byly men¥i nejvyZe rovné prvkim
v Alg...r]

Vyre$ obg& posloupnosti (rekurzivng) sefad

Kombinuj protoZe ob& podposloupnosti jsou sefazené, neni nutny Zadny dalsi
vypocet

Mergesort
Rozdél posloupnost na dvé posloupnosti poloviéni velikosti.
Vy¥e§ ob& podposloupnosti (rekurzivng) serad

Kombinuj spoj dvé& sefazené podposloupnosti do jedné



Quicksort

hlavni &3asti algoritmu je rozdélovani posloupnosti do dvou posloupnosti
poZadovanych vlastnosti

p¥i rozdélovani vyuZivdime pivota

kaZdy prvek posloupnosti porovnavame s pivotem

podposloupnosti prvki mengich / v&t3ich neZ pivot



Quicksort

Quicksort

i-pvj _T p i- -j -T
@ |2f8l7][1]3][5]6]4] ® |2][1[3|8]7]|5]6]4]
Ip7i-j -’r p i- .j.r
® |2|8f[7]1]3][5]6]4] © |2]1][3]|8]7[5]6]4]
p7i. -j .’I‘ » i- -T
© |2]8]7]1][3]5]6]4] m [2[1]3]8l7[5]6]4]
P L T P Lo "
@ |2|8f7]1]3][5]6]4] o [2]1]3]4]7]5]6]8]|
p 0 J r

(e) |2|1i7|8i3|5|6i4|




Quicksort

Quicksort(A, p, )

1ifp<r

2 then g < PARTITION(A, p,r)

3 QUICKSORT(A,p,q — 1)

4 QUICKSORT(A, g + 1,7) fi

Partition(A, p,r)

1 pivot < Alr]

214 p—1

s for j =p tor do

4 if A[j] < pivot then i< i+ 1

5 vymeén Afi] a A[j] fi od
6 return ¢
14. brezna 2016
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Korektnost

chceme dokazat, Ze procedura PARTITION vrati index i takovy, Ze
m Afi] = pivot
m pro p < k < plati A[k] < A[i]
m pro i < k <r plati A[k] > A[i]

Invariant cyklu

na zalatku kazdé iterace for cyklu v ¥adcich 3 - 6 plati pro kazdy index k
jestlize p < k < i, tak A[k] < pivot
jestlize i +1 < k < j — 1, tak A[k] > pivot

Inicializace

inicidIni p¥itazeni je pivot < Alr], i< p—1laj+p
invariant (trividlng&) platf



Korektnost

Invariant cyklu

na zalatku kazdé iterace for cyklu v ¥adcich 3 - 6 plati pro kazdy index k
jestlize p < k < i, tak A[k] < pivot
jestlize i +1 < k < j — 1, tak A[k] > pivot

Iterace
Alj] > pivot - efektem iterace cyklu je zvyZeni hodnoty j o 1; invariant plati

Alj] < pivot - efektem iterace cyklu je zvy3eni hodnoty ¢ a vymé&na Afi] s A[j],
to garantuje zachovani platnosti podminky 1

zachovani platnosti podminky 2 garantuje fakt, Ze jsme do A[j — 1] p¥esunuli
prvek v&tsi nez pivot
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Korektnost

Invariant cyklu

na zalatku kazdé iterace for cyklu v ¥adcich 3 - 6 plati pro kazdy index k
jestlize p < k < i, tak A[k] < pivot
jestlize i +1 < k < j — 1, tak A[k] > pivot

Ukon¢&eni

vypolet kon&i kdyZ j = r + 1, coZ spolu s faktem, Ze po poslednim provedenf{
iterace plati invariant, garantuje Ze pro p < k < i plati A[k] < A[i] a pro

i <k <rplati Alk] > Al{]

v posledni iteraci je j = p, A[j] = pivot < pivot, provede se vyména Afi] s A[j],
co garantuje, Ze po ukon&eni vypottu cyklu plati A[i] = pivot
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SlozZitost

sloZitost v nejhorsim ptipadé
nap¥. pro vstupni posloupnost, kterd je jiZ sefazend, nebo kterd obsahuje
stejné prvky
Tn)=Tn—-1)+T0)+06(n)=T(Mn—-1)+06(n)
T(n) = ©(n?)
sloZitost v nejlepsim ptipadé
nastava, kdyz p¥i kazdém rekurzivnim volani rozdé&li pivot posloupnost na
dvé stejné velké podposloupnosti
T(n) =2T(n/2) + ©(n)
T(n) = O(nlogn)
primérna slozitost
T(n) = O(nlogn)



Alternativni postup rozdélovani |

® postupujeme od obou koncil posloupnosti az do chvile, neZ jsou detekovany
dva prvky, které jsou vi&i sobé v opaéném potadi; prvky si vyméni svou pozici

m pfi tomto postupu se udéld primérné 3 krat méné vymén

m algoritmus nenf stabilni

Hoare Partition(A4, p,r)

x < Alp]
1+ p—1
j&r+1
while true do
repeat j < j — 1 until Aj] <z od
repeat ¢ <— i+ 1 until Afi] >z od
if i < j then swapAli] a A[j] else return j fi od

SRS NN T NG SR

Quicksort(A, p, r)

1 if p < r then ¢ < HOARE PARTITION(A, p, 1)
2 QUICKSORT(A, p, q)
3 QUICKSORT(A, ¢+ 1,7) fi
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Alternativni postup rozdélovani Il

m obé& uvedené schémata se chovaji Spatné v pfipadég, Ze ve vstupni posloupnosti
se prvky opakuji

rozdélovaci schéma, které ¥e$i posloupnosti s opakujicimi se prvky
p¥i rozdélovani se hledaji prvky mensi nez pivot a vé&tsi neZ pivot
prvky stejné jako pivot jsou jiZ na své pozici

prvky men3i (v&t3i) nez pivot se sefadi rekurzivng



Iterativni verze Quicksortu
algoritmus ve tvaru tail rekurze

Tail Recursive Quicksort(A,p,r)
1 while p < r do

2 q < PARTITION(A, p, 1)
3 TAIL RECURSIVE QUICKSORT(A,p,q — 1)
4 p+q+1od

Iterative Quicksort(A,p,r)

1 stack =[]

2 stack.push(p,r)

3 while stack do

4 pos = stack.pop()

5 p, 7 = posl1], pos[2]

6 q < PARTITION(A, p, )

7 if ¢ — 1 > p then stack.push((p,q — 1)) fi
8 if ¢+ 1 < r then stack.push((q + 1,r)) fi
9 od
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Slozitost problému Fazeni

sloZitost Fadicich algoritmi zaloZenych na vzdjemném porovnavani prvki
posloupnosti je ©2(nlogn)

bino vstupni posloupnost a1, ..., a, obsahuje vzijemn& rizné prvky
kaZzdé porovnani urdi v&tsi ze dvou prvki

vypocet algoritmu miZeme popsat rozhodovaci stromem, jehoZ vnit¥ni
vrcholy jsou oznadeny y porovnavanych prvkl a maji dva syny odpovidajici
vztahu < a >

@ vypoclet na konkrétnim vstupu p¥edstavuje cestu v rozhodovacim stromé&
z koFene do listu; jeho sloZitost je Umérna délce cesty

B kazdy list jednoznatng urluje sefazeni ar(1) < ar(2) < ... < ar(y) Vstupnich
prvki

@ algoritmus musi mit moZnost vypotitat kazdou moZnou permutaci vstupnich
prvki

pocet rliznych permutaci je n!
H strom musi mit alespofi n! listd = m& hloubku alespofi log(n!) = Q(nlogn)

14. brezna 2016 58 / 71



Razeni v linedrnim &ase

A4

Razeni

H Razeni v linedrnim case
m Counting Sort
m Radix Sort
m Bucket Sort



Razeni pocitanim - Counting Sort

predpokladd, Ze vstupni posloupnost obsahuje cela &isla z intervalu 0. ..k, kde &k
je n&jaké pevné dané prirozené &islo

jestlize kK = O(n), tak sloZitost Yazeni pot&itdnim je ©(n)



Counting sort

m vstupni posloupnost A[l...n]
m pole B[1l...n] obsahuje sefazenou posloupnost

m pole C[0...k] se vyuZiva v priib&hu vypottu

m pro kaZdou hodnotu ¢ = 0,1,..., k spolitdme, kolik je ve vstupni
posloupnosti &isel ¢, vysledny polet ulozime do C1i]

m pro kaZdou hodnotu ¢ = 0,1,..., k spolitdme, kolik je ve vstupni
posloupnosti &isel mensich nebo rovnych 4, vyuZijeme k tomu hodnoty
napocitané v predchdzejicim kroku a vysledny potet uloZime opét do C'i]

m prochdzime vstupni posloupnost od konce a kaZdé &islo uloZzime do B p¥fimo

na jeho pozici, kterd je uréend po¢tem mensich nebo rovnych &isel; hodnoty
v C pribézné aktualizujeme
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Razeni v linedrnim &ase

Counting sort

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Al2]s]3]0]2]3]0]3] o1 s aas s T T 1]
0 1 2 3 4 5 C 0 1 2 3 4 5
c[2]ol2]3]o]1] c[2[2]4]6]7]s]

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
sl T T T[] Al T T Ts]3]7]

1 2 3 4 5 6 7 8
Blolo]2]2[3]3]3]5]

0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

0
cl1l2]4f6[7]8] clal2]4]5]7]



Counting_Sort(A, B, k)

1 //inicializace C[0. .. k]

2 for i =0 to k do

3 C[i] + 0 od

4 for j =1 to A.length do

5 ClA[]] < C[A[j]] + 1 od

6 //Ci] obsahuje pocet ¢isel rovnych 4
7 for i =1 to k do

8 Cli] < Cli]+Cli—1] od

9 //Cli] obsahuje pocet ¢isel mensich nebo rovnych ¢
10 for j = A.length downto 1 do
i BIC[A] < ALj
1z ClA[f]] +~ C[A[j]] - 1 od

0, B 2010
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Casova slozitost

cyklus na ¥adcich 2 - 3 (inicializace C) — sloZitost O(k)
cyklus na ¥adcich 4 - 5 (potet &isel = i) — sloZitost ©(n)
cyklus na ¥adcich 7 - 8 (potet &isel < i) — sloZitost O(k)
cyklus na ¥adcich 10 - 12 (p¥esun z A do B) — slozitost ©(n)
celkovd slozitost ©(k + n)

v praxi pouZzivany pro k = O(n)

m stabilni algoritmus: prvky se stejnou hodnotou se ve vystupni posloupnosti
vyskytuji ve stejném potadi jako ve vstupni posloupnosti (dileZité nap¥. pro
radix sort)



Razeni v linedrnim &ase

Varianty a optimalizace

m v p¥ipadg, Ze vstupni posloupnost obsahuje pouze &isla (a ne sloZit&jsi datové
objekty s klitem), tak druhy cyklus algoritmu je moZné vynechat a zapisovat
do pole B pfimo ¢&isla

m algoritmus se da vyuZit k odstraovani duplicitnich kli¢d (pole C' nahradime
bitovym polem)

m umoZiuje efektivni paralelizaci (vstupni posloupnost rozdélime na stejn& velké
podposloupnosti a pro kaZdou z nich potitdme frekvence vyskytu paralelng)

m extrasekvenini sloZitost algoritmu je O(n + k)



Razeni v linedrnim Zase [SELIEIS

Cislicové fazeni - Radix Sort

Fazeni &isel podle &islic na jednotlivych bitech

postup zleva doprava (most significant digit, MSD) - pouZiva se nap¥. pro
lexikografické usporadani

postup zprava doleva (least significant digit, LSD), stabilni ¥azen{

da se pouZit i pro fazeni poloZek, které nemaji &iselny charakter

pouZiva se napt. kdyZ pot¥ebujeme sefadit polozky vzhledem k riiznym kli¢dm

Radix_Sort(A, d)

1 fori=1to d do
2 pouzij stabilni fazeni a sefad polozky podle ite &islice
s od
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Razeni v linedrnim &ase

Radix Sort

Lema 1

Danou posloupnost n Cisel s d ¢&islicemi, pficemZ Cislice miZou nabyvat k riznych
hodnot, sefadi RADIX_SORT korektné v ¢ase ©(d(n + k)) za predpokladu, Ze
stabilni Fazeni, které vyuZivd, md sloZitost ©(n + k).

m sloZitost je garantovand napt. pfi pouZziti algoritmu Counting sort

B jestlize d je konstanta a k = O(n), pak €asova sloZitost &islicového Fazeni je
linedrni



Razeni v linedrnim Zase [SELIEIS

Varianty

m Yazeni bindrnich &isel (Ize zobecnit pro libovolnou &iselnou soustavu)

m necht ka?dé &islo m3 b bitd, zvolime r < b

m &islo rozdélime na [b/r] skupin po 7 bitech

m kaZdou skupinu chdpeme jako &islo z intervalu 0 az 2" — 1

B p¥i Fazeni postupujeme po skupindch, pouZijeme Counting sort pro k = 2" —1

Lema 2

Danou posloupnost n bindrnich b bitovych ¢&isel RADIX_SORT korektné sefadi v
case ©((b/r)(n +2")) za pFedpokladu, Ze stabilni Fazeni, které vyuZivd, md
sloZitost ©(n + k) pro &isla z intervalu 0 aZ k.

otdzka vhodné volby parametru r pro dané n a b zavisi od pomé&ru veli¢in n a b
|b <logn| pror <b plati (n+2") = ©(n), optimaln{ je proto volba r = b pro
kterou je celkova sloZitost &islicového Yazeni (b/b)(n + 2°) = O(n)

|b>1logn| wm pror = |logn| je sloZitost je ©(bn/logn)
m pro r > |logn] je sloZitost je Q(bn/logn)
m pro r < |logn] hodnota vyrazu (b/r) klesd a hodnota vyrazu n + 2"

ziistava O(n)
e G



Razeni v linedrnim &ase

P¥ihradkové fazeni - Bucket Sort

predpoklada, Ze
m vstupni posloupnost obsahuje &isla z intervalu [0...1)

m Cisla rovnomé&rné pokryvaji cely interval

m interval [0...1) rozd&lime na stejn& velké podintervaly - kose

vy

m vstupni &isla rozdélime dle jejich hodnoty do ko3

m sefadime prvky v kazdém kosi



Bucket sort
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Razeni v linedrnim Zase [l CCET08

Bucket sort

Bucket_Sort(A)

1 //Bl0...n — 1] je nové pole

2 n < A.length

s fori=0ton—1do

4 BJi] + prézdny seznam od

5 fori =1 ton do

6 pridej A[i] do seznamu Bl|n - A[i]|] od
7fori=0ton—1do

8 sefad prvky seznamu B[i] pouzitim Fazen{ vkladénim od
9 spoj seznamy B[0], B[1],..., B[n — 1] do jednoho seznamu

m necht n; oznaluje polet prvki v kosi Bli]
m slozitost je T(n) = O(n) + 3.1, O(n?)

m olekdvana sloZitost je pro vstup s uniformné& rozdélenymi &isly ©(n)
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