IE———— s,
Datové typy

m jakd data jsou pot¥ebné pro feseni problému?
® jak se budou data reprezentovat?

m jaké operace se budou nad daty provadét?

Datovy typ

m rozsah hodnot, které miZe nabyvat proménna daného datového typu
m mnoZina operaci, které jsou pro dany datovy typ povolené / definované

® nezdvisi na konkrétni implementaci
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Datové typy a struktury

jednoduchy (skalarni) datovy typ

data zabiraji vzdy konstantni (typicky malé) mnoZstvi paméti, zp¥istupnéni
hodnoty skaldrniho typu trvd konstantni &as

Ciselné a znakové typy, typ pravdivostnich hodnot, vyctovy typ

sloZzeny datovy typ
implementace slozeného datového typu se nazyva datova struktura

m staticky - pevna velikost; &asova sloZitost zp¥istupnéni prvku je konstantn{
k-tice, pole konstantni délky

m dynamicky - neomezena velikost; ¢asova sloZitost zp¥istupnéni prvku je
funkci zavislou na velikosti
seznam, zasobnik, fronta, slovnik, strom, graf



L | Elkddsdemtany
Dynamické datové typy

B mnoZina objektl; v prib&hu vypoltu miZeme do mnoZiny prvky pridavat a
odebirat resp. mnoZinu jinak modifikovat (tzv. dynamickd mnoZina)

m kaZdy prvek dynamické mnoZiny je reprezentovany jako objekt, jehoZ atributy
maZeme zkoumat a modifikovat za p¥edpokladu, Ze mame ukazatel /
referenci na tento objekt

® jeden z atributl objektu je jeho identifikator - kli¢ key

m jestlize v8echny prvky maji rlizné kli¢e, ¢asto mluvime o mnoZiné obsahujici
klice



Dynamické datové typy - zakladni operace

SEARCH(S, k) pro mnoZinu S a kli¢ k vrati ukazatel x takovy, Ze x.key = k
resp. NIL, kdyZ objekt s kli¢em k neni obsaZen v mnoZing S

INSERT(S, z) do mnoZiny S vloZi objekt s ukazatelem x
DELETE(S, z) z mnoZiny S odstrani objekt s ukazatelem x

MaximMum(S) pro mnoZinu S s tpln& uspo¥adanymi objekty vrati ukazatel x na
objekt, jehoz kli¢ je maximaln{

MiNIMUM(S) pro mnoZinu S s lpln& uspofddanymi objekty vrati ukazatel x na
objekt, jehoz kli¢ je minimalni

SUCCESSOR(S, z) pro mnoZinu S s tpln& uspo¥adanymi objekty vrati ukazatel
na objekt, jehoZ kli¢ ndsleduje bezprostfedné za klicem x.key, resp.
hodnotu NiL kdyZ x je maximalni

PREDECESSOR(SS, z) symetricky k SUCCESSOR
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Datové struktury

Vyhledavaci stromy
m Binarni vyhledavaci stromy
m Intervalové stromy



Problém rezervaci

online rezervaéni systém
(nap¥. rezervace lékaFského vysetFeni, pFistavaci ranveje, . ..)

B mnoZina rezervaci R
m poZadavek t na rezervaci

m rezervace miiZe byt potvrzena pravé kdyz v intervalu (¢t — k, t + k) neni 2adn3
jind rezervace (k je délka trvani uddlosti) a souasn& t je aktudlni

B mazani realizovanych aktualizaci
pitklad: R = {21,26,29,36}, k = 3, aktualn{ €as 20
rezervace 24 neni validni (moZnd), protoZe 26 € R

33je OK
15 nenf validni, protoZe aktudlni &as je 20



Vyhledavaci stromy

Problém rezervaci - feSeni
jaky datovy typ je vhodny pro reprezentaci R a realizaci pozadovanych operaci???

usporadany seznam

ov&feni rezervace v Case O(n), zdznam rezervace v &ase O(1)
uspofadané pole

ovéFeni rezervace v Case O(logn), zdznam rezervace v Case O(n)

neuspofradany seznam / pole
ov&feni rezervace v &ase O(n), zdznam rezervace v &ase O(1)

minimova halda
ov&Feni rezervace v ase O(n), zdznam rezervace v ¢ase O(logn), aktudlnost
rezervace v ¢ase O(1)

binarni pole rezervace t je uloZena v poloZce s indexem t — problém velikosti pole

existuje lepsi feseni?? soulasné& efektivni vyhledavani i vklddani!



Vyhledavaci stromy

m umoziuji efektivni implementaci operaci SEARCH, MINIMUM, MAXIMUM,
PREDECESSOR, SUCCESSOR, INSERT, DELETE

m operace nad vyhledavacim stromem maji sloZitost imérnou hloubce
stromu, tj. v nejhorSim p¥ipadé aZ linedrni

m bindrni vyhledavaci stromy - kaZdy vrchol stromu ma nejvySe 2 nasledniky,
tj. strom mize mit aZ hloubku n

m vyvazené binarni vyhledavaci stromy maji logaritmickou hloubku, tj.
operace maji sloZitost O(logn)



Bz hisdsveleriony
Binarni vyhledavaci stromy (BVS)

m datova struktura, kterd vyuzivd ukazatele
m kazdy vrchol (uzel) stromu p¥edstavuje jeden objekt

m kaZdy vrchol obsahuje
o kit
e ukazatele left, right a p na levého syna, pravého syna a na otce; ukazatel
ma hodnotu Nil pravé kdyZ vrchol nema pfislusného syna, resp. otce
e pfipadné dalsi data

v bindrnim vyhledavacim stromu jsou kli¢ce vzdy uloZeny tak, Ze plati

BVS vlastnost
jestlize z je vrchol BVS a
y je vrchol v levém podstromu vrcholu x, tak plati y.key < x.key

y je vrchol v pravém podstromu vrcholu x, tak plati y.key > x.key
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BVS - prochdazeni stromu

m cilem je projit strom tak, aby kazdy vrchol byl navstiven pravé jednou

® vyuZiti: provedeni operace nad kazdym vrcholem, vypis kli¢d, kontrola
vlastnosti stromu, ...

strom prochazime rekurzivné
za&iname v kofeni stromu
(rekurzivn&) navitivime vechny vrcholy levého podstromu kofene

(rekurzivn&) navitivime vdechny vrcholy pravého podstromu kofene



BVS - vypis klita

klite ulozené v BVS miiZzeme vypsat v pofadi

inorder hodnotu kli¢e uloZeného v kofeni vypiseme mezi vypsanim kli¢h
uloZenych v jeho levém a pravém podstrom& (2355 7 8)

preorder hodnotu kli¢e uloZeného v kofeni vypieme pied vypsanim kli¢a
uloZenych v jeho levém a pravém podstrom& (5325 7 8)

sy o

postorder hodnotu kli¢e uloZzeného v kofeni vypiSeme po vypsani kli¢d uloZenych
v jeho levém a pravém podstrom& (253 8 7 5)



R T SIS Bindrni vyhledavaci stromy
Inorder

Inorder_Tree_Walk(z)
if © £ Nil
then INORDER_TREE_WALK(z.le ft)

print x.key
INORDER_TREE_WALK (z.1ight)

QAN L =

fi

m INORDER_TREE_WALK(T.root) vypie klite ulozené v BVS T'
od nejmensiho po nejvétsi

Casova sloZitost je ©(n), kde n je pocet vrchold stromu T
BVS SORT - ¢asova sloZitost 777



Vyhledavaci stromy Binérni vyhledavaci stromy

BVS - vyhledavani ve stromu

m zalindme v kofeni stromu, postupujeme rekurzivné

m porovname hledany kli¢ k s klitem uloZenym v navstiveném uzlu, jestlize se
rovnaji, tak vyhleddvani kon&i dspéchem

m jestliZe hledany kli¢ k je mensi nez kli¢ x.key uloZeny v navstiveném uzlu z,
tak pokratujeme v levém podstromu uzlu z

m v opacném pripadé pokralujeme v pravém podstromu uzlu x

m vyhleddvani kon&i netspéchem privé kdyz hledany kli¢ neni uloZen ani
v navstiveném listu

Tree_Search(z, k)

1 ifx=Nil V k=ux.key

2 then return z fi

s if k < z.key

4 then return TREE_SEARCH(z.left, k)

5  else return TREE_SEARCH(z.right, k) fi
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Vyhledavaci stromy Binérni vyhledavaci stromy

BVS - minimalni a maximalni kli¢

m jestlize hleddme minimalni kli¢, tak v stromu postupujeme vZdy doleva

m jestlize hleddme maximalni kli¢, tak v stromu postupujeme vZdy doprava

Tree_Minimum(x)

1 while z.left # Nil do = + x.left od
2 return x

Tree_Maximum(z)

1 while z.right # Nil do z < x.right od
2 return
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BVS - pfedchiidce a naslednik

m predpokladdme, Ze vechny kli¢e uloZené v stromé& jsou vzdjemn& riizné!

~

m naslednikem uzlu z je uzel, ktery obsahuje nejmensi klic vétsi nez x.key
(successor)

m predchiidcem uzlu x je uzel, ktery obsahuje nejvétsi klic mensi nez z.key
(predecessor)

Lanalogicky se operace definuji i pro strom, ktery miize obsahovat uzly se stejnymi
kli¢i



il i e Sy
naslednikem uzlu z je uzel, ktery obsahuje nejmensi kli¢ vétsi nez x.key
B jestlize uzel x ma neprdzdny pravy podstrom, tak jeho naslednikem je
nejmensi kli¢ uloZeny v jeho pravém podstromu
m jestlize pravy podstrom je prazdny, tak
e naslednikem z je uzel y takovy, Ze x.key je nejvétsim klitem v levém
podstromu uzlu y

e uzel y je prvnim uzlem na cesté z = do kofene stromu takovy, Ze
y.key > x.key (jinymi slovy x pat# do levého podstromu uzlu y)

Tree_Successor(x)

1 if z.right # Nil
2 then return TREE_MINIMUM(z.right) fi
3 Y <4 x.p

4 while y £ Nil A x = y.right
5 dox <y
6 Y < y.p
7 od

8 return y
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Vyhledavaci stromy Binérni vyhledavaci stromy

BVS - pfidani nového uzlu

m prochdzime strom stejné jako kdyby jsme kli¢ nového uzlu vyhledavali

m hleddme vrchol, jehoZ p¥islusny podstrom je prazdny (levy podstrom kdyz kli¢
nového uzlu je men3i nez kli¢ vrcholu, pravy podstrom kdyZ je vétsi) a novy
uzel se stane jeho pfislusnym synem

Tree_Insert(7T), z)

1y <+ Nil

2 x < T.root

s while x # Nil do

4 Yz

5 if z.key < z.key then z < z.left

6 else x + x.right fi

7 od

8 2Py

9 if y = Nil then T.root < z
10 else if z.key < y.key then y.left + z
11 else y.right < z fi
12 fi
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Vyhledavaci stromy

BVS - odstranéni uzlu - pfipad 1

p¥i odstrafiovani uzlu |z, miZou nastat 3 pfipady
z nema zadného syna

uzel odstranime

z NIL

NIL NIL




Vyhledavaci stromy

BVS - odstranéni uzlu - p¥ipad 2

z ma jediného syna

syna pfesuneme na pozici uzlu z tak, Ze otec uzlu z se stane otcem jeho syna

q q
z r

NIL r

: S
e NIL )




BVS - odstranéni uzlu - p¥ipad 3

z ma dva syny

m potfebujeme najit uzel y, ktery nahradi uzel z

m vhodnym kandiddtem na y je néslednik uzlu z (symetricky by jsme mohli
vyuZit p¥edchiidce uzlu z)

B protoZe pravy podstrom uzlu z je neprazdny, tak naslednik y uzlu z je
nejmensim uzlem v pravém podstromé uzlu z

m y nemd levého syna proto ho miZeme ho prfesunout na pozici z




Vyhledavaci stromy Binérni vyhledavaci stromy

BVS - pfFesun podstromii

B TRANSPLANT nahradi podstrom s kofenem wu podstromem s kofenem v
m otcem uzlu v se stane otec uzlu u

m otec uzlu u bude mit uzel v jako svého syna

Transplant(T, u, v)
1 if u.p = Nil then T.root < v

2 else if u = u.p.left then u.p.left < v
3 else u.p.right < v
4 fi

5 fi

6 if v# Nil then v.p < u.p fi
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Vyhledavaci stromy Binérni vyhledavaci stromy

BVS - odstranéni uzlu

Tree_Delete(T), z)

1 if z.left = Nil

2 then TRANSPLANT(T, z, z.right)
s elseif z.right = Nil

4 then TRANSPLANT(T, z, z.left)

5 else y + TREE_MINIMUM(z.right)

6 if y.p # z then TRANSPLANT(T, y, y.right)
7 y.right < z.right

8

9

y.right.p <y
fi
10 TRANSPLANT(T, 2z, y)
11 y.left < z.left
12 yleft.p <y
13 fi
14 fi
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Vyhledavaci stromy

Slozitost

m v8echny uvedené operace nad bindrnim vyhleddvacim stromem maji sloZitost
dmérnou hloubce stromu, tj. v nejhorsim p¥ipadé O(n), kde n je polet uzli
stromu

® pti hledani pfedchiidce a naslednika nemusime viibec porovndvat klice

m operace se daji vyuzit k sefazeni kli¢d nap¥. tak, Ze najdeme minimalni kli¢ a
pak (rekurzivng) jeho nislednika (sloZitost?!)



Vyvazené binarni vyhledavaci stromy

hloubka stromu je logaritmicka

sloZitost operaci je imérna hloubce stromu

m AVL stromy

m 2 - 3 stromy

m 2-3- 4 stromy
m B stromy

m Cerveno Cerné stromy



Vyhledavaci stromy

Modifikace datovych struktur

m redlné situace, ve kterych potfebujeme datovou strukturu odlisnou od
»ucebnicovych struktur”

m 77?7 (&elnost navrhu Gpln& nové struktury

B moZné FeSeni:
e rozsiteni nékteré znamé struktury o nové informace
e navrh novych operaci nad takto rozsitenou strukturou
e ... pfi zachovani efektivnosti ptvodnich operaci

pfiklad: vyuZiti binarnich vyhleddvacich stromi pro reprezentaci mnoZiny intervali



Vyhledavaci stromy Intervalové stromy

Reprezentace intervalii

m Ciselny interval (t1,t2)
m objekt i s atributy i.low a i.high
m intervaly i a ¢ se prekryvaji pravé kdy? i.low < i'.high a soutasn&
7.low < i.high
m pro libovolné dva intervaly ¢ a 7’ plati prav& jedna z moZnosti
e intervaly se prekryvaji
e interval i je vlevo od ¢/, tj. i.high < i'.low
e interval i’ je vlevo od i, tj. ¢/.high < i.low

hleddme datovou strukturu pro reprezentaci mnoZiny intervald nad kterou je
mozZné efektivné implementovat operace
® INTERVAL_INSERT(T, ) — do mnoZiny intervalil T' p¥ida objekt reprezentujici
interval x
m INTERVAL_DELETE(T), ) — z mnoZiny intervald T odstrani objekt
reprezentujici interval x
m INTERVAL_SEARCH(T, i) — vrati ukazatel na objekt, ktery reprezentuje
interval p¥ekryvajici se s intervalem ¢ resp. hodnotu Nil, kdyZ takovy objekt
neexistuje
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Vyhledavaci stromy

feseni 1
m seznam intervall
m pf¥idani intervalu v konstantnim &ase

m odebrani a vyhledani intervalu v &ase O(n) (n je pocet intervali v mnoZing)

~ re

reSeni
m usporadany seznam intervalli

3

m viechny operace v &ase O(n)

intervalové stromy

m rozsiteni binarnich vyhledavacich stromi



Intervalové stromy

m bindrni vyhledavaci strom
m kazdy uzel ma atributy i.low, i.high, a i.max
m jako kli¢ je pouZita hodnota z.low

B x.maz je maximalni hodnota krajniho bodu intervalu uloZeného v podstromu
s kofenem

x.max = max{x.high, x.left.mazx, x.right.max}



P¥idani nového intervalu

m postupujeme jako v BVS od kotene, vklddany uzel se stane listem

m kaZdému uzlu y na cesté z kofene do nového uzlu = aktualizujme hodnotu
y.max pravé kdyz y.max < z.high

m pro Zadny vrchol neleZici na cesté z kofene do nového uzlu se hodnota max
neménf{



Odstranéni intervalu

m postupujeme jako v BVS
B na pozici odstranéného uzlu se presune uzel y

m pro aktualizaci hodnot max prochazime cestu od plvodni pozice uzlu y do
kofene a kaZzdému uzlu z na této cesté aktualizujeme hodnotu
z.max = max{z.left.maz, z.right.mazx, z.high}

m sloZitost operace se navysi o O(n)

m celkovd sloZitost operace odstranéni intervalu zlstdva asymptoticky stejna



Vyhledavaci stromy Intervalové stromy

Vyhledavani intervalu

Interval_Search(T, )

1 x < T.root

2 while x # Nil A intervaly i a (x.low,x.high) se nepiekryvaji do
3 if x.left # Nil N\ z.left.max > i.low

4 then x < z.left

5 else z < z.right fi
6 od

7 return T

sloZitost
m vyhleddvani zacind v koteni
m po kaZdé iteraci cyklu testujeme uzel, jehoZ hloubka je o 1 vySsi
m sloZitost je Umérna hloubce stromu
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Iitervalovelstiomy)
Vyhledavani intervalu

Interval_Search(T, )

1 x < T.root
2 while x # Nil A intervaly i a (x.low,x.high) se nepiekryvaji do

3 if xz.left # Nil A\ z.left.max > i.low
4 then x < z.left

5 else x « x.right fi od

6 return z

korektnost - pFipad 1 - ve vyhledavani postupujeme doprava

m predpokladejme, Ze ve vyhledavani postupujeme z uzlu x doprava a levy
podstrom neni prazdny

m plati z.left.max < i.low (jinak by jsme postupovali doleva)
m pro kazdy interval (a,b) z levého podstromu plati
b < x.left.max (z definice hodnoty max)
m b < i.low znamend, Ze i se nepfekryva se Zddnym intervalem v levém
podstromu
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Vyhledavaci stromy Intervalové stromy

Vyhledavani intervalu
Interval_Search(T, i)

1 x < T.root

2 while 2 # Nil A intervaly i a (x.low, z.high) se nepiekryvaji do
3 if x.left # Nil N\ z.left.max > ilow

4 then x < z.left

5 else © < x.right fi
6 od

7 return

korektnost - pfipad 2 - ve vyhleddvani postupujeme doleva

ptedpokladejme, Ze Zadny interval levého podstromu se neptekryva s i

v levém podstromu leZi interval (¢, d) takovy, Ze d = z.left.max

i.high < c (i a {(c,d) se nepFekryvaji)
pro kazdy interval (a,b) z pravého podstromu plati ¢ < a (vlastnost BVS)

1.high < a znamena, Ze ¢ se neprekryvd se Zddnym intervalem v pravém
podstromu
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Vyhledavaci stromy

Intervalové stromy - modifikace

m vyhleddvani vSech prekryvajicich se intervall

v

m intervaly vy3si dimenze

® namisto obecného bindrniho vyhleddvaciho stromu miZeme pouZit vyvazeny
bindrni vyhleddvaci strom



Vyhledavaci stromy

Radix trees

B vyuZiti bindrnich vyhleddvacich stromi pro lexikografické ¥azeni bindrnich
Fetézcl

m Fetézce postupné vkldddme do vyhledavaciho stromu
m po vloZeni viech Yetézcli strom prohleddame a kli¢e vypiseme v por¥adi preorder

m Zasova sloZitost je O(n), kde n je soutet délek viech Yet&zcl

m zobecnéni pro Yetézce nad libovolnou abecedou - pouZijeme stromy, jejichZ
arita je stejnd jako velikost abecedy



Datové struktury

Cerveno &erné stromy
m Cerveno &erné stromy
m Rank prvku



Cerveno Eerné stromy EVELTRSIG IR

Cerveno cerné stromy

Cerveno &erny strom je binarni vyhledavaci strom, jehoZ kazdy uzel je obarveny
Cervenou anebo &ernou barvou a spliiuje podminky

koFen stromu je erny

listy stromu nenesou Zadnou hodnotu, tj. jsou oznaéeny Nil, a maji ¢ernou
barvu

kdyZ je uzel Eerveny, tak jeho otec je Cerny

A pro kaZdy uzel x stromu plati, Ze v8echny cesty z uzlu = do listl obsahuji
stejny pocet Cernych uzli

alternativné: oba synové Cerveného uzlu maji ¢ernou barvu

m kazdy uzel obsahuje atributy key, color, left, right, p

B jestlize uzel nemd nékterého syna anebo otce, tak pfislugny atribut ma
hodnotu Nil
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Vyska uzlu a €erna vyska uzlu

m vyska uzlu z je rovna poltu hran na nejdelsi cesté z x do listu

m &ernd vyska uzlu z, bh(z), je rovna poctu Eernych uzll na cesté z x do listu
(uzel & nezapotitdvame)
(diky vlastnosti 4 je Eernd vySka dobre definovana!)

NIL  NIL

NIL  NIL NIL NIL NIL  NIL



Cerveno Eerné stromy EVELTRSIG IR

Vyska cerveno €erného stromu

Lema 1

Kazdy uzel s vyskou h m3 &ernou vysku alespoii h/2.

z vlastnosti 4 plyne, Ze v nejhor$im p¥ipadé je kazdy druhy uzel na cest& Cerveny
Lema 2

Pro kaZdy uzel x plati, Ze podstrom s koFenem x md alespori 2"(*) — 1 vnit¢nich
uzld.

dlkaz indukci k vySce h uzlu z

h =0 z je list = bh(z) = 0 a soutasné& polet vnit¥nich uzli podstromu
s kofenem z je 0

h >0 e necht z ma vysku h a Eernou vysku bh(z) =b
e kazdy syn uzlu z md vysku h — 1 a ernou vy$ku b anebo b — 1
e z induk&niho predpokladu ma podstrom kazdého syna alespori
20h(@)=1 _ 1 ynit¥nich uzli
e podstrom s kofenem x ma alespoii 2(207(*) =1 — 1) 41 = 2= _ 1
vnit¥nich uzld

2ynitfnim uzlem rozumime uzel, ktery nese hodnotu, tj. list neni vnitFnim uzlem
11. dubna 2016 39 / 139




Vyska cerveno ¢erného stromu

Véta 3

Cerveno &erny strom s n vnit¥nimi uzly ma vysku nejvyse 2 logy(n + 1).

m necht strom ma vyéku h a &ernou vysku b

m z ptedchozich lemmat plyne
n>20-1>2"2_1

m po upravé log,(n+ 1) > h/2, a tedy h < 2logy(n + 1)



Cerveno cerné stromy - operace

B SEARCH, MIN, MAX, SUCCESSOR, PREDECESSOR se implementuji stejné
jako pro binarni vyhledavaci stromy

m vyjmenované operace maji slozitost O(logn)

m INSERT a DELETE modifikuji strom
m modifikace miZe porusit vlastnosti ¢erveno &erného stromu
m jsou pottebné dalsi kroky, které vlastnosti obnovi

m zakladni operaci, kterd vede k obnoveni poZadovanych vlastnosti, je rotace



Cerveno &erné stromy

Rotace

RIGHT_ROTATE(y)

® . ®
() A A 0
A A < LEFT_ROTATE(x) A A

m rotace zachovava vlastnost bindrniho vyhleddvaciho stromu

acabefcey=a<z<b<y<c

m Casovd sloZzitost O(1)




Cerveno Eerné stromy EVELTRSIG IR

Rotace

Left_Rotate(7’, x)
1 Yy < x.right
x.right < y.left
if y.left # T.nil
then y.left.p < x fi
Y.p < x.p
if x.p=T.nil
then T.root < y
else if z = x.p.left
then z.p.left <y
else z.p.right < y fi fi
yleft < x
TPy

© ® R G W e

NN N
VW R D
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P¥idani nového uzlu

m uzel x do stromu p¥fiddme stejnym postupem jako do bindrniho vyhledavaci
stromu
m jakou barvou mame obarvit novy uzel?

m ob& moZnosti maji za dlsledek poruseni nékterych vlastnosti ¢erveno erného
stromu

v X e

m feSeni: obarvi uzel x ¢ervenou barvou

m vlastnosti
1 (Zerny koFen) jestlize x je kofenem, tak vlastnost neplati
3 (otec &erveného uzlu je Eerny)  nemusi platit
4 (stejnd Cernd vySka) z(stdva v platnosti



Cerveno Eerné stromy EVELTRSIG IR

P¥idani nového uzlu - schéma
RB_Insert (T, a)

1 TREE_INSERT(T, a)

2 a.color < red

3 while a # T.root N\ a.p.color = red
4 do if a.p = a.p.p.left

5 then d < a.p.p.right

6 if d.color = red

7 then pripad 1

8 else if a = a.p.right
9 then pripad 2
10 else ptipad 3
11 fi
12 fi
13 else stejné jako THEN se zaménou left a right
14 fi
15 od

16 T.root.color < black
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Cerveno Zerné stromy
P¥idani nového uzlu - schéma
pripad 1

a.p.color < black
d.color < black
a.p.p.color < red
a < a.p.p

pripad 2

a <+ a.p
LEFT_ROTATE(T), a)

pFipad 3

a.p.color < black
a.p.p.color < red
RIGHT_ROTATE(T, a.p.p)
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P¥idani nového uzlu - korekce - pfipad 1

m nové pridany uzel a je Cerveny

m jeho otec b je Cerveny a je levym synem svého otce?
m stryc d uzlu a je Cerveny
]

praotec c uzlu a je Eerny

obarvi otce (b) a stryce (d) uzlu a €ernou barvou

obarvi praotce (¢) uzlu a Eervenou barvou

X Yy X Yy
j ¢erny koFen a vSechny maji stejnou €ernou vysku
3situace kdy¥ b je pravym synem svého otce se ¥e¥i symetricky

O




P¥idani nového uzlu - korekce - pfFipad 2

uzel a je Cerveny a je pravym synem svého otce
jeho otec b je Cerveny a je levym synem svého otce
stryc d uzlu a je €erny

praotec c¢ uzlu a je Eerny

proved levou rotaci kolem otce (b) uzlu a

pokraluj na pfipad 3

= = pokraluj na
y p q pfipad 3

x 'y LEFT_ROTATE(b) z X



P¥idani nového uzlu - korekce - pfipad 3

uzel a je Cerveny a je levym synem svého otce
jeho otec b je Cerveny a je levym synem svého otce
stryc d uzlu a je Eerny

praotec c uzlu a je €erny

proved pravou rotaci kolem praotce (c) uzlu a

vymé&fi obarveni mezi otcem (b) uzlu a a jeho novym bratrem (c)



Cerveno &erné stromy

Slozitost pfidani nového uzlu

m ptipad 1: zmé&na obarveni 3 uzli

m pfipady 2 a 3: jedna nebo dvé& rotace a zmé&na obarveni 2 uzli

m v pfipadé 1 miZe zm&na barvy praotce (c¢) uzlu a zpisobit novy konflikt a to
kdyZ otec uzlu ¢ ma Cervenou barvou

m v popsaném ptipadé musime pokralovat dalsi iteraci a korigovat barvu uzlu ¢

m konecnost je garantovana faktem, Ze kazdou iteraci se zmensuje vzdélenost
korigovaného uzlu od ko¥ene stromu

m celkovd sloZitost O(logn)



Odstranéni uzlu

m uzel x ze stromu odstranime stejnym postupem jako z binarniho vyhledavaci
stromu

m v pFipadé, Ze odstranény uzel mél &ervenou barvu, vlastnosti stromu zlstavaji
zachované

m v p¥ipadg, Ze mél &ernou barvu, miiZe dojit k porueni vlastnosti 4 (stejna
Zernd vyska)

m Cernou barvu z odstranéného uzlu pfesouvame smérem ke kotenu tak, aby
jsme obnovili platnost vlastnosti 4



Cerveno erné stromy

Odstranéni uzlu o - pfipady 1 a 2

a nema levého syna
m odstrail a a nahrad ho jeho pravym synem (b)
m jestlize po pfesunu uzel b a jeho otec poruduji vlastnost 3 (oba jsou Eervené),
tak uzel b obarvime ¢ernou barvou; tim zachovdme &ernou vysku (a musel byt
Zerny)

a nema pravého syna - symetricky

>

NIL b

q
a b




Odstranéni uzlu a - p¥ipad 3
a ma dva syny, naslednik (successor) uzlu a je jeho pravym synem

m odstrail a a nahrad ho jeho naslednikem (c)
® levy syn uzlu a se stane levym synem naslednika uzlu a

m po presunu obarvime naslednika (¢) barvou uzlu a

m jestlize naslednik mél plivodné &ernou barvu, tak &ernou barvu dostane jeho
syn, tj. syn ma dvé& barvy (&ervenou a Zernou anebo Zernou a Zernou)

m problém dvou barev vyfesime p¥i korekci




Odstranéni uzlu a - p¥ipad 4

a ma dva syny, naslednik (successor) uzlu a neni jeho synem

m naslednika (d) nahrad jeho pravym synem (e)

m odstrali a a nahrad ho jeho ndslednikem (d), synové uzlu a se stanou syny
naslednika (d)

m po presunu obarvime naslednika (d) barvou uzlu a

m jestlize naslednik mél plvodné &ernou barvu, tak &ernou barvu dostane jeho
syn, tj. syn ma dvé barvy (&ervenou a Zernou anebo Zernou a Zernou)

m problém dvou barev vyfeSime p¥i korekci

NIL €




Odstranéni uzlu - korekce dvou barev - pfipad 1

uzel a ma dvé barvy
bratr (¢) uzlu a je €erveny

m proved levou rotaci kolem otce (b) uzlu a

m vymé&h barvy mezi otcem (b) a praotcem (c) uzlu a
m pokraluj nékterym z nasledujicich p¥ipadi

jiny p¥ipad

stromy x, vy, z, w, p, ¢ maji stejnou &ernou vysku, nemaji zadny uzel s dvéma

barvami a neporuduji Zadnou vlastnost Eerveno &erného stromu




Cerveno &erné stromy

Odstranéni uzlu - korekce dvou barev - pfipad 2

uzel ¢ ma dvé barvy
bratr (¢) uzlu a stejn& jako oba jeho synové (d,e) maji &ernou barvu

m vezmi jednu &ernou barvu z uzlu a a p¥esufi ji do jeho otce (b)
m bratr (¢) uzlu a dostane Zervenou barvu (aby se zachovala &ernd vyska)

m uzel se dvéma barvami se presunul bliz ke kofenu, problém jeho dvou barev
FeSime rekurzivné

z w p g z w p g




Cerveno &erné stromy

Odstranéni uzlu - korekce dvou barev - pfFipad 3

uzel ¢ ma dvé barvy

bratr (¢) uzlu a a jeho pravy syn (¢) maji &ernou barvu, levy syn (d) je
cerveny

m proved pravou rotaci kolem bratra (c) uzlu a

m vyméh barvy mezi plivodnim a novym bratrem uzlu a (d, ¢)
m pokraluj pfipadem 4

= pokraduj
pfipadem 4

FoureY
! ROTATE_RIGHT |

pq



Odstranéni uzlu - korekce dvou barev - p¥ipad 4

uzel ¢ ma dvé barvy
bratr (¢) uzlu ¢ ma €ernou barvu, jeho pravy syn (¢) ma &ervenou barvu

m proved levou rotaci kolem otce (b) uzlu a
m obarvi nového praotce (c) uzlu a barvou jeho otce (b)

m presufi ernou barvu z uzel a na jeho otce (b), otec (b) se stane Eernym

m uzel (e) se stane ernym




Pofadi (rank) prvku

vyuZiti &erveno Eernych stromi p¥i uréeni ranku (poFadi) prvku a vyhleddvani
prvku s danym rankem

B mnozina A obsahujici n vzajemné riiznych C&isel

m Cislo x € A md rank i pravé kdyZ v A existuje pfesn& i — 1 &isel mensich neZ x

mozZné YeSeni

m jestlize prvky A jsou uloZené v poli, tak v €ase O(n) miZeme
e najit &islo s rankem 1
e uréit rank daného ¢&isla

existuje efektivngjsi Yeseni?

pFi pouZiti Cerveno Zernych stromi dokdZeme oba problémy vy¥esit v €ase O(logn)



Cerveno &erné stromy

Rozsiteni €erveno ¢ernych stromi

poZadujeme
m efektivni implementaci standardnich operaci nad €erveno €ernym stromem

m efektivni implementaci operace RB_SELECT(x, ¢), kterd najde i-ty nejmensi
kli¢ v podstromé& s kofenem x

m efektivni implementaci operace RB_RANK(T.x), kterd ur&i rank klice
uloZeného v uzlu x

JjestliZze strom obsahuje uzly se stejnymi kli¢i, tak rankem klice je pofadi uzlu
v INORDER usporadani uzli stromu



_—
Princip

ke kazdému uzlu z pfiddme atribut z.size - poget (vnitfnich) uzli v podstromé&
s kotenem z, vetné uzlu x

x.size = x.left.size + x.right.size + 1

NIL  NIL NIL NIL NIL  NIL



Rankfprvial
Vyhledani klice s danym rankem

RB_Select(z, i)

11+ xleft.size+ 1
2 if i = r then return z

3 else if i < r then return RB_SELECT(z.left,7)
4 else return RB_SELECT(z.right,i — ) fi fi
korektnost

m z definice atributu .size plyne, Ze polet uzll v levém podstromu uzlu x
navySeny o 1 (r) je p¥esné rank kli¢e uloZeného v x v podstromé& s kofenem x

m kdyZ ¢ = r, tak x je hledany uzel

m kdyZ i < r, tak i-ty nejmensi kli¢ se nachazi v levém podstromé uzlu z a je
i-tym nejmensim kli¢em v tomto podstromé

m kdyZ i > r, tak i-ty nejmensi kli¢ se nachazi v pravém podstromé uzlu z a
jeho poradi v tomto podstromé je i snizené o polet uzlii levého podstromu
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Cerveno &erné stromy

Vyhledani klice s danym rankem

RB_Select(z, i)

1 r <+ xleft.size+ 1
2 if ¢ = r then return z

3 else if i < r then return RB_SELECT(z.left, )
4 else return RB_SELECT(z.right,i — ) fi fi
sloZitost

m kazdé rekurzivni voldni se aplikuje na strom, jehoZ hloubka je o 1 mensi
m hloubka Zerveno ¢erného stromu je O(logn)
m sloZitost RB_SELECT je O(logn)



Urceni ranku daného prvku

NIL  NIL

NIL  NIL NIL NIL NIL  NIL

rank prvku 11
m viechny uzly v levém podstromé& uzlu 11
m sledujeme cestu od 11 do kofene
m jestlize uzel na cesté je levym synem, neméni rank prvku 11

B jestliZze uzel na cest& je pravym synem, tak on sam jakoZ i jeho levy podstrom
obsahuji kli¢e mensi nez 11



Urceni ranku daného prvku

RB_Rank(T, z)

11+ zleft.size+ 1
2y

3 while y # T.root

4 do if y = y.p.right
5 then r < r + y.p.left.size + 1 fi
6 y < y.p od

7 return r

korektnost

invariant na zalatku kaZzdé iterace while cyklu je r rovné ranku kli¢e z.key
v podstromé s kofenem y

inicializace na zalatku je r rovné ranku x.key v podstromé& s kofenem x a x =y
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Ranidprvi
RB_Rank(T', x)

117+ zleft.size+ 1

2 Y+ x

s while y # T'.root

4 do if y = y.p.right
5 then r < r +y.p.left.size + 1 fi
6 y < y.p od

7 return r

invariant na zalatku kazdé iterace while cyklu je r rovné ranku kli¢e z.key
v podstromé s kofenem y
iterace
m na konci cyklu se vykond y < y.p
m po provedeni cyklu proto musi platit, Ze r je rank x.key v podstromé
s kofenem y.p
m jestlize y je levy syn, tak v3echny kli¢e v podstromé& jeho bratra jsou v&tsi
nez z.key a r se nemé&ni
m jestlize y je pravy syn, tak v8echny hodnoty v podstromé& jeho bratra jsou
mendi neZ x.key a hodnota r se zvy3i o velikost tohoto stromu plus 1 (kli¢
v uzlu y.p je taky men3i neZ xz.key)
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Rankprvid
RB_Rank(T, z)

11+ zleft.size+ 1
2y

3 while y # T.root

4 do if y = y.p.right
5 then r < r +y.p.left.size + 1 fi
6 y < y.p od

7 return r

invariant na zalatku kaZdé iterace while cyklu je r rovné ranku kli¢e x.key
v podstromé s kofenem y

ukonéeni

vypolet kon&i kdyZ y = T.root, z platnosti invariantu plyne korektnost
algoritmu

sloZitost
m po kaZdé iteraci se snizi vzdalenost y od kofene o 1
m hloubka gerveno Zerného stromu je O(logn)
m sloZitost RB_RANK je O(logn)

11. dubna 2016 67 / 139



P¥idani nového uzlu

pridani uzlu postupujeme od kofene do listu, kde vytvofime novy uzel, pfitom se
zméni (o 1) pouze velikost podstromii t&ch uzli, kterymi prochdzime
korekce stromu zména barvy uzlu neméni velikost podstromu
p¥i rotaci se mize zménit velikost podstromi
proceduru LEFT_ROTATE doplnime o pfikazy
y.Size < T.size
x.size « x.left.size + x.right.size + 1
symetricky pro pravou rotaci

LEFT_ROTATE(T), x)

N




Cerveno &erné stromy

Odstranéni uzlu

prvni faze odstrani uzel ze stromu
e na pozici odstranéného uzlu se presune uzel y
e pro aktualizaci hodnot size prochdzime cestu od plvodni pozice uzlu y do
kofene a kazdému uzlu na této cesté sniZzime hodnotu size o 1
e sloZitost operace se navysi o O(logn)

korekce obarveni stromu
e ke zméné velikosti podstromu miZe dojit p¥i rotaci, aktualizace hodnot viz
pFidani nového uzlu
e potet rotaci je nejvyse 3, sloZitost se navysi o O(1)

sloZitost pFidavani i odstrafiovani uzlu zlstava asymptoticky stejnd



Datové struktury

B-stromy



B stromy

B stromy jsou zobecné&nim binarnich vyhleddvacich stromi
m B strom je balancovany, vechny listy maji stejnou hloubku
m vnit¥ni uzel stromu obsahuje ¢ — 1 kli¢l a ma t nasledniki

m kli¢e ve vnittnich uzlech stromu zaroveii vymezuji ¢ interval(i, do kterych patff
kli¢e kazdého z jeho t podstromii

vyuziti B stromii

m B stromy se typicky pouZivaji v databazovych systémech a aplikacich, kde
objem zpracovavanych dat neni mozné uchovavat v operaéni paméti

m polet kli¢l uloZenych v uzlu (a tim i potet naslednikl) se mize pohybovat
od jednotek po tisice; cilem je minimalizovat polet pFistupi na disk

m v pseudokdédu modelujeme pFistupy operacemi DISK_READa DISK_WRITE

® existuji rGizné varianty, podrobnégji viz nap¥. PV062

m Bayer, McCreight 1972



B stromy vs BVS a cerveno ¢erné stromy

m zachovan princip vyhledavani
m vSechny uzly maji stejnou hloubku
m uzly B stromid miZou mit vic naslednikl

m vyska B stromu je O(logn), diky v&tsimu pottu naslednikii miZe byt ale
vyrazné mens{

m operace minimalizuji priichod stromem



Stupein B stromu

minimalni stupef stromu

&islo t, které definuje dolni a horni hranici na pocet kli¢i ulozenych v uzlu

kazdy uzel (s vyjimkou ko¥ene) musi obsahovat alespoii t — 1 kli¢i

jestlize strom je neprazdny, tak kofen musi obsahovat alespoii jeden kli¢
m kazdy vnitini uzel (s vyjimkou kofene) musi mit alespoii ¢ nasledniki

m kazdy uzel miZe obsahovat nejvyse 2t — 1 kli¢d
m kazdy vnitfni uzel miZe mit nejvyse 2t ndsledniki

m uzel, ktery ma p¥esné 2t nasledniki, se nazyva piny

® nejjednodussi B strom m3a minimalni stupefi 2
m kaZdy jeho vnitfni uzel ma 2, 3 anebo 4 nasledniky

m obvykle se oznaluje jako 2-3-4 strom



Vyska B stromu

B strom s n > 1 kli¢i a minimalnim stupném ¢ > 2 ma hloubku nejvyse

n+1

h <log,

m kofen obsahuje alespoii jeden kli¢, kazdy vnit¥ni uzel alespoii ¢t — 1 kli¢d

m strom ma 1 uzel hloubky 0 (koYen), alespoii 2 uzly hloubky 1, alespoii 2t uzli
hloubky 2, alespofi 2t uzlii hloubky 3, obecn& alespoii 2¢"~! uzl(i hloubky &

h h—1
o> (-1 2 =142t 1)) #
i=1 =0

th —1 N
1+2(t—1)(t 1):2t -1

m z toho t" < 2FL 3 tedy log, t" < log, 24! O



Definice B stromu

m kazdy uzel x ma atributy
e x.n - polet kli¢h uloZzenych v uzlu =
o klite x.keyy, x.keya, -, x.key, n, které jsou uloZeny v neklesajicim poradi
e x.leaf - booleovskd proménnd nabyvajici hodnotu je true pravé kdyz uzel x
je listem stromu

m kaZdy vnitini uzel z obsahuje navic z.n +1 ukazatell x.c1,z.c2, ..., %.c, ,,s

m klice x.key; definuji intervaly, z kterych jsou kli¢e ulozené v kaZzdém
z podstromdl; jestlize k; je kli¢ uloZeny v podstromé s kofenem z.c;, tak plati

k1 <z.keyy < ko <uw.keys <...<zkeypn < kpnt1

m viechny listy maji stejnou hloubku



Operace nad B stromem

m vytvoreni stromu; vyhledavéni, pfidani a odstranéni kli¢e

m typické aplikace, které vyuZivaji B stromy, pracuji s daty uloZzenymi na
externim disku

m pred kazdou operaci, kterd pfistupuje k objektu x, se nejd¥ive musi vykonat

operace DISK_READ(x), kterd zkopiruje objekt do operatni paméti
(za predpokladu, Ze tam neni)

m symetricky operace DISK_WRITE(x) se pouZije pro uloZeni viech zmén
vykonanych nad objektem x

m predpoklddame, Ze kofen B stromu je vZdy uloZeny v operaéni paméti a proto
nad kofenem vykondvdme pouze operaci DISK_-WRITE

m asymptotickd sloZitost viech operaci je imé&rna hloubce stromu, tj. O(logn),
kde n je pocet kli¢h uloZzenych v stromu

m z divodu optimalizace pocltu pfFistupl na externi disk jsou vSechny operace
navrzeny tak, aby se uzel stromu navstivil nejvyse jednou, tj. véechny operace
postupuji smé&rem od kofene dolil a nikdy se nevraceji do jiz navstiveného uzlu
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Vyhledavani

m analogicky jako v bindrnim vyhledavacim stromé&, vybirame jednoho
z nésledniki uzlu

m argumentem operace je ukazatel T.root na kofen stromu a hledany kli¢ &

m jestlize kli¢ k& je v B stromé&, operace vrati dvojici (y,4), kde y je uzel a i
index takovy, Ze y.key, =k

B v opacném p¥ipadé vrati hodnotu N4l

vyhleddni klice R

T.root




B-stromy

Vyhledavani

B-Tree_Search(z, k)

1141

2 while i < z.n A z.key; < k do

3 i< i+1od

4 ifi<zn A xkey;, =k

5 then return (z,7) fi

6 if z.leaf then return Nil

7 else DISK_READ(z.¢;)

8 return B-TREE_SEARCH(z.¢;, k) fi

polet DISK_READ operaci je ohrani¢eny hloubkou stromu h

celkovd sloZitost je O(th) = O(tlog, n)

11. dubna 2016

potet opakovani cyklu 2 - 3 je nejvyse 2¢ (¢ je minimalni stupeli B stromu)
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B-stromy

Vytvoreni prazdného stromu

B-Tree_Create(7)

1 & + ALLOCATE_NODE()
2 x.leaf < true

3 xn <+ 0

4 DISK_WRITE(x)

5 T.root < x

celkovd sloZitost O(1)



P¥idani klice

m podobné jako u BVS hleddme list, do kterého uloZime novy kli¢

m nemiZeme vytvofit novy list (jako v BVS), protoze by jsme porusili vlastnost
minimalniho poétu kli¢d v uzlu

m kli¢ vloZime do existujiciho listu

m kdyz vloZenim kli¢e dojde k porugeni vlastnosti maximdlniho poc¢tu kli¢a, tak
list rozdélime na dva nové listy

s

m rozdélenim se zvysi polet naslednikd pfedchldce plvodniho listu

m pokud se tim porusi vlastnost maximalniho po¢tu ndsledniki, tak musime
(rekurzivn&) rozdélit i predchidce

m proces rozdé&lovani uzld se v nejhorsim pfipadé zastavi aZ v kofeni stromu



B-stromy

Ptidani klice B do listu, ktery neni piny

minimalny stupei stromu je 3




Ptidani klice ) do pIného listu

minimalny stupei stromu je 3




B-stromy

Rozdéleni uzlu - schéma

minimalny stupefi stromu je 4

./N . ./N . >
Rt TN
z & & TS S

.. NW --.. ... NSW ... |

——
y = w.ci y=z.ci / \ 2= @it

I I

T\ T3 Ty T5 T Tr Ty T'yTI3Ty T5T617 13

argumentem operace B-TREE_SPLIT je
m vnitfni uzel x, ktery neni plny

m index ¢ takovy, Ze x.c; je plny néslednik uzlu x



B-stromy

Rozdéleni kofene - schéma

T.root

T.root
\ ,

\ADFHLNP| — > L NP
TVTo T3 Ty T5 Ts T7 Ty T T5Ty T5T5 T7 T3

m kdyZ potfebujeme rozdélit kofen stromu, tak nejdfive vytvofime novy,
prazdny uzel, ktery se stane novym kofenem stromu

m rozdéleni kofene zpiisobi navy3eni hloubky stromu o 1



Rozdéleni uzlu - implementace

B-Tree_Split(z, i)

1 z < ALLOCATE_NODE()
2 Y x.04
3 z.leaf < y.leaf
4 zn+t—1
5 for j =1tot—1do z.key; < y.key;4+. od
6 if ~y.leaf then for j =1 to t do z.c; < y.cj4; od fi
7yn+—t—1
s for j =x.n+1 downto i +1 do z.cj1q < z.c; od
9 T.Cit1 < 2
10 for j = x.n downto i do x.key;,1 < x.key; od
11 x.key; < y.key;
12 zn+—zn+1
13 DISK_WRITE(y)
14 DISK_WRITE(z)
15 DISK_-WRITE(x)
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Rozdéleni uzlu - sloZitost

m rozd&lujeme uzel y (¥adek 2)

m kdyZ y neni list, tak ma p¥ed rozdélenim 2t naslednikd a po rozdéleni polet
jeho nasledniki klesne na ¢

m z je novy uzel (Yadek 1) a jeho nésledniky tvofi ¢ nejvétsich naslednikd uzlu y
m celkovi sloZitost je O(t)
m polet operaci DISK_-WRITE a DISK_READ je O(1)



B-stromy

P¥idani klice - optimalizace
zakladni varianta
m rozdéleni uzlu zplsobi navy3eni po¢tu naslednik( p¥edchlidce rozdélovaného
uzlu
m pokud se tim porusi vlastnost maximalniho po¢tu nasledniki, tak musime
(rekurzivng) rozdélit i predchidce

m proces rozdélovani uzl( se v nejhor$im p¥ipadé zastavi az v kofeni stromu

optimalizace

m cilem je realizovat celou operaci pFidani kli¢e p¥i jednom priichodu stromu od
kofene k listu (optimalizace poctu pkistupd na disk!!!)

m rozdé&lovani miZe nastat pouze u téch uzld, které jsou plné, tj. obsahuji
maximalni povoleny potet kli¢i (2t — 1)

m vzdy, kdyZ prochazime ptes plny uzel, rozdélime ho na dva nové uzly a to tak,
Ze kaZdy ze dvou novych uzll dostane t — 1 kli¢l a jeden kli¢ se pfesune do
jejich otce

m korektnost postupu je garantovana, protoZe predchiidce rozdélovaného uzlu
neni plny



P¥idani klice L - prochazime pres piny uzel

minimalny stupei stromu je 3




Pridani klice - implementace

B-Tree_Insert(T, k)

1 1<+ T.root

2 ifrm=2t—1

s then s < ALLOCAT_NODE()

T.root < s

s.leaf < false

sn+0

S.C1 < T

B-TREE_SPLIT(s, 1)
B-TREE_INSERT_NONFULL(s, k)
10  else B-TREE_INSERT_NONFULL(r, k)
11 fi

© 0 [ A

m ¥adky 3 - 9 ¥esi plny kofen stromu

® na konci se volad procedura B-TREE_INSERT_NONFULL, kterd vloZi kli¢ do
stromu, jehoZ kofen neni plny
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Pridani klice - implementace

B-Tree_Insert_Nonfull(z, k)

114+ 2xn
2 if x.leaf
s then while i > 1 A z.key; > k

4 do z.key; 11 + x.key;

5 11— 1od

6 z.keyiy1 <+ k

7 zn—xn+1

8 Di1sk_WRITE(x)

9 else whilei>1 A x.key; >k doi<i—1od
10 14 1+1
11 Disk_READ(z.¢;)
12 if 2.c;.n = 2t — 1 then B-TREE_SPLIT(z, 7)
13 if x.key; < k then ¢ < i + 1 fi fi
14 B-TREE_INSERT_NONFULL(%.¢;, k)
15 fi
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P¥idani kli¢e - slozZitost

m polet operaci DISK_WRITE a DISK_READ je O(h)
(vZdy jenom jedna mezi dvéma volinimi B-TREE_INSERT _NONFULL)

m celkovd sloZitost je O(th) = O(tlog, n)

m procedura B-TREE_INSERT_NONFULL je tail - rekurzivni, a proto je polet
uzld, které musi byt uloZeny v operaéni paméti, konstantni



Odstranéni klice

odstranéni probiha analogicky jako u bindrniho vyhleddvaciho stromu
m jestlize se kli¢ uréeny k odstranéni nachazi v listu, odstranime ho

m jestlize se kli¢ ureny k odstranéni nachazi v uzlu, ktery neni listem,
nahradime ho jeho naslednikem (resp. p¥edchiidcem) a néslednika odstranime
z listu ve kterém se pivodné& nachazel

m samotné mazani kli¢e se vZdy realizuje v listu

m operace ma stejnou asymptotickou sloZitost jako u BVS

®m samotnd implementace ma ale né&kolik specidlnich p¥ipadi, protoZe kli¢ miZze
byt odstranén z libovolného uzlu

m v optimalizované varianté kli¢ odstranime p¥i jednom priichodu stromem od
kofene dolii, s moZnou vyjimkou navratu do uzlu, ve kterém byl plvodné
uloZen odstraiiovany kli¢
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B-stromy

Odstranéni kli¢e - zakladni varianta

odstranéni klice k£ z listu x

list x je souasné kofenem stromu
e kli¢ k odstranime

list = neni kofenem a obsahuje alespofi ¢ kli¢h
e kli¢ k odstranime

list = neni kofenem a obsahuje p¥esné ¢ — 1 kli¢a

vezmi toho bratra y listu x, ktery ma vice kli¢h

vytvoF seznam obsahujici kli¢e z listd x a y a navic ten kli¢ z otce p listu
x, ktery tvofi hranici mezi x a y

délka seznamu je t — 2 (= potet kli¢h v z) + 1 (= ki€ z otce) + polet
Klithvy >t—2+1+t—1

rozlisujeme dva p¥ipady podle délky seznamu



Odstranéni klice - zakladni varianta - délka seznamu

3 A seznam obsahuje alespoii 2t — 1 klica

m seznam rozdé&lime na 3 &3sti: Left, Middle a Right, kde Middle je median
seznamu, Left obsahuje kli¢te mensi neZz median a Right kli¢e vétsi neZ median

m kli¢ Middle vratime do otce p, ze kterého jsme predtim odebrali hraniéni kli¢
m klite Left a Right vloZzime do dvou uzld z a y

uzly x a y maji alespori ¢t — 1 kli¢d, polet kli¢d v uzlu p zistal nezménény,
hotovo

seznam obsahuje pravé 2t — 2 kli¢i
uzly  a y nahradime jedinym uzlem obsahujicim viechny kli¢e seznamu
novy list ma povoleny pocet kli¢i

otec p ma pocet kli¢l o 1 nizsi nez plvodné

HE B B & @

v pfipadé&, Ze pocet kli¢h v uzlu p klesl pod minimalni hranici ¢t — 1,
opakujeme (rekurzivn&) postup pro uzel p
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Odstranéni kli¢e - zakladni varianta

m po odstranéni kli¢e z listu miZe klesnout poéet kli¢h v jeho uzlu pod
minimalni hranici
m musime realizovat operace, které obnovi platnost podminky minimalniho

poctu kli¢d v uzlu

m miZe nastat situace, kdyZ se prochazi strom od ko¥ene k listu a potom
zpdtky od listu ke ko¥eni (nap¥. kdyZ vsechny uzly na cest& od koFene do listu
obsahujiciho kli¢ maji stuperi pFesné t)

m podobné jako p¥i vkladani kli¢e optimalizujeme proces odstranéni klice tak,
aby sme minimalizovali po&et p¥istupt na disk



Odstranéni klice - optimalizace

m postupujeme od kofene smérem k listu

m vZdy, kdyZ prochdzime ptes uzel, ktery ma presné ¢ — 1 kli¢d, tak udélame
takovou korekci, kterd zvysi polet kli¢d v uzlu na ¢

m kdyZ narazime na uzel, ze kterého potfebujeme odstranit kli¢, mame garanci,
Ze jeho otec m3d alespoii t kli¢h

m kdyZ odstranéni klice z uzlu zplsobi sniZeni poétu kli¢d v jeho otci, nevznikne
Zadny problém



Optimalni odstranéni kli¢e - pravidla
odstrafiujeme kli¢ k

1 kdyz kli¢ & je v listu x, odstrai k z

2 kdyz kli€ k je ve vnitinim uzlu z, tak

a. jestlize syn y, ktery je p¥ed k v z, obsahuje alesponi ¢ kli¢d, tak najdi
v podstromé& s korenem y predchiidce k' kli¢e k; nahrad v z kli¢ k klitem
k': rekurzivn& odstran kli¢ k’

b. jestlize syn ¥y ma méné nez t kli¢d tak, symetricky, prozkoumej syna z,
ktery ndsleduje za k v x; v p¥ipadé Ze z obsahuje alespoii ¢ kli¢d, tak
najdi v podstromé& s kofenem z naslednika k' kli¢e k; nahrad v z kli¢ k
klitem k’; rekurzivng odstraii kli¢ &’

C. v pfipadg, Ze synové y i z maji jen t — 1 kli¢d, tak do vrcholu y p¥esuni kli¢
k a v8echny kli¢e z vrcholu z; z vrcholu = odstrai k£ a ukazatel na z; novy
uzel y obsahuje 2t — 1 kli¢d (mezi nimi i kIi¢ k); rekurzivné& odstraii k z y
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Odstranéni klice - pravidla, pokracovani

3 kdyz kli€¢ k neni ve vnitinim uzlu x , tak urgi kofen x.c; stromu, ktery musi
obsahovat k (za ptedpokladu, Ze k je v strom&); v p¥ipadg, Ze uzel z.¢;
obsahuje jen ¢t — 1 kli¢d, pokracuj body 3.a. anebo 3.b. které zarudi, ze
rekurzivni volani se aplikuje na uzel obsahujici alespori ¢ kli¢; rekurzivng
odstran kli¢ k z vhodného naslednika uzlu z

a. v pripadé, Ze x.c; obsahuje jen ¢ — 1 kli¢d, ale néktery z jeho p¥imych
bratrii obsahuje alespoii ¢ kli¢d, tak zvy$ pocet kli¢h v x.c; a to tak, Ze
ptesunes kli¢ z x do z.c;, pFesunes kli¢ z bratra x a presune$ pfislusny
ukazatel na naslednika z bratra do uzlu z.¢;

b. v pfipadé, Ze x.c; i jeho jeho p¥imi bratfi obsahuji jen ¢ — 1 kli¢d, tak
pfesuii do z.c; jeden kli¢ z x a v8echny kli¢e z jednoho z bratrii
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B-stromy

Odstranéni klice F' — pFipad 1
t=3




B-stromy

Odstranéni klice M — pFipad 2a
t=3




B-stromy

Odstranéni klice G — pFipad 2c
t=3



B-stromy

Odstranéni klice B — pripad 3a
t=3




B-stromy

Odstranéni klice Z — ptipad 3b
t=3




B-stromy

Odstranéni klice D — p¥ipad 3b
t=3




B-stromy

Odstranéni kli¢e - sloZitost

m v pfipadé, Ze se odstraifiovany kli¢ nachazi v listu, procedura prochazi od
kofene k listu bez nutnosti navratu

m v pfipadé, Ze se kli¢ nachazi ve vnitfnim uzlu, tak procedura postupuje od
koFene k listu s moznym ndvratem do vrcholu, ze kterého byl kli¢ odstranén a
nahrazen svym ptedchidcem anebo nislednikem (p¥ipady 2.a., 2.b.)

m mezi dvéma rekurzivnimi voldnim se vykond nanejvy$ jedna operace
DiSK_WRITE a jedna operace DISK_READ; jejich celkovy pocet je proto
O(h)

m celkovd sloZitost je O(th) = O(tlog, n)



B+ stromy

m kli¢e jsou uloZeny pouze v listech
m zfetézeni listli zachovava potadi kli¢d

® vniténi uzly B+ stromd indexuji listy

vyhody a nevyhody
m kli¢ v B stromé& se najde pfed dosaZenim listu
® vnitfni uzly B stromi jsou vétsi, do uzlli se proto mize uloZit méné& kli¢h a
strom je hlubsi
m operace vkladani a odstrafiovani kli¢e z B stromu jsou komplikovang;si

m implementace B stromu je ndro¢néjsi nez implementace B+stromu



Datové struktury

@A Hasovani
m Z¥etézené hasovani
m Oteviend adresace



Slovnik

m dynamicky datovy typ pro reprezentaci mnoZiny objektd

m podporované operace
INSERT(SS, ) do mnoZiny S p¥ida objekt x
SEARCH(S, ) zjisti, zda mnoZina S obsahuje objekt x
DELETE(S, ) z mnoZiny S odstrani objekt x

vhodné datové struktury pro implementaci slovniku
seznam viechny operace maji sloZitost O(n) (n je mohutnost mnoZiny S)

vyhledavaci strom se da pouZit za predpokladu, Ze objekty maji &iselny kli¢, pf¥i
pouZiti vyvazeného stromu je sloZitost operaci O(logn)

cil: sloZitost vsech operaci
v nejhor$im p¥ipadé ©(n)

v otekdvaném ptipadé O(1)



P¥imé adresovani

m kazdy prvek reprezentované mnoziny prvkl ma ptitazen kli¢ vybrany
z univerza U = {0,1,...,m — 1}
m zadné dva prvky nemaji pFifazeny stejny kli¢

m pole T[0...m — 1]
e kazdy slot (pozice) v T odpovida jednomu Kkliti z U
e kdy? reprezentovanid mnoZina obsahuje prvek z s klitem k, tak T[k]
obsahuje ukazatel na x
e v opatném ptipad& je T'[k] prazdné (NIL)

m sloZitost operaci je konstantni



Hagovani

P¥imé adresovani - schéma

U

(univerzum)

(aktudlni

Kiice) —{5] |
6
7
&—s] |
9




Vyhody a nevyhody pfimého adresovani

vyhody
m konstantni sloZitost viech operaci

m jednoducha implementace

nevyhody

m v pfipadé, Ze univerzum U je veliké, tak uchovdvani tabulky velikosti univerza
je neefektivni resp. nemozné

m v pfipadé, Ze mnoZina aktudlné uloZenych kli¢ je malad ve srovnani s velikosti

NP4

univerza, tak vétsi ¢ast paméti alokované pro tabulku T je nevyuZita

m problém objekt(l se stejnym kli¢em



Hasovaci tabulka

m v pfipadé, Ze mnoZina aktudln& uloZenych kli¢h K je vyrazné mensi nez U,
vyuZiva haSovaci tabulka vyrazné méné paméti, nez tabulka s p¥fimym
pFistupem

m potfebny prostor se da redukovat aZ na ©(|K|)

m sloZitost operaci ziistavd konstantni aviak v ocekdvaném (a ne v nejhorsim)
ptipadé

pfimé adresovani prvek z s klicem k uloZi v tabulce na pozici 7'k|
haSovani prvek x s klicem k uloZi v tabulce na pozici 7'[1(%))

m hje funkce h : U — {0,1,...,m — 1}

m ) se nazyvd hasovaci funkce



Hasovaci tabulka - problémy k feSeni

1. Feseni kolizi
kolize = dva anebo vice kli¢i zahadujeme na stejnou pozici
pro x # y je h(x) = h(y), x a y maji stejny otisk

m zfet&zené haovani (chaining)

m otev¥end adresace (open adressing)

2. vybér hasovaci funkce
® minimalizovat podet kolizi

m efektivni vypolet funkce



v Ve ’

Zietézené hasovani

m kazd3 polozka tabulky obsahuje (ukazatel na) seznam prvkd zahasovanych na
stejnou pozici

® seznam je prazdny pravé kdyZ 7adny prvek nebyl zaha%ovany na danou pozici

m vkladani prvku x do haSovaci tabulky T' se realizuje jako p¥fidani prvku na
zatitek seznamu T'[h(x.key)]

m prvek z vyhleddvame v seznamu T'[h(z.key)]

m prvek = odstranime vymazanim ze seznamu T'[h(z.key)]



Hagovani

Zietézené hasSovani - schéma

]

K
(aktudlni 1,

Klize)

—— ] ke ]

1]




Zietézené hasSovani - slozitost

sloZitost v nejhorsim pripadé

Insert konstantni (za pFedpokladu, Ze vklddany prvek neni v tabulce)

Search (m&rna délce seznamu; v nejhor$im pfipadé ©(n), kde n je polet prvki
uloZenych v tabulce

Delete (asymptoticky) stejnd jako sloZitost SEARCH (za pFedpokladu
dvousmérného seznamu)

sloZitost v primérném p¥ipadé
zaleZi od vyb&ru ha¥ovaci funkce



’

Zietézené hasSovani - primérna slozitost

m predpokldddme, Ze haSovaci funkce je jednoducha uniformni (simple
uniform), tj. Ze pro kaZdy prvek univerza je pravd&podobnost jeho zahasovéni
na kterykoliv index tabulky stejnd (a nezdvisld od toho, kam jsou zahaSovany
zbylé prvky univerza)

m sloZitost operaci se vyjad¥uje vzhledem k faktoru naplnéni (load factor)

® pro danou tabulku s m pozicemi, ve které je ulozenych n prvki, definujeme
faktor napln&ni o predpisem « = n/m, tj. primérny polet prvki
zahaSovanych na stejnou pozici
mproj=0,1,...,m — 1 necht n; oznatuje délku seznamu T[]
m pro jednoduchou uniformni ha%ovaci funkci plati, Ze octekavana délka
seznamu T[j] je
Enjl=a=n/m

m predpokladame, Ze vypolet hodnoty funkce ma konstantni &asovou sloZitost



ELEVENTEN  ZFet&zené haSovani

Zretézené hasovani - primérna slozitost

7

V hasovaci tabulce, ve které jsou kolize YeSeny zfetézenim a ve které se pouZiva
jednoduchd uniformni funkce, ma operace neispésného vyhleddvani prvku
pramérnou &asovou sloZitost O (1 + «).

V haSovaci tabulce, ve které jsou kolize YeSeny zfetézenim a ve které se pouziva
jednoducha uniformni funkce, ma operace lispésného vyhledavani prvku
primérnou &asovou sloZitost ©(1 + o).

m v pfipadé, Ze polet pozic v tabulce je proporciondlni poétu prvki v tabulce,
n = O(m), plati @« = n/m = O(m)/m = O(1)

m vyhleddvani prvku ma konstantni primérnou sloZitost

m samotné vloZeni prvku a odstranéni prvku ze seznamu ma konstantni sloZitost

m vSechny operace maji za danych predpokladii konstantni primérnou
sloZitost
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ELEVELNTE  HaZovaci funkce

Vybér hasovaci funkce

jak vybrat dobrou hasovaci funkci?

m funkce by méla mit vlastnosti jednoduché uniformni funkce: kazdy kli¢ je
zaha3ovan na vSechny pozice se stejnou pravdépodobnosti

B v praxi je t&Zké ovéFit podminku uniformity, protoZe nepozndame rozloZen{
klith (a navic jsou asto na sob& zavislé)

m v praxi vyuZivame p¥i volb& ha%ovaci funkce znalosti rozloZeni kli¢h s cilem,
aby se Casto spole¢né se vyskytujici klice zahaSovali na riizné pozice

m priklad: kdyZ kli¢e jsou vybirany ndhodné s uniformnim rozdé&lenim z intervalu
(0, 1), tak hasovaci funkce h(k) = |k - m] je jednoduchou uniformni funkci
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Kli¢e jako ptirozené cisla

m vé&tsina haSovacich funkci je navrZend pro univerzum - mnoZinu p¥irozenych
Cisel N

m kdyZ kli¢e nejsou p¥irozena &isla, miZeme je interpretovat jako pfirozend &isla
pouZitim vhodného kédovani

priklad

e znakovy Fet&zec interpretujeme jako &islo (ve vhodng zvolené &iselné soustavé)
e fetézec CLRS

e ASCII hodnoty: C =67, L =76, R=282,S =83

e mame 128 ASCI hodnot, volime proto &iselnou soustavu se zdkladem 128

o CLRS interpretujeme jako (67 - 1283) + (76 - 1282) + (82 - 128!) + (83 - 128°)



Hasovaci funkce - metoda déleni

h(k) =k mod m

pfiklad m =20, k =91 = h(k) =11
vyhody rychlost

nevyhody 3patné chovani pro n&které m
e pro m = 2P je hodnota h(k) vzdy p nejpravéjsich bitl z k
e kdyZ k je znakovy Fetézec interpretovany p¥i zakladé 27, tak hodnota
m = 2P — 1 neni vhodna, protoZe po permutaci fetézce se hodnota haovaci
funkce nezméni
e dobrou volbou pro m je prvolislo



HasSovaci funkce - metoda binarniho nasobeni

m predpoklad: univerzum je U mnoZina bindrnich &isel délky w
m predpoklad: velikost m tabulky je mocninou dvojky, m = 2P
m cilem je zahaSovat w-bitové &isla na p-bitové &isla

m zvolime libovolnou konstantu 4, 0 < A < 1

ha(k)=|m (kA mod 1)]

postup vypo&tu
vynasob kli¢ k konstantou A a ze soucinu vezmi desetinnou &ast

vysledek vyndsob ¢&islem m a ze soulinu vezmi celou &ast



ha(k)=|m (kA mod 1)]

m zvolime A tvaru s/2%

vyndsobime ¢&isla k a s

vysledkem ndsobeni je 2w bitové &islo, kde r; je celo€iselnd &ast souinu kA
a 1o je desetinnd &ast soutinu (viz obrdzek)

m pro dal$i vypoclet potfebujeme pouze rq
m potfebujeme celou &ast soulinu &isel rg a m
m vzhledem k tomu, Ze m = 2P, ndsobeni znamena posun o p bitl doleva
m ve skutegnosti nemusime viibec ndsobit a sta&i vzit p nejvyznamnéjsich bitl
&isla 7o .
w bitl
| k |
x| s=A2" |
T |, | o




Metoda binarniho nasobeni - p¥iklad

B w=>5m=8 w=23, tj. haSujeme 5 bitové &isla, velikost tabulky je 8 = 23 a
chceme haSovat na 3 bitové &isla

m hasujeme kli¢ k£ =21

m vybirdme konstantu A tvaru s/2" a takovou, aby 0 < A < 1 — proto musi
platit 0 < s < 25, vybereme s = 13 = A = 13/32

vypotet h, (k) podle vzorce ha(k) =|m (kK A mod 1)|
kA=21-13/32 =81

kA mod 1=17/32

m(kA mod 1) =8-17/32 =41

[m(kEA mod 1)] =4 = ha(k)

implementace

ks =21-13=273=8-2°+17

r1 = 8,79 = 17; bitovy zapis ry je 10001

vezmeme p = 3 nejvyznamngj§i bity ro, tj. 100 (4 v desitkové soustave)
ha(k) =4



EEEVENTE  Univerzalni hasovani

Univerzalni hasovani

scénaf ani nejlepsi hasovaci funkce negarantuje dobré chovani hasovani v p¥ipadg,
Ze klite urtené k zaha%ovani jsou vybrany tim nejhor§im moznym zpisobem
(miZeme si pFedstavit dtocnika, ktery poznd nds hasovaci program a hasovaci
funkci a na zakladé toho dokaZe vybrat takové klic¢e, které se zahasuji na
stejnou pozici, viz analogii s vyb&rem pivota pro Quicksort)

feSeni p¥i kaZzdém pouZiti hasovaciho programu vybereme ndhodné jinou haSovaci
funkci
(kdyZ dto&nik nevi, jakd haSovaci funkce bude vybrana, nemiZe zamérné
vybirat vstupy, které povedou k Spatnému chovani)

vybér funkce samotny fakt ndhodného vyb&ru funkce je$té negarantuje efektivitu
hasovani; je potfebné vybirat z vhodnych kandidatl
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EEEVENTE  Univerzalni hasovani

Univerzalni hasovani

Definice 4

Necht H je koneénd mnoZina haSovacich funkci, které mapuji univerzum klici U
na m pozic. H je univerzalni mnozinou hasovacich funkci pravé kdyZ pro

kaZdou dvojici kli¢d k,l € U, k # 1, je podet hasovacich funkci h € H, pro které
h(k) = h(l), nejvyse |H|/m.

Véta 5

Predpokladejme, Ze hasovaci funkce, nahodné vybrana z univerzalni mnoZiny

hasovacich funkci, je pouZita pro zahasovani n kli¢i do tabulky s m pozicemi. Pak

pro kli¢ k plati, Ze kdyZ

e k neni' v tabulce, tak ofekdvana délka seznamu, do kterého se zahasuje k, je
nejvyse o = n/m

e k je v tabulce, tak oekavana délka seznamu, ktery obsahuje k, je nejvyse
<1l+oa.
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EEEVENTE  Univerzalni hasovani

Univerzalni hasovani - slozitost

Dusledek 6

Libovolna posloupnost n operaci INSERT, SEARCH a DELETE, z nichZ nejvyse
O(m) operaci je typu INSERT, md ofekdvanou Easovou sloZitost ©(n) za
predpokladu pouZiti zfetézeného hasovani, univerzalni mnoZiny hasovacich funkci
a tabulky s m pozicemi.

Dusledek 7

PouZitim univerzalniho hasovani a Feseni kolizi Fetézenim v tabulce s m pozicemi
zabere o&ekdvany &as ©(n) jakdkoliv posloupnost n operaci INSERT, SEARCH a
DELETE, kterd obsahuje O(m) operaci INSERT.
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EEEE———————————— . vnverginibaovant
Konstrukce univerzalni mnoziny haSovacich funkci

ptiklad univerzalniho hasovani
m zvolime prvodislo p takové, Ze zadny kli¢ neni vétsi neZ p

m pro libovolnd &isla a € {1,2,...p—1} abe {0,1,...p — 1} definujeme
haovaci funkci pfedpisem

hab(k) = ((ak +b) mod p) mod m)
®m mnoZina funkci
Hpm = {hapla € {1,2,...p—1},b€{0,1,...p— 1}
je univerzalni mnoZinou haSovacich funkci

m vybér prvocisla umoZiiuje efektivni implementaci operaci mod

presné diikazy tvrzeni jako i dalsi podrobnosti tykajici se univerzalniho hasovani
Jjsou v literature, nap¥. v monografii T. Cormen, Ch. Leiserson, R. Rivest, C. Stein:
Introduction to Algorithms. Third Edition. MIT Press, 2009



Oteviena adresace

m viechny kli¢e ukldaddme p¥imo do tabulky, polet kli¢d nemiZe presdhnout
velikost tabulky

m pfi vyhledavani se systematicky zkoumaji pozice tabulky, dokud neni nalezen
hledany kli¢ nebo neni jasné, Ze v tabulce nenf

B nepotfebujeme seznamy a ukazatele, misto nich se po&ita sekvence pozic
v tabulce, které maji byt prozkoumdny (tzv. sondovani)



ELEVEDTE  Oteviena adresace

Oteviena adresace - vyhledavani

m haZovaci funkce je typu h: U x {0,1,...,m —1} = {0,1,...,m — 1}

m pro kazdy kli¢ potfebujeme posloupnost (h(k,0
kterd je permutaci posloupnosti (0,1,...,m —

h(k,1), ... h(k,m—1)),

m ka?d4 pozice tabulky obsahuje bud kli¢, anebo hodnotu NIL

m pfi hledani klice k

proménna ¢ je rovna poradovému &islu testu, inicidlni hodnota ¢ je 0
vypotitdme hodnotu h(k, ) a testujeme obsah pozice h(k, 1)

kdyz pozice h(k,7) obsahuje kli¢ k, vyhledavani je Gisp&sné

kdy? pozice h(k,i) obsahuje hodnotu NIL, vyhleddvéni je nelisp&sné
(tabulka neobsahuje kli¢ k)

kdyZ pozice h(k,:) obsahuje neprdzdnou hodnotu riiznou od k, tak
zvy$ime poradové &islo testu a vypo&itdme novou pozici v tabulce jako
funkci k a pofadového ¢&isla testu a kli¢ hleddme pomoci této nové
hasovaci funkce
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Oteviena adresace - vkladani

m analogicky jako p¥i vyhledavani najdeme volnou pozici v tabulce

m vkladani skon&i tsp&chem kdyZ je nalezena volna pozice, na kterou se kli¢
vlozi

m kdyZ polet testll dosdahne m, tak vkladani kon&i nelsp&chem



EEAENTEN  Otevrena adresace

Oteviena adresace - odstranéni kli¢e

m vyhleddme kli¢ k v tabulce, necht se nalézd na pozici j

®m miZe nastat situace, Ze po odstranéni kli¢e k budeme v tabulce vyhleddvat
kli¢ k', ktery je v tabulce uloZen) a v priib&hu jeho vyhleddvani budeme
zkoumat i pozici j

m kdyZ by jsme na pozici j vloZili hodnotu NIL, tak by jsme pfi nasledném
vyhledavéani klice k' dostali nespravny vysledek

fesSeni
® misto hodnoty NIL pouZijeme specidlni hodnotu DELETED
m operace INSERT povaZuje pozici s hodnotou DELETED za prazdnou

m operace SEARCH povaZuje pozici s hodnotou DELETED za obsazenou, ale
obsahujici jinou hodnotu neZ hledany kli¢
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Oteviend adresace - vypocet sekvence sond

nejcastéji se pouzivaji k vypoltu sekvence sond t¥i techniky
m linedrni adresace (linear probing)
m kvadratickd adresace (quadratic probing

m dvojité hasovani (double hashing)



Oteviena adresace - linearni

vyuzivd pomocnou haovaci funkci b’ : U — {0,1,...,m — 1}

h(k,i) = (h'(k) +4) mod m

m pro dany kli¢ je nejd¥ive prozkoumana pozice T'[h/(k)], pak pozice
Th (k) +1], ..., T[m — 1] a pak zase od T'[0] az k T'[h/(k) — 1]

m problémem je tzv. primarni shlukovani, které miZe vyrazné zvysit sloZitost
operaci



ELEVEDTE  Oteviena adresace

Oteviend adresace - kvadraticka
vyuZzivd pomocnou haovaci funkci b’ : U — {0,1,...,m — 1} a pomocné
konstanty ¢y,co # 0

h(k,i) = (B (k) 4 c1i + cpi2) mod m

pro dany kli¢ je nejd¥ive prozkoumdna pozice T'[h/(k)], dile pak pozice
posunuta o offset zavisly kvadratickym zplsobem na pofadi sondy

m kvadratickd adresace je obvykle lepsi nez linedrni

problémem je vhodny vybér konstant ¢y a ¢y a velikosti tabulky m

kdyZ dva kli¢e jsou primdrn& zahaSovany na stejnou pozici protoze
R/ (k1) = h'(k2), tak maji stejnou celou posloupnost sond - tzv. sekunddrni
shlukovanfi

11. dubna 2016 135 / 139



ELEVEDTE  Oteviena adresace
Oteviena adresace - dvojité hasovani

vyuziva dvé& pomocné hasovaci funkce hy, ho

h(k,i) = (hi(k) +iha(k)) mod m

m pro dany kli¢ je nejd¥ive prozkoumana pozice T'[h1(k)], nasledujici pozice je
posunuta o offset ho(k) mod m

m hodnota hy(k) musi byt nesoudélna s velikosti hasovaci tabulky m, aby byla
prohleddna celd tabulka

m vhodnou volbou je vzit m jako mocninu 2 a navrhnout hy tak, Ze vysledkem
bude vzdy liché &islo, nebo

m zvolit m jako prvodislo a navrhnout hs tak, Ze vysledkem bude vzdy kladné
¢islo < m

m dvojité hagovani je lepdi ne? kvadratické, protoZe generuje ©(m?)
posloupnosti sond misto ©(m) jako kvadraticka adresace
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ELEVEDTE  Oteviena adresace

Oteviena adresace - sloZitost

Véta 8

Pro haSovaci tabulku s otevFenou adresaci s faktorem naplnéni oo = n/m < 1 je
ocekavany pocet sond pki netispésném hledani nejvyse 1/(1 — «) a to za
predpokladu uniformniho haSovani.

Véta 9

Pro haSovaci tabulku s otevFenou adresaci s faktorem naplnéni oo = n/m < 1 je
olekdvany pocet sond pfi lsp&sném hledani nejvySe L In -1 a to za predpokladu

uniformniho hasovani.

uniformni haSovani je takové, Ze kazdy kli¢ ma jako posloupnost sond se stejnou
pravd&podobnosti libovolnou z m! permutaci (0,1,...,m — 1)
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Kukatéi hasovani (Cuckoo hashing)

m pro haSovani se pouzivaji dvé tabulky velkosti m a dvé haSovaci funkce
hi,hy : U — {O,l,...m—l}

m kazdy kli¢ k je zaha%ovany bud na pozici iy (k) v prvni tabulce, anebo na
pozici ha(k) v druhé tabulce

m hledani klice ma konstantni sloZitost, protoZe sta&i otestovat dv& pozice
m odstranéni klice ma konstantni sloZitost, analogicky jako jeho hledanf{
m pfi vkladani nového klice k se pouzije hladovad strategie: nejdfive se

pokusime vloZit kli¢ k na pozici hi(k)

m kdy? je pozice hi(k)obsazena, tak kli¢ y uloZzeny na pozici hy (k) pFesuneme
do druhé tabulky na jeho alternativni pozici ha(y)

m proces opakujeme a pfepindme se mezi tabulkami dokud nenajdeme volnou
pozici, anebo se proces zacykli

R. Pagh, F. Rodler: Cuckoo hashing. Journal of Algorithms 51 (2004) 122 - 144



EEEVENTE  Dokonalé hasovani

Dokonalé hasovani (Perfect hashing)

m hadovani, které ma konstantnfi sloZitost i v nejhor§im p¥ipadé
m predpokladem je statickd mnoZina kli¢d

m vyuZiva dvé Urovné hasovani

prvni droven
v podstaté stejnd, jako zfetézené hasovani

druha aroven

m misto seznami pouZijeme sekunddrni hasovaci tabulky S; s asociovanou
haSovaci funkci h;, pficemz vhodnym vybé&rem miiZeme zajistit, aby na druhé
trovni nebyly Zadné kolize

m velikost m; tabulky S; je kvadratickd vii¢i poctu kli¢h zahaSovanych na
pozici j

m haSovaci funkce na prvni drovni se vybird z univerzalni mnoZiny haSovacich
funkci H . na druhé drovni z univerzaini mnoZiny H,,,
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