
Základńı datové struktury

Datové typy

jaká data jsou poťrebné pro řešeńı problému?

jak se budou data reprezentovat?

jaké operace se budou nad daty provádět?

Datový typ

rozsah hodnot, které může nabývat proměnná daného datového typu

množina operaćı, které jsou pro daný datový typ povolené / definované

nezáviśı na konkrétńı implementaci
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Základńı datové struktury

Datové typy a struktury

jednoduchý (skalárńı) datový typ
data zab́ıraj́ı vždy konstantńı (typicky malé) množstv́ı paměti, zp̌ŕıstupněńı
hodnoty skalárńıho typu trvá konstantńı čas
č́ıselné a znakové typy, typ pravdivostńıch hodnot, výčtový typ

složený datový typ
implementace složeného datového typu se nazývá datová struktura

statický - pevná velikost; časová složitost zp̌ŕıstupněńı prvku je konstantńı
k-tice, pole konstantńı délky

dynamický - neomezená velikost; časová složitost zp̌ŕıstupněńı prvku je
funkćı závislou na velikosti
seznam, zásobńık, fronta, slovńık, strom, graf
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Základńı datové struktury

Dynamické datové typy

množina objekt̊u; v pr̊uběhu výpočtu můžeme do množiny prvky p̌ridávat a
odeb́ırat resp. množinu jinak modifikovat (tzv. dynamická množina)

každý prvek dynamické množiny je reprezentovaný jako objekt, jehož atributy
můžeme zkoumat a modifikovat za p̌redpokladu, že máme ukazatel /
referenci na tento objekt

jeden z atribut̊u objektu je jeho identifikátor - kĺıč key

jestliže všechny prvky maj́ı r̊uzné kĺıče, často mluv́ıme o množině obsahuj́ıćı
kĺıče
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Základńı datové struktury

Dynamické datové typy - základńı operace

Search(S, k) pro množinu S a kĺıč k vrát́ı ukazatel x takový, že x.key = k
resp. Nil, když objekt s kĺıčem k neńı obsažen v množině S

Insert(S, x) do množiny S vlož́ı objekt s ukazatelem x

Delete(S, x) z množiny S odstrańı objekt s ukazatelem x

Maximum(S) pro množinu S s úplně uspǒrádanými objekty vrát́ı ukazatel x na
objekt, jehož kĺıč je maximálńı

Minimum(S) pro množinu S s úplně uspǒrádanými objekty vrát́ı ukazatel x na
objekt, jehož kĺıč je minimálńı

Successor(S, x) pro množinu S s úplně uspǒrádanými objekty vrát́ı ukazatel
na objekt, jehož kĺıč následuje bezprosťredně za kĺıčem x.key, resp.
hodnotu Nil když x je maximálńı

Predecessor(S, x) symetricky k Successor
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Vyhledávaćı stromy

Datové struktury

1 Vyhledávaćı stromy
Binárńı vyhledávaćı stromy
Intervalové stromy

2 Červeno černé stromy
Červeno černé stromy
Rank prvku

3 B-stromy

4 Hašovańı
Zřetězené hašováńı
Otev̌rená adresace
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Vyhledávaćı stromy Motivace

Problém rezervaćı

online rezervačńı systém
(nap̌r. rezervace lékǎrského vyšeťreńı, p̌ristávaćı ranveje, . . . )

množina rezervaćı R

požadavek t na rezervaci

rezervace může být potvrzena právě když v intervalu (t− k, t+ k) neńı žádná
jiná rezervace (k je délka trváńı události) a současně t je aktuálńı

mazáńı realizovaných aktualizaćı

p̌ŕıklad: R = {21, 26, 29, 36}, k = 3, aktuálńı čas 20

rezervace 24 neńı validńı (možná), protože 26 ∈ R
33 je OK
15 neńı validńı, protože aktuálńı čas je 20
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Vyhledávaćı stromy Motivace

Problém rezervaćı - řešeńı

jaký datový typ je vhodný pro reprezentaci R a realizaci požadovaných operaćı???

uspǒrádaný seznam
ově̌reńı rezervace v čase O(n), záznam rezervace v čase O(1)

uspǒrádané pole
ově̌reńı rezervace v čase O(log n), záznam rezervace v čase O(n)

neuspǒrádaný seznam / pole
ově̌reńı rezervace v čase O(n), záznam rezervace v čase O(1)

minimová halda
ově̌reńı rezervace v čase O(n), záznam rezervace v čase O(log n), aktuálnost
rezervace v čase O(1)

binárńı pole rezervace t je uložena v položce s indexem t – problém velikosti pole

existuje lepš́ı řešeńı?? současně efektivńı vyhledáváńı i vkládáńı!
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Vyhledávaćı stromy

umožňuj́ı efektivńı implementaci operaćı Search, Minimum, Maximum,
Predecessor, Successor, Insert, Delete

operace nad vyhledávaćım stromem maj́ı složitost úměrnou hloubce
stromu, tj. v nejhořśım p̌ŕıpadě až lineárńı

binárńı vyhledávaćı stromy - každý vrchol stromu má nejvýše 2 následńıky,
tj. strom může ḿıt až hloubku n

vyvážené binárńı vyhledávaćı stromy maj́ı logaritmickou hloubku, tj.
operace maj́ı složitost O(log n)
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Binárńı vyhledávaćı stromy (BVS)

datová struktura, která využ́ıvá ukazatele

každý vrchol (uzel) stromu p̌redstavuje jeden objekt

každý vrchol obsahuje

• kĺıč
• ukazatele left, right a p na levého syna, pravého syna a na otce; ukazatel
má hodnotu Nil právě když vrchol nemá p̌ŕıslušného syna, resp. otce
• p̌ŕıpadné daľśı data

v binárńım vyhledávaćım stromu jsou kĺıče vždy uloženy tak, že plat́ı

BVS vlastnost

jestliže x je vrchol BVS a

y je vrchol v levém podstromu vrcholu x, tak plat́ı y.key ≤ x.key
y je vrchol v pravém podstromu vrcholu x, tak plat́ı y.key ≥ x.key
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - procházeńı stromu

ćılem je proj́ıt strom tak, aby každý vrchol byl navšt́ıven právě jednou

využit́ı: provedeńı operace nad každým vrcholem, výpis kĺıč̊u, kontrola
vlastnost́ı stromu, . . .

strom procháźıme rekurzivně

zač́ınáme v kǒreni stromu

(rekurzivně) navšt́ıv́ıme všechny vrcholy levého podstromu kǒrene

(rekurzivně) navšt́ıv́ıme všechny vrcholy pravého podstromu kǒrene
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - výpis kĺıč̊u

8

7

5

5

3

2

kĺıče uložené v BVS můžeme vypsat v pǒrad́ı

inorder hodnotu kĺıče uloženého v kǒreni vyṕı̌seme mezi vypsáńım kĺıč̊u
uložených v jeho levém a pravém podstromě (2 3 5 5 7 8)

preorder hodnotu kĺıče uloženého v kǒreni vyṕı̌seme p̌red vypsáńım kĺıč̊u
uložených v jeho levém a pravém podstromě (5 3 2 5 7 8)

postorder hodnotu kĺıče uloženého v kǒreni vyṕı̌seme po vypsáńı kĺıč̊u uložených
v jeho levém a pravém podstromě (2 5 3 8 7 5)
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Inorder

Inorder Tree Walk(x)

1 if x 6= Nil
2 then Inorder Tree Walk(x.left)
3 print x.key
4 Inorder Tree Walk(x.right)
5 fi

Inorder Tree Walk(T.root) vyṕı̌se kĺıče uložené v BVS T
od nejmenš́ıho po nejvěťśı

časová složitost je Θ(n), kde n je počet vrchol̊u stromu T

BVS Sort - časová složitost ???
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - vyhledáváńı ve stromu

zač́ınáme v kǒreni stromu, postupujeme rekurzivně

porovnáme hledaný kĺıč k s kĺıčem uloženým v navšt́ıveném uzlu, jestliže se
rovnaj́ı, tak vyhledáváńı konč́ı úspěchem

jestliže hledaný kĺıč k je menš́ı než kĺıč x.key uložený v navšt́ıveném uzlu x,
tak pokračujeme v levém podstromu uzlu x

v opačném p̌ŕıpadě pokračujeme v pravém podstromu uzlu x

vyhledáváńı konč́ı neúspěchem právě když hledaný kĺıč neńı uložen ani
v navšt́ıveném listu

Tree Search(x, k)

1 if x = Nil ∨ k = x.key
2 then return x fi
3 if k < x.key
4 then return Tree Search(x.left, k)
5 else return Tree Search(x.right, k) fi
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - minimálńı a maximálńı kĺıč

jestliže hledáme minimálńı kĺıč, tak v stromu postupujeme vždy doleva

jestliže hledáme maximálńı kĺıč, tak v stromu postupujeme vždy doprava

Tree Minimum(x)

1 while x.left 6= Nil do x← x.left od
2 return x

Tree Maximum(x)

1 while x.right 6= Nil do x← x.right od
2 return x
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - p̌redch̊udce a následńık

p̌redpokládáme, že všechny kĺıče uložené v stromě jsou vzájemně r̊uzné1

následńıkem uzlu x je uzel, který obsahuje nejmenš́ı kĺıč věťśı než x.key
(successor)

p̌redch̊udcem uzlu x je uzel, který obsahuje nejvěťśı kĺıč menš́ı než x.key
(predecessor)

1analogicky se operace definuj́ı i pro strom, který může obsahovat uzly se stejnými
kĺıči
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

následńıkem uzlu x je uzel, který obsahuje nejmenš́ı kĺıč věťśı než x.key

jestliže uzel x má neprázdný pravý podstrom, tak jeho následńıkem je
nejmenš́ı kĺıč uložený v jeho pravém podstromu

jestliže pravý podstrom je prázdný, tak

• následńıkem x je uzel y takový, že x.key je nejvěťśım kĺıčem v levém
podstromu uzlu y
• uzel y je prvńım uzlem na cestě z x do kǒrene stromu takový, že
y.key > x.key (jinými slovy x paťŕı do levého podstromu uzlu y)

Tree Successor(x)

1 if x.right 6= Nil
2 then return Tree Minimum(x.right) fi
3 y ← x.p
4 while y 6= Nil ∧ x = y.right
5 do x← y
6 y ← y.p
7 od
8 return y
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - p̌ridáńı nového uzlu
procháźıme strom stejně jako kdyby jsme kĺıč nového uzlu vyhledávali
hledáme vrchol, jehož p̌ŕıslušný podstrom je prázdný (levý podstrom když kĺıč
nového uzlu je menš́ı než kĺıč vrcholu, pravý podstrom když je věťśı) a nový
uzel se stane jeho p̌ŕıslušným synem

Tree Insert(T, z)
1 y ← Nil
2 x← T.root
3 while x 6= Nil do
4 y ← x
5 if z.key < x.key then x← x.left
6 else x← x.right fi
7 od
8 z.p← y
9 if y = Nil then T.root← z

10 else if z.key < y.key then y.left← z
11 else y.right← z fi
12 fi
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - odstraněńı uzlu - p̌ŕıpad 1
p̌ri odstraňováńı uzlu lz, můžou nastat 3 p̌ŕıpady

z nemá žádného syna

uzel odstrańıme

q

z

q

NIL NIL

NIL
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - odstraněńı uzlu - p̌ŕıpad 2

z má jediného syna

syna p̌resuneme na pozici uzlu z tak, že otec uzlu z se stane otcem jeho syna

q

z

e

q

z

r

q

r

q

e

NIL

NIL
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - odstraněńı uzlu - p̌ŕıpad 3

z má dva syny

poťrebujeme naj́ıt uzel y, který nahrad́ı uzel z

vhodným kandidátem na y je následńık uzlu z (symetricky by jsme mohli
využ́ıt p̌redch̊udce uzlu z)

protože pravý podstrom uzlu z je neprázdný, tak následńık y uzlu z je
nejmenš́ım uzlem v pravém podstromě uzlu z

y nemá levého syna proto ho můžeme ho p̌resunout na pozici z

q

z

r

y

x

e

NIL

q

y

r

x

e
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - p̌resun podstromů

Transplant nahrad́ı podstrom s kǒrenem u podstromem s kǒrenem v

otcem uzlu v se stane otec uzlu u

otec uzlu u bude ḿıt uzel v jako svého syna

Transplant(T, u, v)

1 if u.p = Nil then T.root← v
2 else if u = u.p.left then u.p.left← v
3 else u.p.right← v
4 fi
5 fi
6 if v 6= Nil then v.p← u.p fi
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

BVS - odstraněńı uzlu

Tree Delete(T, z)

1 if z.left = Nil
2 then Transplant(T, z, z.right)
3 else if z.right = Nil
4 then Transplant(T, z, z.left)
5 else y ← Tree Minimum(z.right)
6 if y.p 6= z then Transplant(T, y, y.right)
7 y.right← z.right
8 y.right.p← y
9 fi

10 Transplant(T, z, y)
11 y.left← z.left
12 y.left.p← y
13 fi
14 fi
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Složitost

všechny uvedené operace nad binárńım vyhledávaćım stromem maj́ı složitost
úměrnou hloubce stromu, tj. v nejhořśım p̌ŕıpadě O(n), kde n je počet uzl̊u
stromu

p̌ri hledáńı p̌redchůdce a následńıka nemuśıme v̊ubec porovnávat kĺıče

operace se daj́ı využ́ıt k sěrazeńı kĺıč̊u nap̌r. tak, že najdeme minimálńı kĺıč a
pak (rekurzivně) jeho následńıka (složitost?!)
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Vyvážené binárńı vyhledávaćı stromy

hloubka stromu je logaritmická

složitost operaćı je úměrná hloubce stromu

AVL stromy

2 - 3 stromy

2 - 3 - 4 stromy

B stromy

červeno černé stromy
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Vyhledávaćı stromy Binárńı vyhledávaćı stromy

Modifikace datových struktur

reálné situace, ve kterých poťrebujeme datovou strukturu odlǐsnou od

”
učebnicových struktur“

??? účelnost návrhu úplně nové struktury

možné řešeńı:
• rozš́ı̌reńı některé známé struktury o nové informace
• návrh nových operaćı nad takto rozš́ı̌renou strukturou
• . . . p̌ri zachováńı efektivnosti původńıch operaćı

p̌ŕıklad: využit́ı binárńıch vyhledávaćıch stromů pro reprezentaci množiny interval̊u

() 11. dubna 2016 25 / 139



Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Reprezentace interval̊u
č́ıselný interval 〈t1, t2〉
objekt i s atributy i.low a i.high

intervaly i a i′ se p̌rekrývaj́ı právě když i.low ≤ i′.high a současně
i′.low ≤ i.high
pro libovolné dva intervaly i a i′ plat́ı právě jedna z možnost́ı
• intervaly se p̌rekrývaj́ı
• interval i je vlevo od i′, tj. i.high < i′.low
• interval i′ je vlevo od i, tj. i′.high < i.low

hledáme datovou strukturu pro reprezentaci množiny interval̊u nad kterou je
možné efektivně implementovat operace

Interval Insert(T, x) – do množiny interval̊u T p̌ridá objekt reprezentuj́ıćı
interval x

Interval Delete(T, x) – z množiny interval̊u T odstrańı objekt
reprezentuj́ıćı interval x

Interval Search(T, i) – vrát́ı ukazatel na objekt, který reprezentuje
interval p̌rekrývaj́ıćı se s intervalem i resp. hodnotu Nil, když takový objekt
neexistuje
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

řešeńı 1

seznam interval̊u

p̌ridáńı intervalu v konstantńım čase

odebráńı a vyhledáńı intervalu v čase O(n) (n je počet interval̊u v množině)

řešeńı 2

uspǒrádaný seznam interval̊u

všechny operace v čase O(n)

intervalové stromy

rozš́ı̌reńı binárńıch vyhledávaćıch stromů

() 11. dubna 2016 27 / 139



Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Intervalové stromy

binárńı vyhledávaćı strom

každý uzel má atributy i.low, i.high, a i.max

jako kĺıč je použita hodnota x.low

x.max je maximálńı hodnota krajńıho bodu intervalu uloženého v podstromu
s kǒrenem x

x.max = max{x.high, x.left.max, x.right.max}

() 11. dubna 2016 28 / 139



Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Přidáńı nového intervalu

postupujeme jako v BVS od kǒrene, vkládaný uzel se stane listem

každému uzlu y na cestě z kǒrene do nového uzlu x aktualizujme hodnotu
y.max právě když y.max < x.high

pro žádný vrchol nelež́ıćı na cestě z kǒrene do nového uzlu se hodnota max
neměńı
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Odstraněńı intervalu

postupujeme jako v BVS

na pozici odstraněného uzlu se p̌resune uzel y

pro aktualizaci hodnot max procháźıme cestu od původńı pozice uzlu y do
kǒrene a každému uzlu z na této cestě aktualizujeme hodnotu
z.max = max{z.left.max, z.right.max, z.high}

složitost operace se navýš́ı o O(n)

celková složitost operace odstraněńı intervalu z̊ustává asymptoticky stejná
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Vyhledáváńı intervalu

Interval Search(T, i)

1 x← T.root
2 while x 6= Nil ∧ intervaly i a (x.low, x.high) se nepřekrývaj́ı do
3 if x.left 6= Nil ∧ x.left.max ≥ i.low
4 then x← x.left
5 else x← x.right fi
6 od
7 return x

složitost

vyhledáváńı zač́ıná v kǒreni

po každé iteraci cyklu testujeme uzel, jehož hloubka je o 1 vyš̌śı

složitost je úměrná hloubce stromu
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Vyhledáváńı intervalu

Interval Search(T, i)

1 x← T.root
2 while x 6= Nil ∧ intervaly i a 〈x.low, x.high〉 se nepřekrývaj́ı do
3 if x.left 6= Nil ∧ x.left.max ≥ i.low
4 then x← x.left
5 else x← x.right fi od
6 return x

korektnost - p̌ŕıpad 1 - ve vyhledáváńı postupujeme doprava

p̌redpokládejme, že ve vyhledáváńı postupujeme z uzlu x doprava a levý
podstrom neńı prázdný

plat́ı x.left.max < i.low (jinak by jsme postupovali doleva)

pro každý interval 〈a, b〉 z levého podstromu plat́ı
b ≤ x.left.max (z definice hodnoty max)

b < i.low znamená, že i se nep̌rekrývá se žádným intervalem v levém
podstromu
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Vyhledáváńı intervalu
Interval Search(T, i)

1 x← T.root
2 while x 6= Nil ∧ intervaly i a 〈x.low, x.high〉 se nepřekrývaj́ı do
3 if x.left 6= Nil ∧ x.left.max ≥ i.low
4 then x← x.left
5 else x← x.right fi
6 od
7 return x

korektnost - p̌ŕıpad 2 - ve vyhledáváńı postupujeme doleva

p̌redpokládejme, že žádný interval levého podstromu se nep̌rekrývá s i

v levém podstromu lež́ı interval 〈c, d〉 takový, že d = x.left.max

i.high < c (i a 〈c, d〉 se nep̌rekrývaj́ı)

pro každý interval 〈a, b〉 z pravého podstromu plat́ı c ≤ a (vlastnost BVS)

i.high < a znamená, že i se nep̌rekrývá se žádným intervalem v pravém
podstromu
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Intervalové stromy - modifikace

vyhledáváńı všech p̌rekrývaj́ıćıch se interval̊u

intervaly vyš̌śı dimenze

naḿısto obecného binárńıho vyhledávaćıho stromu můžeme použ́ıt vyvážený
binárńı vyhledávaćı strom
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Vyhledávaćı stromy Intervalové stromy

Radix trees

využit́ı binárńıch vyhledávaćıch stromů pro lexikografické řazeńı binárńıch
řetězc̊u

řetězce postupně vkládáme do vyhledávaćıho stromu

po vložeńı všech řetězc̊u strom prohledáme a kĺıče vyṕı̌seme v pǒrad́ı preorder

časová složitost je Θ(n), kde n je součet délek všech řetězc̊u

zobecněńı pro řetězce nad libovolnou abecedou - použijeme stromy, jejichž
arita je stejná jako velikost abecedy
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Červeno černé stromy

Datové struktury

1 Vyhledávaćı stromy
Binárńı vyhledávaćı stromy
Intervalové stromy

2 Červeno černé stromy
Červeno černé stromy
Rank prvku

3 B-stromy

4 Hašovańı
Zřetězené hašováńı
Otev̌rená adresace
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Červeno černé stromy

Červeno černý strom je binárńı vyhledávaćı strom, jehož každý uzel je obarvený
červenou anebo černou barvou a splňuje podḿınky

1 kǒren stromu je černý

2 listy stromu nenesou žádnou hodnotu, tj. jsou označeny Nil, a maj́ı černou
barvu

3 když je uzel červený, tak jeho otec je černý

4 pro každý uzel x stromu plat́ı, že všechny cesty z uzlu x do list̊u obsahuj́ı
stejný počet černých uzl̊u

alternativně: oba synové červeného uzlu maj́ı černou barvu

každý uzel obsahuje atributy key, color, left, right, p

jestliže uzel nemá některého syna anebo otce, tak p̌ŕıslušný atribut má
hodnotu Nil
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Výška uzlu a černá výška uzlu

výška uzlu x je rovna počtu hran na nejdeľśı cestě z x do listu
černá výška uzlu x, bh(x), je rovna počtu černých uzl̊u na cestě z x do listu
(uzel x nezapoč́ıtáváme)
(d́ıky vlastnosti 4 je černá výška dob̌re definovaná!)

bh = 2

bh = 2

NIL NIL NIL NIL NIL NIL

NIL

NIL NIL bh = 1

bh = 1

7

3 18

10 22

8 11 26
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Výška červeno černého stromu

Lema 1

Každý uzel s výškou h má černou výšku alespoň h/2.

z vlastnosti 4 plyne, že v nejhořśım p̌ŕıpadě je každý druhý uzel na cestě červený

Lema 2

Pro každý uzel x plat́ı, že podstrom s kǒrenem x má alespoň 2bh(x) − 1 vniťrńıch
uzl̊u2.

důkaz indukćı k výšce h uzlu x

h = 0 x je list =⇒ bh(x) = 0 a současně počet vniťrńıch uzl̊u podstromu
s kǒrenem x je 0

h > 0 • necht’ x má výšku h a černou výšku bh(x) = b
• každý syn uzlu x má výšku h− 1 a černou výšku b anebo b− 1
• z indukčńıho p̌redpokladu má podstrom každého syna alespoň
2bh(x)−1 − 1 vniťrńıch uzl̊u
• podstrom s kǒrenem x má alespoň 2(2bh(x)−1 − 1) + 1 = 2bh(x) − 1
vniťrńıch uzl̊u

2vniťrńım uzlem rozuḿıme uzel, který nese hodnotu, tj. list neńı vniťrńım uzlem
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Výška červeno černého stromu

Věta 3

Červeno černý strom s n vniťrńımi uzly má výšku nejvýše 2 log2(n+ 1).

necht’ strom má výšku h a černou výšku b

z p̌redchoźıch lemmat plyne

n ≥ 2b − 1 ≥ 2h/2 − 1

po úpravě log2(n+ 1) ≥ h/2, a tedy h ≤ 2 log2(n+ 1)
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Červeno černé stromy - operace

Search, Min, Max, Successor, Predecessor se implementuj́ı stejně
jako pro binárńı vyhledávaćı stromy

vyjmenované operace maj́ı složitost O(log n)

Insert a Delete modifikuj́ı strom

modifikace může porušit vlastnosti červeno černého stromu

jsou poťrebné daľśı kroky, které vlastnosti obnov́ı

základńı operaćı, která vede k obnoveńı požadovaných vlastnost́ı, je rotace

() 11. dubna 2016 41 / 139



Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Rotace

α

y

x

x

y

β

γ α

β γLeft Rotate(x)

Right Rotate(y)

rotace zachovává vlastnost binárńıho vyhledávaćıho stromu

a ∈ α, b ∈ β, c ∈ γ ⇒ a ≤ x ≤ b ≤ y ≤ c

časová složitost O(1)
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Rotace

Left Rotate(T, x)
1 y ← x.right
2 x.right← y.left
3 if y.left 6= T.nil
4 then y.left.p← x fi
5 y.p← x.p
6 if x.p = T.nil
7 then T.root← y
8 else if x = x.p.left
9 then x.p.left← y

10 else x.p.right← y fi fi
11 y.left← x
12 x.p← y
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu

uzel x do stromu p̌ridáme stejným postupem jako do binárńıho vyhledávaćı
stromu

jakou barvou máme obarvit nový uzel?

obě možnosti maj́ı za důsledek porušeńı některých vlastnost́ı červeno černého
stromu

řešeńı: obarvi uzel x červenou barvou

vlastnosti

1 (černý kǒren) jestliže x je kǒrenem, tak vlastnost neplat́ı
3 (otec červeného uzlu je černý) nemuśı platit
4 (stejná černá výška) z̊ustává v platnosti
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu - schéma

RB Insert(T, a)

1 Tree Insert(T, a)
2 a.color ← red
3 while a 6= T.root ∧ a.p.color = red
4 do if a.p = a.p.p.left
5 then d← a.p.p.right
6 if d.color = red
7 then p̌ŕıpad 1
8 else if a = a.p.right
9 then p̌ŕıpad 2

10 else p̌ŕıpad 3
11 fi
12 fi
13 else stejně jako THEN se záměnou left a right
14 fi
15 od
16 T.root.color ← black
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu - schéma

p̌ŕıpad 1

a.p.color ← black
d.color ← black
a.p.p.color ← red
a← a.p.p

p̌ŕıpad 2

a← a.p
Left Rotate(T, a)

p̌ŕıpad 3

a.p.color ← black
a.p.p.color ← red
Right Rotate(T, a.p.p)
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu - korekce - p̌ŕıpad 1

nově p̌ridaný uzel a je červený

jeho otec b je červený a je levým synem svého otce3

strýc d uzlu a je červený

praotec c uzlu a je černý

obarvi otce (b) a strýce (d) uzlu a černou barvou

obarvi praotce (c) uzlu a červenou barvou

z

x y

p

c

b d

a q
⇒

z

x y

p

c

b d

a q

stromy z, x, y, p, q maj́ı černý kǒren a všechny maj́ı stejnou černou výšku
3situace když b je pravým synem svého otce se řeš́ı symetricky
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu - korekce - p̌ŕıpad 2
uzel a je červený a je pravým synem svého otce

jeho otec b je červený a je levým synem svého otce

strýc d uzlu a je černý

praotec c uzlu a je černý

proved’ levou rotaci kolem otce (b) uzlu a

pokračuj na p̌ŕıpad 3

p

c

a d

y

⇒ ⇒ pokračuj na

z x

b qp

c

b d

z

x y

a q

Left Rotate(b)

p̌ŕıpad 3
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Přidáńı nového uzlu - korekce - p̌ŕıpad 3

uzel a je červený a je levým synem svého otce

jeho otec b je červený a je levým synem svého otce

strýc d uzlu a je černý

praotec c uzlu a je černý

proved’ pravou rotaci kolem praotce (c) uzlu a

vyměň obarveńı mezi otcem (b) uzlu a a jeho novým bratrem (c)

y

z x

p

c

b d

a q z

p q

y

b

a c

d

Right Rotate(c)

x z

p q

y

b

a c

dx

⇒ ⇒
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Složitost p̌ridáńı nového uzlu

p̌ŕıpad 1: změna obarveńı 3 uzl̊u

p̌ŕıpady 2 a 3: jedna nebo dvě rotace a změna obarveńı 2 uzl̊u

v p̌ŕıpadě 1 může změna barvy praotce (c) uzlu a způsobit nový konflikt a to
když otec uzlu c má červenou barvou

v popsaném p̌ŕıpadě muśıme pokračovat daľśı iteraćı a korigovat barvu uzlu c

konečnost je garantována faktem, že každou iteraćı se zmenšuje vzdálenost
korigovaného uzlu od kǒrene stromu

celková složitost O(log n)
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu

uzel x ze stromu odstrańıme stejným postupem jako z binárńıho vyhledávaćı
stromu

v p̌ŕıpadě, že odstraněný uzel měl červenou barvu, vlastnosti stromu z̊ustávaj́ı
zachované

v p̌ŕıpadě, že měl černou barvu, může doj́ıt k porušeńı vlastnosti 4 (stejná
černá výška)

černou barvu z odstraněného uzlu p̌resouváme směrem ke kǒrenu tak, aby
jsme obnovili platnost vlastnosti 4
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu a - p̌ŕıpady 1 a 2

a nemá levého syna
odstraň a a nahrad’ ho jeho pravým synem (b)
jestliže po p̌resunu uzel b a jeho otec porušuj́ı vlastnost 3 (oba jsou červené),
tak uzel b obarv́ıme černou barvou; t́ım zachováme černou výšku (a musel být
černý)

a nemá pravého syna - symetricky

a

b

a

b

b

q

b

NIL

NIL
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu a - p̌ŕıpad 3

a má dva syny, následńık (successor) uzlu a je jeho pravým synem

odstraň a a nahrad’ ho jeho následńıkem (c)
levý syn uzlu a se stane levým synem následńıka uzlu a

po p̌resunu obarv́ıme následńıka (c) barvou uzlu a
jestliže následńık měl původně černou barvu, tak černou barvu dostane jeho
syn, tj. syn má dvě barvy (červenou a černou anebo černou a černou)
problém dvou barev vy̌reš́ıme p̌ri korekci

a

c

d

b

NIL

c

db
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu a - p̌ŕıpad 4

a má dva syny, následńık (successor) uzlu a neńı jeho synem

následńıka (d) nahrad’ jeho pravým synem (e)

odstraň a a nahrad’ ho jeho následńıkem (d), synové uzlu a se stanou syny
následńıka (d)

po p̌resunu obarv́ıme následńıka (d) barvou uzlu a

jestliže následńık měl původně černou barvu, tak černou barvu dostane jeho
syn, tj. syn má dvě barvy (červenou a černou anebo černou a černou)

problém dvou barev vy̌reš́ıme p̌ri korekci

a

c

d

e

b

NIL

d

c

e

b
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu - korekce dvou barev - p̌ŕıpad 1

uzel a má dvě barvy
bratr (c) uzlu a je červený

proved’ levou rotaci kolem otce (b) uzlu a

vyměň barvy mezi otcem (b) a praotcem (c) uzlu a

pokračuj některým z následuj́ıćıch p̌ŕıpadů

p

x y

z

b

w q

a c

d e

Rotate Left(b)

⇒
a

z

p q

x

c

y w

b e

d

⇒
a

z

p q

x

c

y w

b e

d

jiný p̌ŕıpad

stromy x, y, z, w, p, q maj́ı stejnou černou výšku, nemaj́ı žádný uzel s dvěma
barvami a neporušuj́ı žádnou vlastnost červeno černého stromu
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu - korekce dvou barev - p̌ŕıpad 2

uzel a má dvě barvy
bratr (c) uzlu a stejně jako oba jeho synové (d, e) maj́ı černou barvu

vezmi jednu černou barvu z uzlu a a p̌resuň ji do jeho otce (b)

bratr (c) uzlu a dostane červenou barvu (aby se zachovala černá výška)

uzel se dvěma barvami se p̌resunul bĺıž ke kǒrenu, problém jeho dvou barev
řeš́ıme rekurzivně

p

x y

z

b

w q

c

d e

⇒a

p

x y

z w q

c

d e

a

b
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu - korekce dvou barev - p̌ŕıpad 3

uzel a má dvě barvy
bratr (c) uzlu a a jeho pravý syn (e) maj́ı černou barvu, levý syn (d) je
červený

proved’ pravou rotaci kolem bratra (c) uzlu a

vyměň barvy mezi původńım a novým bratrem uzlu a (d, c)

pokračuj p̌ŕıpadem 4

qp

w

zx y

pokračuj
p̌ŕıpadem 4

qp

w

zx y

p

x y

z

b

w q

a c

d e

a

b

d

c

e

a

b

d

c

e

Rotate Right

⇒ ⇒ ⇒
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Červeno černé stromy Červeno černé stromy

Odstraněńı uzlu - korekce dvou barev - p̌ŕıpad 4

uzel a má dvě barvy
bratr (c) uzlu a má černou barvu, jeho pravý syn (e) má červenou barvu

proved’ levou rotaci kolem otce (b) uzlu a

obarvi nového praotce (c) uzlu a barvou jeho otce (b)

p̌resuň černou barvu z uzel a na jeho otce (b), otec (b) se stane černým

uzel (e) se stane černým

p

x y

z

b

w q

c

d e

Rotate Left

⇒
a

z

p q

x

c

y w

b e

d

⇒
a

z

p q

x

c

y w

b e

d

a

() 11. dubna 2016 58 / 139



Červeno černé stromy Rank prvku

Pǒrad́ı (rank) prvku

využit́ı červeno černých stromů p̌ri určeńı ranku (pǒrad́ı) prvku a vyhledáváńı
prvku s daným rankem

množina A obsahuj́ıćı n vzájemně r̊uzných č́ısel

č́ıslo x ∈ A má rank i právě když v A existuje p̌resně i− 1 č́ısel menš́ıch než x

možné řešeńı

jestliže prvky A jsou uložené v poli, tak v čase O(n) můžeme
• naj́ıt č́ıslo s rankem i
• určit rank daného č́ısla

existuje efektivněǰśı řešeńı?

p̌ri použit́ı červeno černých stromů dokážeme oba problémy vy̌rešit v čase O(log n)
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Červeno černé stromy Rank prvku

Rozš́ı̌reńı červeno černých stromů

požadujeme

efektivńı implementaci standardńıch operaćı nad červeno černým stromem

efektivńı implementaci operace RB Select(x, i), která najde i-ty nejmenš́ı
kĺıč v podstromě s kǒrenem x

efektivńı implementaci operace RB Rank(T.x), která urč́ı rank kĺıče
uloženého v uzlu x

jestliže strom obsahuje uzly se stejnými kĺıči, tak rankem kĺıče je pǒrad́ı uzlu
v Inorder uspǒrádáńı uzl̊u stromu
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Červeno černé stromy Rank prvku

Princip

ke každému uzlu x p̌ridáme atribut x.size - počet (vniťrńıch) uzl̊u v podstromě
s kǒrenem x, včetně uzlu x

x.size = x.left.size+ x.right.size+ 1

8

6

NIL NIL NIL NIL NIL NIL

NIL

NIL NIL 3

1

7

3 18

10 22

8 11 26
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Červeno černé stromy Rank prvku

Vyhledáńı kĺıče s daným rankem

RB Select(x, i)

1 r ← x.left.size+ 1
2 if i = r then return x
3 else if i < r then return RB Select(x.left, i)
4 else return RB Select(x.right, i− r) fi fi

korektnost

z definice atributu .size plyne, že počet uzl̊u v levém podstromu uzlu x
navýšený o 1 (r) je p̌resně rank kĺıče uloženého v x v podstromě s kǒrenem x

když i = r, tak x je hledaný uzel

když i < r, tak i-ty nejmenš́ı kĺıč se nacháźı v levém podstromě uzlu x a je
i-tým nejmenš́ım kĺıčem v tomto podstromě

když i > r, tak i-ty nejmenš́ı kĺıč se nacháźı v pravém podstromě uzlu x a
jeho pǒrad́ı v tomto podstromě je i sńıžené o počet uzl̊u levého podstromu
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Červeno černé stromy Rank prvku

Vyhledáńı kĺıče s daným rankem

RB Select(x, i)

1 r ← x.left.size+ 1
2 if i = r then return x
3 else if i < r then return RB Select(x.left, i)
4 else return RB Select(x.right, i− r) fi fi

složitost

každé rekurzivńı voláńı se aplikuje na strom, jehož hloubka je o 1 menš́ı

hloubka červeno černého stromu je O(log n)

složitost RB Select je O(log n)
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Červeno černé stromy Rank prvku

Určeńı ranku daného prvku

8

6

NIL NIL NIL NIL NIL NIL

NIL

NIL NIL 3

1

7

3 18

10 22

8 11 26

rank prvku 11

všechny uzly v levém podstromě uzlu 11

sledujeme cestu od 11 do kǒrene

jestliže uzel na cestě je levým synem, neměńı rank prvku 11

jestliže uzel na cestě je pravým synem, tak on sám jakož i jeho levý podstrom
obsahuj́ı kĺıče menš́ı než 11
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Červeno černé stromy Rank prvku

Určeńı ranku daného prvku

RB Rank(T, x)

1 r ← x.left.size+ 1
2 y ← x
3 while y 6= T.root
4 do if y = y.p.right
5 then r ← r + y.p.left.size+ 1 fi
6 y ← y.p od
7 return r

korektnost

invariant na začátku každé iterace while cyklu je r rovné ranku kĺıče x.key
v podstromě s kǒrenem y

inicializace na začátku je r rovné ranku x.key v podstromě s kǒrenem x a x = y
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Červeno černé stromy Rank prvku

RB Rank(T, x)

1 r ← x.left.size+ 1
2 y ← x
3 while y 6= T.root
4 do if y = y.p.right
5 then r ← r + y.p.left.size+ 1 fi
6 y ← y.p od
7 return r

invariant na začátku každé iterace while cyklu je r rovné ranku kĺıče x.key
v podstromě s kǒrenem y

iterace

na konci cyklu se vykoná y ← y.p
po provedeńı cyklu proto muśı platit, že r je rank x.key v podstromě
s kǒrenem y.p
jestliže y je levý syn, tak všechny kĺıče v podstromě jeho bratra jsou věťśı
než x.key a r se neměńı
jestliže y je pravý syn, tak všechny hodnoty v podstromě jeho bratra jsou
menš́ı než x.key a hodnota r se zvýš́ı o velikost tohoto stromu plus 1 (kĺıč
v uzlu y.p je taky menš́ı než x.key)
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Červeno černé stromy Rank prvku

RB Rank(T, x)

1 r ← x.left.size+ 1
2 y ← x
3 while y 6= T.root
4 do if y = y.p.right
5 then r ← r + y.p.left.size+ 1 fi
6 y ← y.p od
7 return r

invariant na začátku každé iterace while cyklu je r rovné ranku kĺıče x.key
v podstromě s kǒrenem y

ukončeńı
výpočet konč́ı když y = T.root, z platnosti invariantu plyne korektnost
algoritmu

složitost

po každé iteraci se sńıž́ı vzdálenost y od kǒrene o 1

hloubka červeno černého stromu je O(log n)

složitost RB Rank je O(log n)
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Červeno černé stromy Rank prvku

Přidáńı nového uzlu

p̌ridáńı uzlu postupujeme od kǒrene do listu, kde vytvǒŕıme nový uzel, p̌ritom se
změńı (o 1) pouze velikost podstromů těch uzl̊u, kterými procháźıme

korekce stromu změna barvy uzlu neměńı velikost podstromu
p̌ri rotaci se může změnit velikost podstromů
proceduru Left Rotate doplńıme o p̌ŕıkazy
y.size← x.size
x.size← x.left.size+ x.right.size+ 1

symetricky pro pravou rotaci

5

36
14

20
9

20
14

36
8

3

4 5

3 4

Left Rotate(T, x)

Right Rotate(T, y)

x

y x

y
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Červeno černé stromy Rank prvku

Odstraněńı uzlu

prvńı fáze odstrańı uzel ze stromu
• na pozici odstraněného uzlu se p̌resune uzel y
• pro aktualizaci hodnot size procháźıme cestu od původńı pozice uzlu y do
kǒrene a každému uzlu na této cestě sńıž́ıme hodnotu size o 1
• složitost operace se navýš́ı o O(log n)

korekce obarveńı stromu
• ke změně velikosti podstromu může doj́ıt p̌ri rotaci, aktualizace hodnot viz
p̌ridáńı nového uzlu
• počet rotaćı je nejvýše 3, složitost se navýš́ı o O(1)

složitost p̌ridáváńı i odstraňováńı uzlu z̊ustává asymptoticky stejná
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B-stromy

Datové struktury

1 Vyhledávaćı stromy
Binárńı vyhledávaćı stromy
Intervalové stromy

2 Červeno černé stromy
Červeno černé stromy
Rank prvku

3 B-stromy

4 Hašovańı
Zřetězené hašováńı
Otev̌rená adresace
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B-stromy

B stromy

B stromy jsou zobecněńım binárńıch vyhledávaćıch stromů

B strom je balancovaný, všechny listy maj́ı stejnou hloubku

vniťrńı uzel stromu obsahuje t− 1 kĺıč̊u a má t následńık̊u

kĺıče ve vniťrńıch uzlech stromu zároveň vymezuj́ı t interval̊u, do kterých paťŕı
kĺıče každého z jeho t podstromů

využit́ı B stromů

B stromy se typicky použ́ıvaj́ı v databázových systémech a aplikaćıch, kde
objem zpracovávaných dat neńı možné uchovávat v operačńı paměti

počet kĺıč̊u uložených v uzlu (a t́ım i počet následńık̊u) se může pohybovat
od jednotek po tiśıce; ćılem je minimalizovat počet p̌ŕıstupů na disk

v pseudokódu modelujeme p̌ŕıstupy operacemi Disk Reada Disk Write

existuj́ı r̊uzné varianty, podrobněji viz nap̌r. PV062

Bayer, McCreight 1972
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B-stromy

B stromy vs BVS a červeno černé stromy

zachován princip vyhledáváńı

všechny uzly maj́ı stejnou hloubku

uzly B stromů můžou ḿıt v́ıc následńık̊u

výška B stromu je O(log n), d́ıky věťśımu počtu následńık̊u může být ale
výrazně menš́ı

operace minimalizuj́ı pr̊uchod stromem
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B-stromy

Stupeň B stromu
minimálńı stupeň stromu

č́ıslo t, které definuje dolńı a horńı hranici na počet kĺıč̊u uložených v uzlu

každý uzel (s výjimkou kǒrene) muśı obsahovat alespoň t− 1 kĺıč̊u

jestliže strom je neprázdný, tak kǒren muśı obsahovat alespoň jeden kĺıč

každý vniťrńı uzel (s výjimkou kǒrene) muśı ḿıt alespoň t následńık̊u

každý uzel může obsahovat nejvýše 2t− 1 kĺıč̊u

každý vniťrńı uzel může ḿıt nejvýše 2t následńık̊u

uzel, který má p̌resně 2t následńık̊u, se nazývá plný

nejjednoduš̌śı B strom má minimálńı stupeň 2

každý jeho vniťrńı uzel má 2, 3 anebo 4 následńıky

obvykle se označuje jako 2-3-4 strom
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B-stromy

Výška B stromu

B strom s n ≥ 1 kĺıči a minimálńım stupněm t ≥ 2 má hloubku nejvýše

h ≤ logt
n+ 1

2

kǒren obsahuje alespoň jeden kĺıč, každý vniťrńı uzel alespoň t− 1 kĺıč̊u

strom má 1 uzel hloubky 0 (kǒren), alespoň 2 uzly hloubky 1, alespoň 2t uzl̊u
hloubky 2, alespoň 2t2 uzl̊u hloubky 3, obecně alespoň 2th−1 uzl̊u hloubky h

n ≥ 1 + (t− 1)

h∑
i=1

2ti−1 = 1 + 2(t− 1)

h−1∑
i=0

ti

= 1 + 2(t− 1)
( th − 1

t− 1

)
= 2th − 1

z toho th ≤ n+1
2 a tedy logt t

h ≤ logt
n+1
2 �
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B-stromy

Definice B stromu

každý uzel x má atributy
• x.n - počet kĺıč̊u uložených v uzlu x
• kĺıče x.key1, x.key2, · · · , x.keyx.n, které jsou uloženy v neklesaj́ıćım pǒrad́ı
• x.leaf - booleovská proměnná nabývaj́ıćı hodnotu je true právě když uzel x
je listem stromu

každý vniťrńı uzel x obsahuje nav́ıc x.n+ 1 ukazatel̊u x.c1, x.c2, . . . , x.cx.n+1

kĺıče x.keyi definuj́ı intervaly, z kterých jsou kĺıče uložené v každém
z podstromů; jestliže ki je kĺıč uložený v podstromě s kǒrenem x.ci, tak plat́ı

k1 ≤ x.key1 ≤ k2 ≤ x.key2 ≤ . . . ≤ x.keyx.n ≤ kx.n+1

všechny listy maj́ı stejnou hloubku
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B-stromy

Operace nad B stromem

vytvǒreńı stromu; vyhledáváńı, p̌ridáńı a odstraněńı kĺıče

typické aplikace, které využ́ıvaj́ı B stromy, pracuj́ı s daty uloženými na
exterńım disku

p̌red každou operaćı, která p̌ristupuje k objektu x, se nejďŕıve muśı vykonat
operace Disk Read(x), která zkoṕıruje objekt do operačńı paměti
(za p̌redpokladu, že tam neńı)

symetricky operace Disk Write(x) se použije pro uložeńı všech změn
vykonaných nad objektem x

p̌redpokládáme, že kǒren B stromu je vždy uložený v operačńı paměti a proto
nad kǒrenem vykonáváme pouze operaci Disk Write

asymptotická složitost všech operaćı je úměrná hloubce stromu, tj. O(log n),
kde n je počet kĺıč̊u uložených v stromu

z důvodu optimalizace počtu p̌ŕıstupů na exterńı disk jsou všechny operace
navrženy tak, aby se uzel stromu navšt́ıvil nejvýše jednou, tj. všechny operace
postupuj́ı směrem od kǒrene dol̊u a nikdy se nevracej́ı do již navšt́ıveného uzlu
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B-stromy

Vyhledáváńı

analogicky jako v binárńım vyhledávaćım stromě, vyb́ıráme jednoho
z následńık̊u uzlu

argumentem operace je ukazatel T.root na kǒren stromu a hledaný kĺıč k

jestliže kĺıč k je v B stromě, operace vrát́ı dvojici (y, i), kde y je uzel a i
index takový, že y.keyi = k

v opačném p̌ŕıpadě vrát́ı hodnotu Nil

vyhledáńı kĺıče R

M

N P R VS WB C

Q TD H

F G J K L

X

Y Z

T.root
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B-stromy

Vyhledáváńı

B-Tree Search(x, k)

1 i← 1
2 while i ≤ x.n ∧ x.keyi < k do
3 i← i+ 1 od
4 if i ≤ x.n ∧ x.keyi = k
5 then return (x, i) fi
6 if x.leaf then return Nil
7 else Disk Read(x.ci)
8 return B-Tree Search(x.ci, k) fi

počet Disk Read operaćı je ohraničený hloubkou stromu h

počet opakováńı cyklu 2 - 3 je nejvýše 2t (t je minimálńı stupeň B stromu)

celková složitost je O(th) = O(t logt n)
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B-stromy

Vytvǒreńı prázdného stromu

B-Tree Create(T )

1 x← Allocate Node()
2 x.leaf ← true
3 x.n← 0
4 Disk Write(x)
5 T.root← x

celková složitost O(1)
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B-stromy

Přidáńı kĺıče

podobně jako u BVS hledáme list, do kterého ulož́ıme nový kĺıč

nemůžeme vytvǒrit nový list (jako v BVS), protože by jsme porušili vlastnost
minimálńıho počtu kĺıč̊u v uzlu

kĺıč vlož́ıme do existuj́ıćıho listu

když vložeńım kĺıče dojde k porušeńı vlastnosti maximálńıho počtu kĺıč̊u, tak
list rozděĺıme na dva nové listy

rozděleńım se zvýš́ı počet následńık̊u p̌redchůdce původńıho listu

pokud se t́ım poruš́ı vlastnost maximálńıho počtu následńık̊u, tak muśıme
(rekurzivně) rozdělit i p̌redchůdce

proces rozdělováńı uzl̊u se v nejhořśım p̌ŕıpadě zastav́ı až v kǒreni stromu
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B-stromy

Přidáńı kĺıče B do listu, který neńı plný
minimálny stupeň stromu je 3

G M P X

R S T Y ZA JC KD E N O U V

G M P X

R S T Y ZA JB KC D N O U VE
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B-stromy

Přidáńı kĺıče Q do plného listu
minimálny stupeň stromu je 3

G M P X

R S T Y ZA JB KC D N O U VE

G M P T

Q R S Y ZA JB KC D N OE U V

X
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B-stromy

Rozděleńı uzlu - schéma

minimálny stupeň stromu je 4

· · · N W · · ·

P Q R S T U V

x.
ke
y i

−
1

x.
ke
y i

x

y = x.ci

T1T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

· · · N W · · ·

P Q R T U V

x.
ke
y i

−
1

x.
ke
y i

x

y = x.ci

T1T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

S

z = x.ci+1

x.
ke
y i

+
1

argumentem operace B-Tree Split je

vniťrńı uzel x, který neńı plný

index i takový, že x.ci je plný následńık uzlu x
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B-stromy

Rozděleńı kǒrene - schéma

A D F H L N P

T1T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

T.root

r

H

A D F L N P

T1T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

s

T.root

když poťrebujeme rozdělit kǒren stromu, tak nejďŕıve vytvǒŕıme nový,
prázdný uzel, který se stane novým kǒrenem stromu

rozděleńı kǒrene způsob́ı navýšeńı hloubky stromu o 1
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B-stromy

Rozděleńı uzlu - implementace

B-Tree Split(x, i)

1 z ← Allocate Node()
2 y ← x.ci
3 z.leaf ← y.leaf
4 z.n← t− 1
5 for j = 1 to t− 1 do z.keyj ← y.keyj+t od
6 if ¬y.leaf then for j = 1 to t do z.cj ← y.cj+t od fi
7 y.n← t− 1
8 for j = x.n+ 1 downto i+ 1 do x.cj+1 ← x.cj od
9 x.ci+1 ← z

10 for j = x.n downto i do x.keyj+1 ← x.keyi od
11 x.keyi ← y.keyt
12 x.n← x.n+ 1
13 Disk Write(y)
14 Disk Write(z)
15 Disk Write(x)
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B-stromy

Rozděleńı uzlu - složitost

rozdělujeme uzel y (̌rádek 2)

když y neńı list, tak má p̌red rozděleńım 2t následńık̊u a po rozděleńı počet
jeho následńık̊u klesne na t

z je nový uzel (̌rádek 1) a jeho následńıky tvǒŕı t nejvěťśıch následńık̊u uzlu y

celková složitost je O(t)

počet operaćı Disk Write a Disk Read je O(1)

() 11. dubna 2016 86 / 139



B-stromy

Přidáńı kĺıče - optimalizace
základńı varianta

rozděleńı uzlu způsob́ı navýšeńı počtu následńık̊u p̌redchůdce rozdělovaného
uzlu

pokud se t́ım poruš́ı vlastnost maximálńıho počtu následńık̊u, tak muśıme
(rekurzivně) rozdělit i p̌redchůdce

proces rozdělováńı uzl̊u se v nejhořśım p̌ŕıpadě zastav́ı až v kǒreni stromu

optimalizace

ćılem je realizovat celou operaci p̌ridáńı kĺıče p̌ri jednom pr̊uchodu stromu od
kǒrene k listu (optimalizace počtu p̌ŕıstup̊u na disk!!!)

rozdělováńı může nastat pouze u těch uzl̊u, které jsou plné, tj. obsahuj́ı
maximálńı povolený počet kĺıč̊u (2t− 1)

vždy, když procháźıme p̌res plný uzel, rozděĺıme ho na dva nové uzly a to tak,
že každý ze dvou nových uzl̊u dostane t− 1 kĺıč̊u a jeden kĺıč se p̌resune do
jejich otce

korektnost postupu je garantována, protože p̌redchůdce rozdělovaného uzlu
neńı plný
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B-stromy

Přidáńı kĺıče L - procháźıme p̌res plný uzel
minimálny stupeň stromu je 3

G M P T

Q R S Y ZA JB KC D N OE U V

X

P

Q R S U YV ZA NB OJ K L

T XG M

C D E

Obrázek: Vlož prvok L
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B-stromy

Přidáńı kĺıče - implementace

B-Tree Insert(T, k)

1 r ← T.root
2 if r.n = 2t− 1
3 then s← Allocat Node()
4 T.root← s
5 s.leaf ← false
6 s.n← 0
7 s.c1 ← r
8 B-Tree Split(s, 1)
9 B-Tree Insert Nonfull(s, k)

10 else B-Tree Insert Nonfull(r, k)
11 fi

řádky 3 - 9 řeš́ı plný kǒren stromu

na konci se volá procedura B-Tree Insert Nonfull, která vlož́ı kĺıč do
stromu, jehož kǒren neńı plný
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B-stromy

Přidáńı kĺıče - implementace

B-Tree Insert Nonfull(x, k)

1 i← x.n
2 if x.leaf
3 then while i ≥ 1 ∧ x.keyi > k
4 do x.keyi+1 ← x.keyi
5 i← i− 1 od
6 x.keyi+1 ← k
7 x.n← x.n+ 1
8 Disk Write(x)
9 else while i ≥ 1 ∧ x.keyi > k do i← i− 1 od

10 i← i+ 1
11 Disk Read(x.ci)
12 if x.ci.n = 2t− 1 then B-Tree Split(x, i)
13 if x.keyi < k then i← i+ 1 fi fi
14 B-Tree Insert Nonfull(x.ci, k)
15 fi
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B-stromy

Přidáńı kĺıče - složitost

počet operaćı Disk Write a Disk Read je O(h)
(vždy jenom jedna mezi dvěma voláńımi B-Tree Insert Nonfull)

celková složitost je O(th) = O(t logt n)

procedura B-Tree Insert Nonfull je tail - rekurzivńı, a proto je počet
uzl̊u, které muśı být uloženy v operačńı paměti, konstantńı
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče

odstraněńı prob́ıhá analogicky jako u binárńıho vyhledávaćıho stromu

jestliže se kĺıč určený k odstraněńı nacháźı v listu, odstrańıme ho

jestliže se kĺıč určený k odstraněńı nacháźı v uzlu, který neńı listem,
nahrad́ıme ho jeho následńıkem (resp. p̌redchůdcem) a následńıka odstrańıme
z listu ve kterém se původně nacházel

samotné mazáńı kĺıče se vždy realizuje v listu

operace má stejnou asymptotickou složitost jako u BVS

samotná implementace má ale několik speciálńıch p̌ŕıpadů, protože kĺıč může
být odstraněn z libovolného uzlu

v optimalizované variantě kĺıč odstrańıme p̌ri jednom pr̊uchodu stromem od
kǒrene dol̊u, s možnou výjimkou návratu do uzlu, ve kterém byl původně
uložen odstraňovaný kĺıč
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - základńı varianta

odstraněńı kĺıče k z listu x

1 list x je současně kǒrenem stromu
• kĺıč k odstrańıme

2 list x neńı kǒrenem a obsahuje alespoň t kĺıč̊u
• kĺıč k odstrańıme

3 list x neńı kǒrenem a obsahuje p̌resně t− 1 kĺıč̊u

• vezmi toho bratra y listu x, který má v́ıce kĺıč̊u

• vytvǒr seznam obsahuj́ıćı kĺıče z list̊u x a y a nav́ıc ten kĺıč z otce p listu
x, který tvǒŕı hranici mezi x a y

• délka seznamu je t− 2 (= počet kĺıč̊u v x) + 1 (= kĺıč z otce) + počet
kĺıč̊u v y ≥ t− 2 + 1 + t− 1

• rozlǐsujeme dva p̌ŕıpady podle délky seznamu
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - základńı varianta - délka seznamu

3 A seznam obsahuje alespoň 2t− 1 kĺıč̊u

seznam rozděĺıme na 3 části: Left, Middle a Right, kde Middle je medián
seznamu, Left obsahuje kĺıče menš́ı než medián a Right kĺıče věťśı než medián

kĺıč Middle vrát́ıme do otce p, ze kterého jsme p̌redt́ım odebrali hraničńı kĺıč

kĺıče Left a Right vlož́ıme do dvou uzl̊u x a y

uzly x a y maj́ı alespoň t− 1 kĺıč̊u, počet kĺıč̊u v uzlu p z̊ustal nezměněný,
hotovo

3 B seznam obsahuje právě 2t− 2 kĺıč̊u

uzly x a y nahrad́ıme jediným uzlem obsahuj́ıćım všechny kĺıče seznamu

nový list má povolený počet kĺıč̊u

otec p má počet kĺıč̊u o 1 nižš́ı než původně

v p̌ŕıpadě, že počet kĺıč̊u v uzlu p klesl pod minimálńı hranici t− 1,
opakujeme (rekurzivně) postup pro uzel p
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - základńı varianta

po odstraněńı kĺıče z listu může klesnout počet kĺıč̊u v jeho uzlu pod
minimálńı hranici

muśıme realizovat operace, které obnov́ı platnost podḿınky minimálńıho
počtu kĺıč̊u v uzlu

může nastat situace, když se procháźı strom od kǒrene k listu a potom
zpátky od listu ke kǒreni (nap̌r. když všechny uzly na cestě od kǒrene do listu
obsahuj́ıćıho kĺıč maj́ı stupeň p̌resně t)

podobně jako p̌ri vkládańı kĺıče optimalizujeme proces odstraněńı kĺıče tak,
aby sme minimalizovali počet p̌ŕıstupů na disk
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - optimalizace

postupujeme od kǒrene směrem k listu

vždy, když procháźıme p̌res uzel, který má p̌resně t− 1 kĺıč̊u, tak uděláme
takovou korekci, která zvýš́ı počet kĺıč̊u v uzlu na t

když naraźıme na uzel, ze kterého poťrebujeme odstranit kĺıč, máme garanci,
že jeho otec má alespoň t kĺıč̊u

když odstraněńı kĺıče z uzlu způsob́ı sńıžeńı počtu kĺıč̊u v jeho otci, nevznikne
žádný problém
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B-stromy

Optimálńı odstraněńı kĺıče - pravidla

odstraňujeme kĺıč k

1 když kĺıč k je v listu x, odstraň k z x

2 když kĺıč k je ve vniťrńım uzlu x, tak

a. jestliže syn y, který je p̌red k v x, obsahuje alespoň t kĺıč̊u, tak najdi
v podstromě s kǒrenem y p̌redchůdce k′ kĺıče k; nahrad’ v x kĺıč k kĺıčem
k′; rekurzivně odstraň kĺıč k′

b. jestliže syn y má méně než t kĺıč̊u tak, symetricky, prozkoumej syna z,
který následuje za k v x; v p̌ŕıpadě že z obsahuje alespoň t kĺıč̊u, tak
najdi v podstromě s kǒrenem z následńıka k′ kĺıče k; nahrad’ v x kĺıč k
kĺıčem k′; rekurzivně odstraň kĺıč k′

c. v p̌ŕıpadě, že synové y i z maj́ı jen t− 1 kĺıč̊u, tak do vrcholu y p̌resuň kĺıč
k a všechny kĺıče z vrcholu z; z vrcholu x odstraň k a ukazatel na z; nový
uzel y obsahuje 2t− 1 kĺıč̊u (mezi nimi i kĺıč k); rekurzivně odstraň k z y
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - pravidla, pokračováńı

3 když kĺıč k neńı ve vniťrńım uzlu x , tak urči kǒren x.ci stromu, který muśı
obsahovat k (za p̌redpokladu, že k je v stromě); v p̌ŕıpadě, že uzel x.ci
obsahuje jen t− 1 kĺıč̊u, pokračuj body 3.a. anebo 3.b. které zaruč́ı, že
rekurzivńı voláńı se aplikuje na uzel obsahuj́ıćı alespoň t kĺıč̊u; rekurzivně
odstraň kĺıč k z vhodného následńıka uzlu x

a. v p̌ŕıpadě, že x.ci obsahuje jen t− 1 kĺıč̊u, ale některý z jeho p̌ŕımých
bratr̊u obsahuje alespoň t kĺıč̊u, tak zvyš počet kĺıč̊u v x.ci a to tak, že
p̌resuneš kĺıč z x do x.ci, p̌resuneš kĺıč z bratra x a p̌resuneš p̌ŕıslušný
ukazatel na následńıka z bratra do uzlu x.ci

b. v p̌ŕıpadě, že x.ci i jeho jeho p̌ŕıḿı braťri obsahuj́ı jen t− 1 kĺıč̊u, tak
p̌resuň do x.ci jeden kĺıč z x a všechny kĺıče z jednoho z bratr̊u
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče F – p̌ŕıpad 1
t = 3

P

Q R S U YV ZA NB O

T XC G M

D E J K L

P

Q R S U YV ZA NB O

T XC G M

D E J K L

F
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče M – p̌ŕıpad 2a
t = 3

P

Q R S U YV ZA NB O

T XC G M

D E J K

P

Q R S U YV ZA NB O

T XC G L

D E J K

L
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče G – p̌ŕıpad 2c
t = 3

P

Q R S U YV ZA NB O

T XC G

P

Q R S U YV ZA NB OD E J K

T XC L

L

D E J K
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče B – p̌ŕıpad 3a
t = 3

Q R S U YV ZE J KA NB O

C L P T X

Q R S U YV ZJ KA NC O

E L P T X
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče Z – p̌ŕıpad 3b
t = 3

Q R S U VJ KA NC O

E L P T

X

Q R S U YV ZJ KA NC O

E L P T X

Y
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče D – p̌ŕıpad 3b
t = 3

P

Q R S U YV ZA NB OD E J K

T XC L

Q R S U YV ZE J KA NB O

C L P T X

Q R S U YV ZE J KA NB O

C L P T X
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B-stromy

Odstraněńı kĺıče - složitost

v p̌ŕıpadě, že se odstraňovaný kĺıč nacháźı v listu, procedura procháźı od
kǒrene k listu bez nutnosti návratu

v p̌ŕıpadě, že se kĺıč nacháźı ve vniťrńım uzlu, tak procedura postupuje od
kǒrene k listu s možným návratem do vrcholu, ze kterého byl kĺıč odstraněn a
nahrazen svým p̌redchůdcem anebo následńıkem (p̌ŕıpady 2.a., 2.b.)

mezi dvěma rekurzivńımi voláńım se vykoná nanejvýš jedna operace
Disk Write a jedna operace Disk Read; jejich celkový počet je proto
O(h)

celková složitost je O(th) = O(t logt n)
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B-stromy

B+ stromy

kĺıče jsou uloženy pouze v listech

žretězeńı list̊u zachovává pǒrad́ı kĺıč̊u

vniťrńı uzly B+ stromů indexuj́ı listy

výhody a nevýhody

kĺıč v B stromě se najde p̌red dosažeńım listu

vniťrńı uzly B stromů jsou věťśı, do uzl̊u se proto může uložit méně kĺıč̊u a
strom je hlubš́ı

operace vkládańı a odstraňováńı kĺıče z B stromu jsou komplikovaněǰśı

implementace B stromu je náročněǰśı než implementace B+stromu
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Hašovańı

Datové struktury

1 Vyhledávaćı stromy
Binárńı vyhledávaćı stromy
Intervalové stromy

2 Červeno černé stromy
Červeno černé stromy
Rank prvku

3 B-stromy

4 Hašovańı
Zřetězené hašováńı
Otev̌rená adresace
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Hašovańı

Slovńık

dynamický datový typ pro reprezentaci množiny objekt̊u

podporované operace
Insert(S, x) do množiny S p̌ridá objekt x
Search(S, x) zjist́ı, zda množina S obsahuje objekt x
Delete(S, x) z množiny S odstrańı objekt x

vhodné datové struktury pro implementaci slovńıku

seznam všechny operace maj́ı složitost O(n) (n je mohutnost množiny S)

vyhledávaćı strom se dá použ́ıt za p̌redpokladu, že objekty maj́ı č́ıselný kĺıč, p̌ri
použit́ı vyváženého stromu je složitost operaćı O(log n)

ćıl: složitost všech operaćı

v nejhořśım p̌ŕıpadě Θ(n)

v očekávaném p̌ŕıpadě O(1)
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Hašovańı Př́ımé adresováńı

Př́ımé adresováńı

každý prvek reprezentované množiny prvk̊u má p̌rǐrazen kĺıč vybraný
z univerza U = {0, 1, . . . ,m− 1}
žádné dva prvky nemaj́ı p̌rǐrazený stejný kĺıč

pole T [0 . . .m− 1]

• každý slot (pozice) v T odpov́ıdá jednomu kĺıči z U
• když reprezentovaná množina obsahuje prvek x s kĺıčem k, tak T [k]

obsahuje ukazatel na x
• v opačném p̌ŕıpadě je T [k] prázdné (Nil)

složitost operaćı je konstantńı
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Hašovańı Př́ımé adresováńı

Př́ımé adresováńı - schéma

T

2

8

2 3

5

8

(aktuálńı

(univerzum)

K

U

kĺıče)

1

9
4

0
7

6

5

3

key data

8

9

7

6

5

4

3

2

1

0
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Hašovańı Př́ımé adresováńı

Výhody a nevýhody p̌ŕımého adresováńı

výhody

konstantńı složitost všech operaćı

jednoduchá implementace

nevýhody

v p̌ŕıpadě, že univerzum U je veliké, tak uchováváńı tabulky velikosti univerza
je neefektivńı resp. nemožné

v p̌ŕıpadě, že množina aktuálně uložených kĺıč̊u je malá ve srovnáńı s velikost́ı
univerza, tak věťśı část paměti alokované pro tabulku T je nevyužitá

problém objekt̊u se stejným kĺıčem
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Hašovańı Př́ımé adresováńı

Hašovaćı tabulka

v p̌ŕıpadě, že množina aktuálně uložených kĺıč̊u K je výrazně menš́ı než U ,
využ́ıvá hašovaćı tabulka výrazně méně paměti, než tabulka s p̌ŕımým
p̌ŕıstupem

poťrebný prostor se dá redukovat až na Θ(|K|)
složitost operaćı z̊ustává konstantńı avšak v očekávaném (a ne v nejhořśım)
p̌ŕıpadě

p̌ŕımé adresováńı prvek x s kĺıčem k ulož́ı v tabulce na pozici T [k]
hašováńı prvek x s kĺıčem k ulož́ı v tabulce na pozici T [h(k)]

h je funkce h : U −→ {0, 1, . . . ,m− 1}
h se nazývá hašovaćı funkce
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Hašovańı Př́ımé adresováńı

Hašovaćı tabulka - problémy k řešeńı

1. řešeńı koliźı

kolize ≈ dva anebo v́ıce kĺıč̊u zahašujeme na stejnou pozici
pro x 6= y je h(x) = h(y), x a y maj́ı stejný otisk

žretězené hašováńı (chaining)

otev̌rená adresace (open adressing)

2. výběr hašovaćı funkce

minimalizovat počet koliźı

efektivńı výpočet funkce
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Hašovańı Zřetězené hašováńı

Zřetězené hašováńı

každá položka tabulky obsahuje (ukazatel na) seznam prvk̊u zahašovaných na
stejnou pozici

seznam je prázdný právě když žádný prvek nebyl zahašovaný na danou pozici

vkládáńı prvku x do hašovaćı tabulky T se realizuje jako p̌ridáńı prvku na
začátek seznamu T [h(x.key)]

prvek x vyhledáváme v seznamu T [h(x.key)]

prvek x odstrańıme vymazáńım ze seznamu T [h(x.key)]
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Hašovańı Zřetězené hašováńı

Zřetězené hašováńı - schéma

T

k1

k5

k8

k3

k4

k2

k6

k7

k1
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(univerzum)
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U

kĺıče)
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Hašovańı Zřetězené hašováńı

Zřetězené hašováńı - složitost

složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě

Insert konstantńı (za p̌redpokladu, že vkládaný prvek neńı v tabulce)

Search úměrná délce seznamu; v nejhořśım p̌ŕıpadě Θ(n), kde n je počet prvk̊u
uložených v tabulce

Delete (asymptoticky) stejná jako složitost Search (za p̌redpokladu
dvousměrného seznamu)

složitost v pr̊uměrném p̌ŕıpadě
zálež́ı od výběru hašovaćı funkce
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Hašovańı Zřetězené hašováńı

Zřetězené hašováńı - pr̊uměrná složitost

p̌redpokládáme, že hašovaćı funkce je jednoduchá uniformńı (simple
uniform), tj. že pro každý prvek univerza je pravděpodobnost jeho zahašováńı
na kterýkoliv index tabulky stejná (a nezávislá od toho, kam jsou zahašovány
zbylé prvky univerza)

složitost operaćı se vyjaďruje vzhledem k faktoru naplněńı (load factor)

pro danou tabulku s m pozicemi, ve které je uložených n prvk̊u, definujeme
faktor naplněńı α p̌redpisem α = n/m, tj. pr̊uměrný počet prvk̊u
zahašovaných na stejnou pozici

pro j = 0, 1, . . . ,m− 1 necht’ nj označuje délku seznamu T [j]

pro jednoduchou uniformńı hašovaćı funkci plat́ı, že očekávaná délka
seznamu T [j] je

E[nj ] = α = n/m

p̌redpokládáme, že výpočet hodnoty funkce má konstantńı časovou složitost
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Hašovańı Zřetězené hašováńı

Zřetězené hašováńı - pr̊uměrná složitost

V hašovaćı tabulce, ve které jsou kolize řešeny žretězeńım a ve které se použ́ıvá
jednoduchá uniformńı funkce, má operace neúspěšného vyhledávańı prvku
pr̊uměrnou časovou složitost Θ(1 + α).

V hašovaćı tabulce, ve které jsou kolize řešeny žretězeńım a ve které se použ́ıvá
jednoduchá uniformńı funkce, má operace úspěšného vyhledávańı prvku
pr̊uměrnou časovou složitost Θ(1 + α).

v p̌ŕıpadě, že počet pozic v tabulce je proporcionálńı počtu prvk̊u v tabulce,
n = O(m), plat́ı α = n/m = O(m)/m = O(1)

vyhledávańı prvku má konstantńı pr̊uměrnou složitost

samotné vložeńı prvku a odstraněńı prvku ze seznamu má konstantńı složitost

všechny operace maj́ı za daných p̌redpoklad̊u konstantńı pr̊uměrnou
složitost
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Hašovańı Hašovaćı funkce

Výběr hašovaćı funkce

jak vybrat dobrou hašovaćı funkci?

funkce by měla ḿıt vlastnosti jednoduché uniformńı funkce: každý kĺıč je
zahašován na všechny pozice se stejnou pravděpodobnost́ı

v praxi je těžké ově̌rit podḿınku uniformity, protože nepoznáme rozložeńı
kĺıč̊u (a nav́ıc jsou často na sobě závislé)

v praxi využ́ıváme p̌ri volbě hašovaćı funkce znalosti rozložeńı kĺıč̊u s ćılem,
aby se často společně se vyskytuj́ıćı kĺıče zahašovali na r̊uzné pozice

p̌ŕıklad: když kĺıče jsou vyb́ırány náhodně s uniformńım rozděleńım z intervalu
〈0, 1), tak hašovaćı funkce h(k) = bk ·mc je jednoduchou uniformńı funkćı
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Hašovańı Hašovaćı funkce

Kĺıče jako p̌rirozené č́ısla

věťsina hašovaćıch funkćı je navržená pro univerzum - množinu p̌rirozených
č́ısel N
když kĺıče nejsou p̌rirozená č́ısla, můžeme je interpretovat jako p̌rirozená č́ısla
použit́ım vhodného kódováńı

p̌ŕıklad

• znakový řetězec interpretujeme jako č́ıslo (ve vhodně zvolené č́ıselné soustavě)

• řetězec CLRS

• ASCII hodnoty: C = 67, L = 76, R = 82, S = 83

• máme 128 ASCI hodnot, voĺıme proto č́ıselnou soustavu se základem 128

• CLRS interpretujeme jako (67 · 1283) + (76 · 1282) + (82 · 1281) + (83 · 1280)
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Hašovańı Hašovaćı funkce

Hašovaćı funkce - metoda děleńı

h(k) = k mod m

p̌ŕıklad m = 20, k = 91 =⇒ h(k) = 11

výhody rychlost

nevýhody špatné chováńı pro některé m

• pro m = 2p je hodnota h(k) vždy p nejpravěǰśıch bit̊u z k
• když k je znakový řetězec interpretovaný p̌ri základě 2p, tak hodnota
m = 2p − 1 neńı vhodná, protože po permutaci řetězce se hodnota hašovaćı
funkce nezměńı
• dobrou volbou pro m je prvoč́ıslo
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Hašovańı Hašovaćı funkce

Hašovaćı funkce - metoda binárńıho násobeńı

p̌redpoklad: univerzum je U množina binárńıch č́ısel délky w

p̌redpoklad: velikost m tabulky je mocninou dvojky, m = 2p

ćılem je zahašovat w-bitové č́ısla na p-bitové č́ısla

zvoĺıme libovolnou konstantu A, 0 < A < 1

hA(k) = bm (k A mod 1)c

postup výpočtu

1 vynásob kĺıč k konstantou A a ze součinu vezmi desetinnou část

2 výsledek vynásob č́ıslem m a ze součinu vezmi celou část
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Hašovańı Hašovaćı funkce

hA(k) = bm (k A mod 1)c

zvoĺıme A tvaru s/2w

vynásob́ıme č́ısla k a s
výsledkem násobeńı je 2w bitové č́ıslo, kde r1 je celoč́ıselná část součinu kA
a r0 je desetinná část součinu (viz obrázek)
pro daľśı výpočet poťrebujeme pouze r0
poťrebujeme celou část součinu č́ısel r0 a m
vzhledem k tomu, že m = 2p, násobeńı znamená posun o p bit̊u doleva
ve skutečnosti nemuśıme v̊ubec násobit a stač́ı vźıt p nejvýznamněǰśıch bit̊u
č́ısla r0

w bit̊u

k

s = A.2w

r0
vezmi p nejlevěǰśıch bit̊u

hA(k)

x

,r1
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Hašovańı Hašovaćı funkce

Metoda binárńıho násobeńı - p̌ŕıklad
w = 5,m = 8, w = 3, tj. hašujeme 5 bitové č́ısla, velikost tabulky je 8 = 23 a
chceme hašovat na 3 bitové č́ısla

hašujeme kĺıč k = 21

vyb́ıráme konstantu A tvaru s/2w a takovou, aby 0 < A < 1 – proto muśı
platit 0 < s < 25, vybereme s = 13 =⇒ A = 13/32

výpočet hA(k) podle vzorce hA(k) = bm (k A mod 1)c
• kA = 21 · 13/32 = 817

32
• kA mod 1 = 17/32
• m(kA mod 1) = 8 · 17/32 = 41

4
• bm(kA mod 1)c = 4 = hA(k)

implementace

• ks = 21 · 13 = 273 = 8 · 25 + 17
• r1 = 8, r0 = 17; bitový zápis r0 je 10001
• vezmeme p = 3 nejvýznamněǰśı bity r0, tj. 100 (4 v deśıtkové soustavě)
• hA(k) = 4
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Hašovańı Univerzálńı hašováńı

Univerzálńı hašováńı

scéná̌r ani nejlepš́ı hašovaćı funkce negarantuje dobré chováńı hašováńı v p̌ŕıpadě,
že kĺıče určené k zahašováńı jsou vybrány t́ım nejhořśım možným způsobem
(můžeme si p̌redstavit útočńıka, který pozná náš hašovaćı program a hašovaćı
funkci a na základě toho dokáže vybrat takové kĺıče, které se zahašuj́ı na
stejnou pozici, viz analogii s výběrem pivota pro Quicksort)

řešeńı p̌ri každém použit́ı hašovaćıho programu vybereme náhodně jinou hašovaćı
funkci
(když útočńık nev́ı, jaká hašovaćı funkce bude vybrána, nemůže záměrně
vyb́ırat vstupy, které povedou k špatnému chováńı)

výběr funkce samotný fakt náhodného výběru funkce ještě negarantuje efektivitu
hašováńı; je poťrebné vyb́ırat z vhodných kandidát̊u
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Hašovańı Univerzálńı hašováńı

Univerzálńı hašováńı

Definice 4

Necht’ H je konečná množina hašovaćıch funkćı, které mapuj́ı univerzum kĺıč̊u U
na m pozic. H je univerzálńı množinou hašovaćıch funkćı právě když pro
každou dvojici kĺıč̊u k, l ∈ U , k 6= l, je počet hašovaćıch funkćı h ∈ H, pro které
h(k) = h(l), nejvýše |H|/m.

Věta 5

Předpokládejme, že hašovaćı funkce, náhodně vybraná z univerzálńı množiny
hašovaćıch funkćı, je použita pro zahašováńı n kĺıč̊u do tabulky s m pozicemi. Pak
pro kĺıč k plat́ı, že když

• k neńı v tabulce, tak očekávaná délka seznamu, do kterého se zahašuje k, je
nejvýše α = n/m

• k je v tabulce, tak očekávaná délka seznamu, který obsahuje k, je nejvýše
≤ 1 + α.
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Hašovańı Univerzálńı hašováńı

Univerzálńı hašováńı - složitost

Důsledek 6

Libovolná posloupnost n operaćı Insert, Search a Delete, z nichž nejvýše
O(m) operaćı je typu Insert, má očekávanou časovou složitost Θ(n) za
p̌redpokladu použit́ı žretězeného hašováńı, univerzálńı množiny hašovaćıch funkćı
a tabulky s m pozicemi.

Důsledek 7

Použit́ım univerzálńıho hašováńı a řešeńı koliźı řetězeńım v tabulce s m pozicemi
zabere očekávaný čas Θ(n) jakákoliv posloupnost n operaćı Insert, Search a
Delete, která obsahuje O(m) operaćı Insert.
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Hašovańı Univerzálńı hašováńı

Konstrukce univerzálńı množiny hašovaćıch funkćı

p̌ŕıklad univerzálńıho hašováńı

zvoĺıme prvoč́ıslo p takové, že žádný kĺıč neńı věťśı než p

pro libovolná č́ısla a ∈ {1, 2, . . . p− 1} a b ∈ {0, 1, . . . p− 1} definujeme
hašovaćı funkci p̌redpisem

hab(k) = ((ak + b) mod p) mod m)

množina funkćı

Hpm = {hab|a ∈ {1, 2, . . . p− 1}, b ∈ {0, 1, . . . p− 1}

je univerzálńı množinou hašovaćıch funkćı

výběr prvoč́ısla umožňuje efektivńı implementaci operaćı mod

p̌resné d̊ukazy tvrzeńı jako i daľśı podrobnosti týkaj́ıćı se univerzálńıho hašovańı
jsou v literatǔre, nap̌r. v monografii T. Cormen, Ch. Leiserson, R. Rivest, C. Stein:
Introduction to Algorithms. Third Edition. MIT Press, 2009
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace

všechny kĺıče ukládáme p̌ŕımo do tabulky, počet kĺıč̊u nemůže p̌resáhnout
velikost tabulky

p̌ri vyhledáváńı se systematicky zkoumaj́ı pozice tabulky, dokud neńı nalezen
hledaný kĺıč nebo neńı jasné, že v tabulce neńı

nepoťrebujeme seznamy a ukazatele, ḿısto nich se poč́ıtá sekvence pozic
v tabulce, které maj́ı být prozkoumány (tzv. sondováńı)
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace - vyhledáváńı

hašovaćı funkce je typu h : U × {0, 1, . . . ,m− 1} → {0, 1, . . . ,m− 1}

pro každý kĺıč poťrebujeme posloupnost 〈h(k, 0), h(k, 1), . . . h(k,m− 1)〉,
která je permutaćı posloupnosti 〈0, 1, . . . ,m− 1〉

každá pozice tabulky obsahuje bud’ kĺıč, anebo hodnotu Nil

p̌ri hledáńı kĺıče k

• proměnná i je rovna pǒradovému č́ıslu testu, iniciálńı hodnota i je 0
• vypoč́ıtáme hodnotu h(k, i) a testujeme obsah pozice h(k, i)
• když pozice h(k, i) obsahuje kĺıč k, vyhledáváńı je úspěšné
• když pozice h(k, i) obsahuje hodnotu Nil, vyhledáváńı je neúspěšné

(tabulka neobsahuje kĺıč k)
• když pozice h(k, i) obsahuje neprázdnou hodnotu r̊uznou od k, tak

zvýš́ıme pǒradové č́ıslo testu a vypoč́ıtáme novou pozici v tabulce jako
funkci k a pǒradového č́ısla testu a kĺıč hledáme pomoćı této nové
hašovaćı funkce
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Otev̌rená adresace - vkládáńı

analogicky jako p̌ri vyhledáváńı najdeme volnou pozici v tabulce

vkládáńı skonč́ı úspěchem když je nalezena volná pozice, na kterou se kĺıč
vlož́ı

když počet test̊u dosáhne m, tak vkládáńı konč́ı neúspěchem
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Otev̌rená adresace - odstraněńı kĺıče

vyhledáme kĺıč k v tabulce, necht’ se nalézá na pozici j

může nastat situace, že po odstraněńı kĺıče k budeme v tabulce vyhledávat
kĺıč k′, který je v tabulce uložen) a v pr̊uběhu jeho vyhledáváńı budeme
zkoumat i pozici j

když by jsme na pozici j vložili hodnotu Nil, tak by jsme p̌ri následném
vyhledáváńı kĺıče k′ dostali nesprávný výsledek

řešeńı

ḿısto hodnoty Nil použijeme speciálńı hodnotu Deleted

operace Insert považuje pozici s hodnotou Deleted za prázdnou

operace Search považuje pozici s hodnotou Deleted za obsazenou, ale
obsahuj́ıćı jinou hodnotu než hledaný kĺıč
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace - výpočet sekvence sond

nejčastěji se použ́ıvaj́ı k výpočtu sekvence sond ťri techniky

lineárńı adresace (linear probing)

kvadratická adresace (quadratic probing

dvojité hašováńı (double hashing)
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Otev̌rená adresace - lineárńı

využ́ıvá pomocnou hašovaćı funkci h′ : U −→ {0, 1, . . . ,m− 1}

h(k, i) = (h′(k) + i) mod m

pro daný kĺıč je nejďŕıve prozkoumána pozice T [h′(k)], pak pozice
T [h′(k) + 1], . . ., T [m− 1] a pak zase od T [0] až k T [h′(k)− 1]

problémem je tzv. primárńı shlukováńı, které může výrazně zvýšit složitost
operaćı
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Otev̌rená adresace - kvadratická

využ́ıvá pomocnou hašovaćı funkci h′ : U −→ {0, 1, . . . ,m− 1} a pomocné
konstanty c1, c2 6= 0

h(k, i) = (h′(k) + c1i+ c2i
2) mod m

pro daný kĺıč je nejďŕıve prozkoumána pozice T [h′(k)], dále pak pozice
posunuta o offset závislý kvadratickým způsobem na pǒrad́ı sondy

kvadratická adresace je obvykle lepš́ı než lineárńı

problémem je vhodný výběr konstant c1 a c2 a velikosti tabulky m

když dva kĺıče jsou primárně zahašovány na stejnou pozici protože
h′(k1) = h′(k2), tak maj́ı stejnou celou posloupnost sond - tzv. sekundárńı
shlukováńı
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Otev̌rená adresace - dvojité hašováńı

využ́ıvá dvě pomocné hašovaćı funkce h1, h2

h(k, i) = (h1(k) + ih2(k)) mod m

pro daný kĺıč je nejďŕıve prozkoumána pozice T [h1(k)], následuj́ıćı pozice je
posunuta o offset h2(k) mod m

hodnota h2(k) muśı být nesoudělná s velikost́ı hašovaćı tabulky m, aby byla
prohledána celá tabulka

vhodnou volbou je vźıt m jako mocninu 2 a navrhnout h2 tak, že výsledkem
bude vždy liché č́ıslo, nebo

zvolit m jako prvoč́ıslo a navrhnout h2 tak, že výsledkem bude vždy kladné
č́ıslo < m

dvojité hašováńı je lepš́ı než kvadratické, protože generuje Θ(m2)
posloupnost́ı sond ḿısto Θ(m) jako kvadratická adresace
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Hašovańı Otev̌rená adresace

Otev̌rená adresace - složitost

Věta 8

Pro hašovaćı tabulku s otev̌renou adresaci s faktorem naplněńı α = n/m < 1 je
očekávaný počet sond p̌ri neúspěšném hledáńı nejvýše 1/(1− α) a to za
p̌redpokladu uniformńıho hašováńı.

Věta 9

Pro hašovaćı tabulku s otev̌renou adresaci s faktorem naplněńı α = n/m < 1 je
očekávaný počet sond p̌ri úspěšném hledáńı nejvýše 1

α ln 1
1−α a to za p̌redpokladu

uniformńıho hašováńı.

uniformńı hašováńı je takové, že každý kĺıč má jako posloupnost sond se stejnou
pravděpodobnost́ı libovolnou z m! permutaćı 〈0, 1, . . . ,m− 1〉
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Hašovańı Kukačč́ı hašováńı

Kukačč́ı hašováńı (Cuckoo hashing)

pro hašováńı se použ́ıvaj́ı dvě tabulky velkosti m a dvě hašovaćı funkce
h1, h2 : U −→ {0, 1, . . .m− 1}
každý kĺıč k je zahašovaný bud’ na pozici h1(k) v prvńı tabulce, anebo na
pozici h2(k) v druhé tabulce

hledáńı kĺıče má konstantńı složitost, protože stač́ı otestovat dvě pozice

odstraněńı kĺıče má konstantńı složitost, analogicky jako jeho hledáńı

p̌ri vkládáńı nového kĺıče k se použije hladová strategie: nejďŕıve se
pokuśıme vložit kĺıč k na pozici h1(k)

když je pozice h1(k)obsazena, tak kĺıč y uložený na pozici h1(k) p̌resuneme
do druhé tabulky na jeho alternativńı pozici h2(y)

proces opakujeme a p̌reṕınáme se mezi tabulkami dokud nenajdeme volnou
pozici, anebo se proces zacykĺı

R. Pagh, F. Rodler: Cuckoo hashing. Journal of Algorithms 51 (2004) 122 - 144
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Hašovańı Dokonalé hašováńı

Dokonalé hašováńı (Perfect hashing)

hašováńı, které má konstantńı složitost i v nejhořśım p̌ŕıpadě

p̌redpokladem je statická množina kĺıč̊u

využ́ıvá dvě úrovně hašováńı

prvńı úroveň
v podstatě stejná, jako žretězené hašováńı

druhá úroveň

ḿısto seznamů použijeme sekundárńı hašovaćı tabulky Sj s asociovanou
hašovaćı funkćı hj , p̌ričemž vhodným výběrem můžeme zajistit, aby na druhé
úrovni nebyly žádné kolize

velikost mj tabulky Sj je kvadratická v̊uči počtu kĺıč̊u zahašovaných na
pozici j

hašovaćı funkce na prvńı úrovni se vyb́ırá z univerzálńı množiny hašovaćıch
funkćı Hpm, na druhé úrovni z univerzálńı množiny Hpmj
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