Priizkum grafti a grafovd souvislost

Prazkum grafii a grafova souvislost
m Prizkum do Sitky
m Prizkum do hloubky
m Topologické usporadani
m Silné souvislé komponenty



Priizkum grafti a grafovd souvislost

Graf a jeho reprezentace

m graf G = (V,E)
e orientovany / neorientovany
e ohodnocené hrany / vrcholy
e jednoduché / ndsobné hrany

B reprezentace grafi
e seznam nasledniki
e inciden¢ni matice

m sloZitost grafovych algoritmii je funkci po&tu vrchold a hran
m pouZivame zjednodu3enou notaci, napt. O(V + E)
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Incidenéni matice
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matice A = (a;;) rozm&ri |V| x |V, kde
1 pokud (i,j) € E
Qi = ..
0 jinak

prostorovd sloZitost: ©(V?)
vhodné pro husté grafy
tasovd sloZitost vypisu viech sousedd vrcholu u je ©(V)

Casovd sloZitost ovéfeni zda (u,v) € E je O(1)
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Seznam nasledniku

m pole Adj velikosti |V/|
m prostorova sloZitost: O(V + E)
m vhodné pro ¥idké grafy

m Casovd sloZitost vypisu viech sousedl vrcholu u je O(deg(u))
(deg(u) je stupefi vrcholu w)

m Casovd sloZitost ovéfeni zda (u,v) € E je O(deg(u))

varianta pouZit misto pole haSovaci tabulku, zfetézené hasovani nahradit
otevfenou adresaci
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Srovnani

incidenénf{ seznam hasovaci
matice naslednikd tabulka
test {u,v} € F o) o) o)
test (u,v) € E O(1) o) o)
seznam sousedt vrcholu v ow) O(1+deg(v)) | O(1 +deg(v))
seznam hran O(V?) O(V+E) O(V+E)
ptidani hrany o) o@1) o@1)*
odstran&ni hrany o) o) Oo(1)*

*

olekdvand sloZitost



Prizkum grafu

Everything on earth can be found, if only you do not let yourself be put off
searching. Philemon of Syracuse (ca. 360 BC-264 BC)

m pro dany graf G a vrchol s grafu je cilem
e navitivit vdechny vrcholy grafu dosaZitelné z vrcholu s, resp.
e navstivit vdechny vrcholy grafu

m prizkum realizovat maximdlné efektivng, tj. se sloZitosti O(V + E)
(vyhnout se opakovanym ndvstévam )

® jaké dalsi informace o grafu zjistime v prib&hu prizkumu???
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Prizkum grafu do Sitky vs do hloubky

Theseus si pred bludistém uvaZe jeden konec nité& na strom a vsoupi dovnitF.

V prvnim vrcholu (k¥iZovatce) si vybere jednu moZnou cestu / hranu a projde po
ni do dalsiho vrcholu. Aby Theseus nemél zmatek v tom, které hrany uZ prosel,
tak si vSechny hrany, které prochazi oznaluje kFidou — a to na obou koncich.

V kaZdém vrcholu, do kterého Theseus dorazi, provede nasledujici:

m Pokud na zemi najde poloZenou nit, tak vi, Ze uZ ve vrcholu byl a Ze se do
né&j p¥i namotavani nité zase vrati. OdloZi tedy dalsi prozkoumavani tohoto
vrcholu na pozdé&ji, provede Eelem vzad a zaéne namotdvat nit na klubko. To
ho dovede zpatky do predchoziho vrcholu.

m Pokud na zemi ¥3dnou nit nenajde, tak se vydd prvni moZnou nepro$lou
hranou. Pokud by takova hrana neexistovala, tak je vrchol zcela prozkouman.
V tom piipadé Theseus neztrici ¢as a zatne namotavat nit na klubko. Tim se
dostane zpatky do pFedchoziho vrcholu.

Timto postupem prozkoumd celé bludisté a nakonec se vrati do vychoziho
vrcholu!

1 Jakub Cerny: Zakladni grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka
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Priizkum grafti a grafovd souvislost

Prizkum grafu do Sitky vs do hloubky

implementace
kfida proménna oznalujici jestli jsme hranu prosli

klubko poloZena nit vyznatuje cestu z vychoziho do aktuélniho vrcholu, cestu si
pamatujeme jako posloupnost vrcholl na této cesté. Pro uloZeni cesty
pouZijeme zdsobnik. Odmotadvani nité odpovida pfidani vrcholu do zdsobnika.
Namotdvani nité p¥i ndvratu zpét odpovida odebrani vrcholu ze zasobniku.



AU ICER
Prizkum grafu do Sitky vs do hloubky

Tento priichod (prohledani grafu) si miZeme pFedstavit tak, Ze se do vychoziho
vrcholu postavi miliarda Citiand a vSichni nardz zagnou prohleddvat graf. Kdy# se
cesta rozdéli, tak se rozdéli i dav Fitici se hranou. PFedpokladame, Ze vSechny
hrany jsou stejné dlouhé. Graf prozkoumdvame ,,po vindch"”. V prvni viné se
vsichni Citiané dostanou do vrcholi, dokterych vede z vychoziho vrcholu hrana.

V druhé viné se dostanou do vrcholii, které jsou ve vzdalenosti 2 od vychoziho
vrcholu. Podobné& v k-té vin& se vsichni Citiané dostanou do vrcholii ve vzdalenosti
k od vychoziho vrcholu. Kviili témto vinam se nékdy priichodu do Sitky Fika

algoritmus viny. 2

implementace

V potitadi viny nasimulujeme tak, Ze p¥i vstupu do nového vrcholu uloZime
v8echny mozné cesty do fronty. Frontu priib&zné zpracovdvame.

2 Jakub Cerny: Zakladni grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka
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Prizkum grafu do Sitky a do hloubky

prizkum grafu do Sitky vs do hloubky se li$i pouze pouZitim fronty a zasobniku

NE



Prizkum do Sifky - strategie

cilem je prozkoumat vSechny vrcholy dosaZitelné z daného inicidlniho vrcholu s

postupujeme od inicidlniho vrcholu s po vrstvach
nejd¥ive prozkoumame viechny vrcholy dosaZitelné z s po 1 hran&
pak v8echny vrcholy dosaZitelné po 2 hranach, po 3 hrandch atd.

pro manipulaci s vrcholy pouZivdme prioritni frontu @

v € @ pravé kdy? byl dosaZen (objeven) ale jest& nebyl prozkouman
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Prizkum do Sirky - priklad
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Prizkum do Sifky - atributy vrcholu

v.color

m v prib&hu vypottu je vrchol postupn& objeven (je zafazen do fronty) a
prozkoumdn (vZechny sousedici vrcholy jsou objeveny)

m vrchol ma €ernou barvu pravé kdyz je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu a byl
JiZ prozkouman

m vrchol ma Sedivou barvu pravé kdyZ je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu, byl
JiZ objeven, ale nebyl jest& prozkouman

m vrchol ma bilou barvu pravé kdyZ neni dosaZitelny z inicidlniho vrcholu
anebo jesté nebyl objeven

V.

m vrchol, ze kterého byl v objeven

v.d

m délka (pocet hran) cesty z s do v, na které byl v objeven
(= délka nejkratsi cesty z s do v )
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Prizkum do Sifky - implementace

BFS(G, s)

1 foreach v € V'\ {s}

2 do u.color < white; wu.d < oo; u.w < Nil od
3 s.color < gray; s.d< 0; s.m< Nil

4+ Q0

5 Enqueue(Q, s)

¢ while Q # 0 do

7 u + Dequeue(Q)

8 foreach v € Adj[u] do

9 if v.color = white
10 then v.color < gray
11 v.d < u.d+1
12 VT U
13 Enqueue(Q,v) fi
14 u.color < black od
15 od
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A oSy
BFS - kompaktni verze

BFS(G, s)

1 foreach v € V' \ {s}
2 do u.d <+ oo od
3 s.d<+ 0

4 Q<0

5 Enqueue(Q, s)

¢ while Q # 0 do

7 u < Dequeue(Q)

8 foreach v € Adj[u] do

9 if v.d = 00
10 then v.d < u.d +1
11 Enqueue(Q,v) fi
12 od
13 od
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BFS - slozitost

m operace vloZeni a odstran&ni vrcholu z fronty maji konstantni sloZitost, kazdy
vrchol je ve front& maximalng jednou; celkové O(V)

m seznam naslednik( kaZdého vrcholu se prochazi maximalné jednou; prizkum
hrany ma konstantni sloZitost; celkové O(E)

® inicializace m3 sloZitost © (V')
m celkovs sloZitost BFS je O(V + E)
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BFS a nejkrats$i cesty v neohodnoceném grafu

Nejkratsi cesta v nehohodnoceném grafu

Délka nejkratsi cesty z s do v, zna&ime d(s, v), je definovdna jako minimalni pocet
hran na cesté z s do v. KdyZ neexistuje 24dnd cesta z s do v, tak d(s,v) = .

Nejkratsi cestou z s do v je kazdd cesta z s do v kterd ma d(s,v) hran.
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BFS a nejkratsi cesty v neohodnoceném grafu

Véta 1

Necht G = (V, E) je graf a s € V jeho vrchol, na které aplikujeme algoritmus
BFES. Pak po ukon&eni vypoltu pro kaZdy vrchol v € V' plati

v.d = 0(s,v)

dokaZeme indukci podle hodnoty v.d
vrchol s ma v.s = 0 a nejkratsi cesta z s do s ma nula hran

predpokladejme, Ze pro v8echny vrcholy s hodnotou v.d < k je v.d délka
nejkratsi cesty do v

potfebujeme ukazat indukéni krok a to je, Ze kaZdy vrchol v s v.d =k + 1
leZi ve vzdalenosti kK + 1 od s
B pokud ne, tak existuje krat3i cesta z s do v a necht (w,v) je posledni
hrana na tého cesté
Hwd<k
B potom se ale mé&l algoritmus p¥i zpracovavani vrcholu w podivat na hranu
(w,v) a nastavit hodnotu v.d na w.d + 1
B wd+1<k—+1, spor
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BFS strom a nejkrats$i cesty

m algoritmus BF'S definuje ptes atributy 7 graf pfedchidci
m formaln&: pro graf G = (V, E) a inicidlni vrchol s je graf p¥edchidci
Gr = (Vr, E;) definovany predpisem
Ve={veV|vr#Nil}U{s}
E, ={(v.m,v)|veV:\{s}}
m graf pfedchidcl se nazyva BFS strom

m BFS strom je kostrou grafu

m pro kazdy vrchol v € V. obsahuje BFS strom jedinou cestu z s do v, kterd je
soucasné nejkratsi cestou z s do v

N N

graf a jeho dva riizné BFS stromy
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BFS a graf s ohodnocenymi hranami

namisto fronty pouZijeme prioritni frontu

do fronty vkladame dvojici (vrchol; délka hrany, po které by objeven)
prioritou je délka hrany

z fronty vybirdme vzdy nejkratsi hranu

BFS strom je nejlevnéjsi kostrou grafu

Prim{v algoritmus

vrcholu ve front& aktualizujeme hodnotu v.d pokazdé, kdyZ je po n&jaké
hran& objeven
prioritou je hodnota v.d

vy

BFS strom je strom nejkratSich cest z s do ostatnich vrcholi grafu
Dijkstrav algoritmus

podrobnosti o obou algoritmech pozdé&ji



Aplikace a algoritmy vyuzivajici BFS

Peer to Peer Networks

Crawlers in Search Engines

Social Networking Websites - hleddni osob ve vzddlenosti nejvice k
GPS navigalni systémy

broadcasting

garbage collection

Fordiiv Fulkersonlv algoritmus pro hledani maximalniho toku v siti

testovani bipartitnosti



iR Gy
Bipartitni grafy

Definice 2

Neorientovany graf se nazyva bipartitni pravé kdyZ se jeho mnoZina vrcholi da
rozdélit na dvé disjunktni mnoZiny tak, Ze Zadné dva vrcholy pat¥ici do stejné
mnoZiny nejsou spojeny hranou.

alternativni formulace: vrcholy grafu je mozné obarvit dv€ma riznymi barvami tak,
Ze kaZzdé dva vrcholy spojené hranou maji rliznou barvu

aplikace: vytvareni dvojic, rozvrhu, ...

2. kvétna 2016 22 / 80



Priizkum grafti a grafovd souvislost Bipartitni grafy

Testovani bipartitnosti vyuzitim BFS

Bipartitni graf neobsahuje cyklus liché délky.

m zvolime libovolny vrchol grafu jako inicidlni vrchol s

m BFS priizkum z vrcholu s definuje vrstvy Lo, Ly, Lo, . ..

m do vrstvy L, patfi vrcholy, jejichZ vzdélenost od s je i (t.j. v.d = 1)

Zzadné dva vrcholy patfici do stejné vrstvy nejsou spojeny hranou

m obarven{ vrcholi je uréené vrstvami: vrcholy jejichZ vzdalenost od s je suda
(licha) maji modrou (Eervenou) barvu

m korektnost obarveni plyne z pfedpokladu o neexistenci hrany mezi vrcholy ze
stejné vrstvy

existuji dva vrcholy spojeny hranou a patfici do stejné vrstvy
m necht w,v jsou vrcholy takové, %e u,v € L; a {u,v} € E
m necht y je nejmensi spolegny predchiidce vrcholii w a v v BFS stromu
B cesta z y do u, hrana {u,v} a cesta z v do y tvofi cyklus, jehoz délka je licha
(protoZe cesta z y do u a cesta z v do y maji stejnou délku)
m graf nenfi bipartitni
2. kvétna 2016 23 / 80
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Prizkum grafu do hloubky- motivace

(2]

pofadi, v némZ BFS zkoumd vrcholy, netvoFi souvislou cestu v grafu
0




Formulace problému

m priizkum do $itky a stejn& tak i priizkum do hloubky je moZné pouZit bud
k prozkoumani té &asti grafu, ktera je dosaZitelnd z inicidlniho vrcholu, anebo
k prozkoumani celého grafu

m prizkum se d3 aplikovat na orientované i neorientované grafy

m prezentace prizkumu do hloubky pfedpoklada, Ze
e vstupem je orientovany graf a
e cilem je prozkoumat cely graf



itzkinldo/houbly
Prizkum do hloubky - strategie

® na zalatku vypoctu a vzdy po dokonéeni priizkumu vybereme jeden z dosud
neprozkoumanych vrcholil a zvolime ho za novy inicialni vrchol

m oznac inicidlni vrchol jako objeveny

m vyber neprozkoumanou hranu (u,v), kterd vychdzi z naposledy objeveného
vrcholu u, a kdyZ jeji koncovy vrchol v jesté nebyl prozkouman, tak ho oznac
jako objeveny

m kdyZ vSechny hrany vychazejici z naposledy objeveného vrcholu u byly
prozkoumdny, tak ukon&i priizkum vrcholu u a pokraéuj vrcholem, ze kterého
byl vrchol u objeven

m prizkum kondi kdyZ jsou prozkoumany vsechny vrcholy dosaZitelné
z inicidlniho vrcholu

® pro manipulaci s vrcholy pouZivdme zdsobnik
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Prizkum grafu do hloubky - pf¥iklad

21,24

22,23
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Prizkum do hloubky - atributy vrcholu
v.color
m vrchol ma €ernou barvu pravé kdy? je dosazitelny z inicidlniho vrcholu a byl
JiZz prozkouman, tj. byly prozkoumany v8echny hrany vychazejici z vrcholu
m vrchol ma Sedivou barvu pravé kdyZ je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu, byl
JjiZ objeven, ale nebyl jest& prozkouman
m vrchol ma bilou barvu pravé kdyZ neni dosaZitelny z inicidlniho vrcholu
anebo jesté nebyl objeven

v. T

m vrchol, ze kterého byl v objeven

v.d

m Casovd znalka, kterd zaznamendva &as prvni ndvstévy vrcholu
(discovery time)

m Casova znacka, kterda zaznamendva €as ukoneni priizkumu vrcholu
(finishing time)
2. kvétna 2016 28/ 80
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Prizkum do hloubky - implementace
DFS(G)

1 foreach u € V do u.color < white; wu.w <+ Nil od
2 time < 0

s foreach v € V do

4 if u.color = white then DFS_VIsIT(G,u) fi od

DFS_Visit(G, u)

1 time < time + 1
u.d < time
u.color < gray
foreach v € Adj[u] do
if v.color = white then v. < u
DrFs_ViIsiT(G,v) fi od
u.color < black
time < time + 1
u.f < time

© 0 XD A e
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..
DFS - slozitost

m oba cykly v DFS maji sloZitost (V)

B DFS_VISIT se pro kazdy vrchol grafu vold jednou, protoZe bezprostfedné po
zavolani dostavé vrchol Sedivou barvu

m kazda hrana se v cyklu procedury DF'S_VISIT prozkouma pravé jednou;
ostatni operace maji konstantni sloZitost

m celkovd sloZitost DFS je O(V + E)
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Prizkum do hloubky - iterativni implementace

DFS_lterative_Visit(G, u)

18«0

2 S.push(u)

38 time < time + 1; u.d < time
4 u.color < gray

5 while S # () do

6
7
8
9

10

11

12

13

14

u + S.pop()
if existuje hrana (u,v) takovd, ze v.color = white
then S.push(u)
S.push(v)
v.color < gray
VT 4 U
time < time + 1; v.d < time
else u.color < black
time < time + 1; u.f < time fi od

% loiiite 2010
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DFS strom

m analogicky jako u BFS definuji atributy .7 graf pfedchiidci

m protoZe prohledavame cely graf, ktery nemusi byt nutn& souvisly, graf
pfedchiidch je DFS les, ktery se skldda z DFS stromi

m G,=(V,E;)

E.={(vm,v)|veVavm+#Nil}
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DFS - vlastnosti ¢asovych znacek

Casové znacky, které DFS pfifadi vrcholim grafu, obsahuji informace o struktute
grafu a DFS stromi

m pro kazdy vrchol u plati u.d < u.f

m s kazdym vrcholem u je asociovany interval [u.d, u. f]

Casové znacky uréuji usporadani vrcholl

preoder uspofadani podle znatky .d (discovery time) v rostoucim poradf
postorder uspotadani podle znatky .f (finishing time) v rostoucim potadi
reverse postorder uspo¥adani podle znakky .f (finishing time) v klesajicim potadi



DFS - vlastnosti ¢asovych znacek

podminky spravného uzavorkovani
pro kaZdé dva vrcholy u, v plati pravé jedna z podminek

m intervaly [u.d,u.f] a [v.d,v.f] jsou disjunktni
u neni naslednikem v v DFS stromu a symetricky
v neni naslednikem u v DFS stromu

m interval [u.d, u.f] je cely obsaZen v intervalu [v.d, v. f]
u je naslednikem v v DFS stromu

m interval [v.d, v.f] je cely obsaZen v intervalu [u.d, u. f]
v je naslednikem u v DFS stromu
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DFS - vlastnosti ¢asovych znacek

m vrchol v je dosaZitelny z vrcholu u v DFS stromu grafu G pravé kdyz

ud <vd<v.f<u.f

m vlastnost bilé cesty
v DFS stromu grafu G je vrchol v naslednikem vrcholu u pravé kdyZ v &ase
u.d existuje cesta z u do v obsahujici jenom bilé vrcholy
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DFS - klasifikace hran

stromova hrana (tree edge) je hrana (u,v) obsaZend v DFS lese
p¥i prizkumu hrany je vrchol v bily
ud <vd<v.f<u.f

zpétna hrana (back edge) je hrana (u,v) kterd spojuje vrchol u s jeho
pfedchidcem v v DFS stromu
pfi prizkumu hrany je vrchol v Sedivy
vd <ud<uf<of

dopfedna hrana ( forward edge) je hrana (u,v), kterd nepatfi do DFS stromu a
kterd spojuje vrchol u s jeho naslednikem v DFS stromu
pfi prizkumu hrany je vrchol v &erny
ud <vd<v.f<uf

pFicna hrana (cross edge) viechny ostatni hrany
p¥i prazkumu hrany je vrchol v &erny
vd <v.f <ud<u.f

viechny hrany v neorientovaném grafu jsou bud stromové anebo zpé&tné
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Casové znatky a klasifikace hran - pfiklad

123 4567 8 0101112131415 16
(s (z (v (@ @) y)(w w)z) s)(t (v v)(uwu)t)

stromové hrany jsou zvyraznéné, zp&tné hrany jsou oznaleny pismenem B,
dopfedné pismenem F a p¥i¢né pismenem C

O
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Aplikace a algoritmy vyuzivajici DFS

topologické usporadani
komponenty souvislosti
artikulace a mosty
testovani planarity
hledani cesty v bludisti

generovani bludisté



Priizkum grafti a grafovd souvislost

Topologické usporadani vrchola grafu

Topologické uspofadani vrchold v orientovaném acyklickém grafu je takové
otislovani vrcholli &isly 1 aZz n (n je potet vrchold grafu), Ze kazda hrana vede

v v

z vrcholu s niZ&im &islem do vrcholu s vy$8im &islem.

//a'\‘

o e\o‘fjo‘e

A<B<C<D<E<F<G
aplikace: modelovani procest, které jsou ¢aste¢n& usporadané

problém
m existuje v daném grafu topologické usporadani?
m kdyZ ano, tak nalezeni takového uspo¥adani
0




MLopologicrelUsporsdn
Topologické usporadani - podminky

Lema 3

Orientovany graf G md topologické usporadani pravé kdyZ je acyklicky.
Diikaz

= z definice

<« dikaz indukci k poctu vrcholil grafu

m tvrzeni plati pron =1

m v orientovaném grafu G s n > 1 vrcholy najdi vrchol v, do kterého
nevstupuje 74dnd hrana (kdyby takovy neexistoval, tak by jsme mohli
z libovolného vrcholu jit donekoneéna ,, pozpdtku™ a nasli by jsme cyklus)

m G — v je acyklicky (odstranéni vrcholu nemiiZe zpisobit vznik cyklu)
m z induk&niho pfedpokladu G — v ma topologické usporadani
m topologické uspofadani pro G ma na prvnim misté v nasledované

usporadanim pro G — v
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jicEoloaichelenoledon]
Topologické usporadani - naivni algoritmus
Topological _Sort_Visit(G)
1 n <+ |V|
2 for i =1 ton do
3 v < libovolny vrchol, do kterého nevstupuje zadna hrana
4 S[i] v
5 odstran z G vrchol v a vSechny jeho hrany
6
7

od
return S[1...n)

m algoritmus pro acyklicky graf
m nalezeni vrcholu do kterého nevstupuje Zadna hrana ma sloZitost 777

m celkovd sloZitost algoritmu je 777

N4

m existuje efektivn&jsi algoritmus (idedln& s linedrni sloZitosti)??77?

m symetricky se dd postupovat podle vrcholii z nichZ nevychazi Zadna hrana
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HOFATL WIS TIERI S VR ES a Topologické uspoFadani

Acyklicky graf - testovani

Lema 4

Orientovany graf G je acyklicky pravé kdyZ DFS prizkum grafu neozna&i Zadnou
hranu jako zpétnou.

Diikaz

= zpétnd hrana (u,v) spojuje vrchol u s jeho pfedchidcem v v DFS stromu, tj.
uzavird cyklus

P

m necht v grafu existuje cyklus ¢, necht v je prvni vrchol cyklu ¢ navitiveny
p¥i DFS prizkumu grafu a necht (u,v) je hrana cyklu ¢

m v &ase v.d vrcholy cesty ¢ tvofi bilou cestu z v do u co implikuje, Ze u je
naslednikem v v DFS stromu

m (u,v) je zp&tna hrana
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Topologické usporadani - algoritmus

aplikuj DFS na G

kdyZz prizkum ozna&i nékterou hranu jako zpétnou, tak graf nema
topologické usporadani

v opaéném p¥ipad& vypi§ vrcholy v uspofadani reverse postorder, tj. podle
znatky .f (finishing time) v klesajicim po¥adi



Korektnost

potfebujeme dokazat, Ze pro libovolnou dvojici vrcholl u, v plati

jestlize G obsahuje hranu (u,v), tak u.f > v.f

jaké jsou barvy vrchold u a v p¥i prizkumu hrany (u,v)?
m u je Sedivy
U je
Sedivy nemUZe nastat, protoZe (u,v) by v takovém p¥ipad& byla zp&tnou
hranou a graf by nebyl acyklicky
bily v takovém ptipadé je (u,v) stromova hrana, v je naslednikem « v DFS
stromu a u.d <vd <v.f <u.f

cerny v takovém pf¥ipadé je prizkum vrcholu v ukonéeny a prizkum vrcholu
u jeSt& neni ukon&eny a proto v.f < u.f



Priizkum grafti a grafovd souvislost

Souvislost v orientovaném grafu

orientovany graf G = (V, E)

vrchol v je dosazitelny z vrcholu w, znadime u ~» v, pravé kdyz v G
existuje orientovand cesta z u do v

Reach(u) je mnoZina vSech vrcholl dosaZitelnych z u

m vrcholy u a v jsou silné dosazitelné (strongly connected) pravé kdy? u je

dosazitelny z v a soufasné v je dosaZitelny z u
silnd dosaZitelnost - relace ekvivalence

silné souvisla komponenta grafu je t¥ida ekvivalence relace silné
dosazitelnosti, tj. maximalni mnoZzina vrcholti C C V takova, Ze pro kazdé
u,v € C plati u ~» v a soulasné v ~~ u

graf nazyvame siln& souvisly pravé kdyZ ma jedinou silné souvislou
komponentu

problém

najit v8echny siln& souvislé komponenty grafu



Souvislost v neorientovaném grafu

® v neorientovaném grafu jsou pojmy dosaZitelnosti a silné dosaZitelnost totozné
m pro hleddni silné souvislé komponenty grafu miZeme pouZit BFS nebo DFS
m jednotlivé DFS (BFS) stromy koresponduji s komponentami souvislosti

m sloZitost O(V + E)



Silné souvislé komponenty v orientovaném grafu

vypocet silné souvislé komponenty obsahujici dany vrchol u

m najdi mnoZinu Reach(u) vsech vrcholl dosaZitelnych z « aplikaci
DFS_VIsIT(G, u)

® najdi mnoZinu Reach™!(u) viech vrchold, ze kterych je dosazitelny u

m pro vypotet Reach™!(u) vyuZijeme transponovany graf® rev(G), na ktery
aplikujeme DFS_VisiT(rev(G), u)

m siln& souvisld komponenta obsahujici u je priinikem Reach(u) N Reach™ (u)

m Casovd sloZitost vypottu je O(V + E)

3transponovany graf rev(G) = (V,rev(E)) je graf G s obracenou orientaci hran,
rev(E) = {(z,y) | (y,z) € E}



Silné souvislé komponenty v orientovaném grafu

vypocet vSech silné souvislych komponent grafu

m miZeme zabalit popsany postup (podobné jako je DFS_VISIT(G, u)
zabalené do DF'S)

m v nejhorim p¥ipad€& m3 graf |V| komponent souvislosti a detekce kazdé
z nich m3 &asovou slozitost O(E)

m celkovd Easova sloZitost vypottu je O(V - 1)

B existuje efektivngjsi algoritmus, optimalné s linedrni &asovou sloZitosti 777

m motivace: v ¢ase O(V + E) dokdZeme rozhodnout, zda viechny siln& souvislé
komponenty grafu jsou jednoduché (obsahuji pouze jeden vrchol)



Komponentovy graf

m komponentovy graf (aka graf siln& souvislych komponent) je orientovany graf,
ktery vznikne kontrakci kazdé silné souvislé komponenty grafu do jednoho
vrcholu a kontrakci paralelnich hran do jedné hrany, zna&ime sce(G)

m sce(G) je orientovany acyklicky graf
m vrcholy sce(G) miZeme topologicky usporadat
m listova komponenta == list grafu scc(G)

m kotenova komponenta == ko¥en grafu scc(G)

m plati rev(sce(G)) = sce(rev(G))



Priizkum grafti a grafovd souvislost

Priklad

kofenova komponenta A
listové komponenty D, CF, GHIJK




P NIEIER SRRV E RS - Silng souvislé komponenty

Komponentovy graf

m listova komponenta grafu = list grafu scc(G)

m z kazdého vrcholu u listové komponenty C jsou dosaZitelné viechny vrcholy
C, tj. DFS prizkum z u navstivi v8echny vrcholy z C

m naopak, z vrcholu u neni dosaZitelny zadny vrchol nepatt¥ici do C' (C je listova
komponenta!l), tj . DFS prizkum z w navstivi pouze vechny vrcholy z C

E na tomto pozorovani miZeme postavit algoritmus pro detekci komponent

Strong_Components(G)

1 count < 0

2 while G neni prézdny do

3 count < count + 1

4 v < libovolny vrchol z listové komponenty

5 C' < ONE_COMPONENT (v, count)

6 odstrain z grafu G vrcholy z C a hrany vstupujici do C' od

potiebujeme (efektivn&) najit vrchol pat¥ici listové komponenté&
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Komponentovy graf

Y

m potiebujeme (efektivng) najit vrchol pattici listové komponentg

m umime (efektivn&) najit vrchol pat¥ici kofenové komponentg

Véta b
Virchol s nejvyssi Easovou znackou . f leZi v koFenové komponenté.

Dukaz tvrzeni je dlsledkem ndsledujiciho obecnéjsiho tvrzeni



P NIEIER SRRV E RS - Silng souvislé komponenty

Komponentovy graf

Véta 6

Necht C, a C5 jsou siln& souvislé komponenty takové, Ze z Cy vede hrana do Cs.
Potom nejvétsi hodnota .f v komponenté& C je vétsi neZ nejvétsi hodnota . f
v komponenté Cs.

Diikaz
mohou nastat dva p¥ipady

® v prvnim p¥ipadé navstivi DFS komponentu C5 jako prvni; pak ale DFS

zlstane v komponenté C5 dokud ji celou neprozkouma, teprve pak se dostane
do Cl

m v prvnim p¥ipad& navitivi DFS komponentu C; jako prvni; necht v je vrchol,
ktery byl v Cy navstiven jako prvni; DFS opusti vrchol v, aZ kdyZ prozkouma
v8echny vrcholy, které jsou z v dosaZitelné a které dosud nebyly navstiveny;

proto nejprve projde celou komponentu C5 a pad se teprve naposledy vrati
dowv
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Algoritmus pro detekci silné souvislych komponent

m vrcholy grafu uspo¥adej v obrdceném postorder pofadi, tj. podle znacky .f
v klesajicim po¥adi

m proved DFS priizkum z vrcholdi v daném poradi

Rao Kosaraju 1978, Micha Sharir 1981



Siluckosvisiclomponenty
Kosaraju_Sharir(G)

1 foreach U € V do v.color < white od

2 foreach U € V do if u.color = white then REV_PUSH_DFS(u) fi od
3 foreach U € V do v.color <+ white od

4 count <+ 0

5 while S # () do

6 u < S.pop()
7 if u.color = white then count < count + 1
8 LABEL_ONE_DFS(u, count) fi od

Rev_Push_DFS(u)

1 w.color < black
2 foreach hranu (u,v)e Rev(G) do
g  if v.color = white then REV_PUSH_DFS(v) fi
4 S.push(u) od
Label_One_DFS(u, count)

1 w.color < black

2 u.label < count

s foreach hranu (u,v)e G do

4 if v.color = white then LABEL_ONE_DFS(v, count) fi od

2. kvétna 2016 55 / 80



	Pruzkum grafu a grafová souvislost
	Pruzkum do šírky
	Pruzkum do hloubky
	Topologické usporádání 
	Silne souvislé komponenty


