Nejkrat3i cesty

Nejkratsi cesty
m Algoritmus Bellmana a Forda
m Acyklické grafy
m Dijkstrdv algoritmus
m Linearni nerovnice



Nejkrat3i cesty

Cesta v grafu

cesta v grafu G = (V, E) je posloupnost vrchold p = (vg,v1,...,vx) takova, Ze
(vi—1,v;) € Eproi=1,...,k

jednoducha cesta je cesta, kterd neobsahuje dva stejné vrcholy

cesta | jednoduchd cesta |

. . | path | simple path |
terminologie
| walk | path |
| sled | cesta |
p = {vo,v1,...,0;) je cestou z vrcholu u do vrcholu v pravé kdyz vg = u a vy, = v

v je dosaZitelny z u, u ~~ v



Délka cesty

graf G = (V, E), vdhovd funkce (ohodnoceni, délka hran) w: E — R

délka cesty p = (vg,v1,...,vg) je soulet délek hran cesty

kol

def
= w Uz 17UZ

i=1

délka nejkratsi cesty z vrcholu u do vrcholu v je definovana predpisem

5(u, v) def | min{w(p) | u > v} existuje cesta z u do v
u,v) = i
00 jinak

nejkratsi cesta z vrcholu u do vrcholu v je libovolna cesta p z u do v pro kterou
w(p) = 6(u,v)
pro neohodnocené grafy se délka cesty definuje jako pocet hran cesty



Nejkrat3i cesty

Varianty problému nejkratsi cesty

nejkratsi cesty z daného vrcholu do vsech vrcholi
single source shortest path, SSSP
tato prednaska

nejkratsi cesty ze vSech vrcholii do daného vrcholu
pro neorientované grafy totozné s SSSP
pro orientované grafy redukce na SSSP zmé&nou orientace hran

nejkratsi cesta mezi danou dvojici vrcholii specidlni pfipad SSSP, nejsou
zndmy asymptoticky rychlejsi algoritmy neZ pro SSSP
tato prednaska

nejkratsi cesty mezi vSiemi dvojicemi vrchold
¥eSeni opakovanou aplikaci algoritmu pro SSSP
existuji efektivn&jsi algoritmy
ADS I

nejdelsi, nejsirsi, nejspolehlivéjsi .. . cesty
viz literatura



Nejkrat3i cesty

Algoritmy pro SSSP

orientované grafy

neohodnoceny graf
prizkum do 3itky, BFS

acyklicky graf
priizkum do hloubky
tato prednaska

graf s nezapornym ohodnocenim hran
Dijkstriv algoritmus a jiné
tato prednaska

obecny graf
algoritmus Bellmana Forda a jiné
tato prednaska



Algoritmy pro SSSP

neorientované grafy

neohodnoceny graf
m prizkum do 3itky, BFS

graf s nezapornym ohodnocenim hran

® hranu nahradime dvojici orientovany hran a pfevedeme na tlohu
v orientovaném grafu

obecny graf

® nahrazenim hrany se zapornym ohodnocenim dvojici orientovanych hran
vznikne cyklus zdporné délky

m pokud plvodni graf obsahuje hrany zaporné délky, ale Zadny cyklus zaporné
délky, Ize takovou ulohu p¥evést na hledani nejlevnéjsiho perfektniho parovani

m kdyZ obsahuje cyklus zaporné délky, problém je NP-t&Zky a umime ho Fesit
pouze algoritmy exponencidlni sloZitosti

m viz literatura



Nejkrat3i cesty

Nejkratsi cesta vs nejkratsi jednoducha cesta

graf neobsahuje hrany zaporné délky

mezi kaZdou dvojici vrcholii existuje nejkratsi cesta, ktera je jednoducha

necht p je nejkrat¥i cesta, kterd neni jednoduchd, tj. obsahuje cyklus
m cyklus nemiZe mit zdpornou délku (spor s pfedpokladem neexistence hran
zaporné délky
m cyklus nemaZe mit kladnou délku (spor s pFedpokladem, Ze cesta je nejkratsi

m cyklus ma nulovou délku - cyklus miZeme z cesty vypustit a dostaneme
jednoduchou nejkratsi cestu



Nejkrat3i cesty
Nejkratsi cesta vs nejkratsi jednoducha cesta

graf obsahuje hrany zaporné délky
OO
e
-6
Ok '

RN A

e @

m cyklus (b, c,d,b) ma délku -2
m jestlize n&jakd cesta z x do y obsahuje cyklus zaporné délky, tak Zzadna cesta
z x do y nemiiZe byt nejkratdi cestou, §(z,y) = —o0

v p¥ipadé, Ze graf obsahuje hrany se zdpornou délkou, problém nejkrat3i cesty je
formulovany jako

1. rozhodni, zda graf obsahuje cyklus zaporné délky
2. kdyZ ne, tak najdi nejkratsi (jednoduché) cesty

O



Struktura nejkratsich cest

Lemma 1
KaZdd podcesta nejkratsi cesty je nejkratsi cestou.

m necht p je nejkratdi cesta z u do v

w(p) = w(puz) + W(Pzy) + w(pyw) : Puz Pay Pyo ®

m predpokléddejme, Ze existuje krat3i cesta z z do y, w(p},) < w(pay)

’

m zkonstruujeme novou cestu p’ = u Puz o By Y 2y
w(p’) = W(puz) + w(pgcy) + w(pyv)
< w(pua:) + w(pwy) + w(pyv)
= w(p)

co? je spor s predpokladem, Ze p je nejkrat$i cesta z u do v



Reprezentace nejkratsich cest

strom nejkratsich cest

pozor na rozdil mezi stromem nejkratSich cest a nejlevnéjsi kostrou grafu



Nejkrat3i cesty

Reprezentace stromu nejkratsich cest z vrcholu s

atribut vzddlenost distance, v.d
e inicialni nastaveni v.d = oo
e hodnota v.d se v priibéhu vypol&tu sniZuje
e hodnota v.d je hornim odhadem délky nejkrat3i cesty, v.d > §(s,v)
e na konci vypottu je v.d = §(s,v)
atribut pfedchiadce parent, v.
e inicidlni nastaveni v.m = N1l
e vrchol v.7 je pfedchiidcem vrcholu v na cesté z s do v délky v.d
e na konci vypoctu je v.m predchiidce vrcholu v na nejkratsi cesté z s do v,
resp. v.m = Nil kdyZ neexistuje cesta z s do v
graf predchidci G, = (V),, E,) je definovany hodnotami .7

Vp={veV]vr#Ni}U{s}

Ep ={(vmv) [veV,\{s}}

strom nejkratSich cest na konci vypottu je G, stromem nejkratSich cest
e s je koten stromu, V, je mnoZina vrcholl dosaZitelnych z vrcholu s
e pro kazdy vrchol v € V,, (jedind) cesta z s do v v G}, je nejkrat3i cestou
zsdovv @



Nejkrat3i cesty

Relaxace

m technika, kterou vyuZivaji algoritmy pro hledani nejkratsich cest
m relaxaci hrany (u,v) rozumime test, zda je moZné zkonstruovat krat3i cestu
do v tak, Ze projedeme p¥es vrchol u

m kdy? aktudlng zndm3 cesta do vrcholu u prodlouZend o hranu (u,v) je kratsi
nez aktudln& zndmd cesta do v (u.d + w(u,v) < v.d), tak jsme nasli novou -
krat$i cestu do v a podle toho aktualizujeme hodnoty v.d a v.7
(v.d < u.d+w(u,v)avmu)

éﬂ—%@“@ >——®
RELAX RELAX
O—0 O——©

m hranu (u,v) nazyvdme napjatou pravé kdyz u.d + w(u,v) < v.d



WESEEREEWA  Genericky SSSP algoritmus

Genericky SSSP algoritmus
Init_SSSP(G, s)

1 foreach v € V do v.d + oo; v.m + Nil od
2 s.d<+ 0

Relax(u, v, w)

1 v.d <+ u.d~+ w(u,v)
2 VT U

Generic_SSSP(G, w, s)

1 INIT_SSSP (G, s)

2 54 s

5 while S # () do

4 vyber u z S

5 foreach hranu (u,v) € FE do
6 if v.d > u.d+ w(u,v)

7 then RELAX (u, v, w)

8 S < SU{v} fi od
9

9. kv&tna 2016
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Korektnost generického SSSP algoritmu

m pro kazdy vrchol v plati, Ze hodnota v.d je bud oo, anebo je rovna délce
néjaké cesty z s do v
dikaz indukci na pocet relaxaci

m kdy? graf neobsahuje cyklus zaporné délky, tak hodnota v.d je bud oo, anebo
je rovna délce néjaké jednoduché cesty z s do v
diikaz viz diskuse nejkratsi cesta vs nejkratsi jednoducha cesta

disledek: genericky algoritmus skonéi, protoze v grafu existuje jenom
koneény pocet jednoduchych cest

m kdyZ zadnd hrana grafu neni napjatd, tak hodnota v.d je rovna délce cesty
§— s D UVTT VT U

m kdyZz zadnd hrana grafu neni napjatd, tak cesta s — -+ 2 v.r.mr > v.T =V
je nejkratsi cestou z s do v
diikaz indukci na pocet relaxaci

disledek: kdyZz vypocet generického algoritmu skonéi, tak G, je strom
nejkratsich cest



SlozZitost generického SSSP algoritmu

zavisi od toho

m jakou datovou strukturu pouZijeme pro reprezentaci mnoziny S obsahujici
vrcholy uréené k prozkoumani
(tj. vrcholy, u kterych byla zmé&n&na hodnota .d)

® v jakém potadi budeme prozkoumdvat vrcholy z mnoziny S



algoritmyslelinanalalforda
Bellmaniv - Fordiiv algoritmus

m pro reprezentaci mnoziny vrchol uréenych k prozkoumani vyuZiva frontu
(FIFO)

m pro prehledngjsi analyzu sloZitosti a diikaz korektnosti rozd&lujeme vypolet
do iteraci; v jedné iteraci se relaxuji vsechny hrany grafu

Bellman-Ford(G, w, )

INIT_SSSP(G, )
fori=1to |V|—1do

foreach (u,v) € E do

if v.d > u.d + w(u,v) then RELAX (u, v, w) fi

od
od
foreach (u,v) € E do

if v.d > u.d + w(u,v) then return FALSE fi

od
return TRUE

© 0 I D G AN W v~

~
S
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Nejkrat3i cesty
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vypocet algoritmu BELLMAN-FORD, hleddme nejkratsi cesty z vrcholu a

v kazdé iteraci cyklu 2 - 6 relaxujeme hrany v potadi (c,e), (d,e), (b,d), (c,d),

(b,¢), (a,c), (a,b)

barevné jsou vyznaleny hrany grafu predchidci G,

O



Algoritmus Bellmana a Forda
Korektnost 1

Lema 2

KdyZ graf G neobsahuje cyklus zaporné délky dosaZitelny z s, tak po |V| — 1
iteracich cyklu 3 - 5 pro vsechny vrcholy v plati

v.d = §(s,v).

m necht v je dosaZitelny z s a necht p = (vg, v1,...,vx) je nejkratdi jednoduchd
cestaz sdov (vg =8, v =v)

m protoZe cesta p neobsahuje cyklus, ma nanejvys |V|—1 hran, tj. kK < |V] -1

m v kazdé iteraci cyklu se relaxuji viechny hrany grafu, specidlné

e v prvni iterace se relaxuje hrana (vg, v1)
e v druhé iteraci se relaxuje hrana (vq, v2)
e ...

o v k-té iteraci se relaxuje hrana (vi_1,vk)

m indukci ov&Fime, Ze po i-té iteraci plati v;.d = d(s, v;)

. kvétna 2016 18 / 42



Nejkrat3i cesty

Korektnost 2

Lema 3

KdyZ graf G neobsahuje cyklus zaporné délky dosaZitelny z s, tak algoritmus vrati
hodnotu TRUE.

m po ukon&eni vypottu plati pro kazdou hranu (u,v) € E

vd = §(s,v)

IN
==
=
5
+
£
RS
<

= wd+w(u,v)

m 73dnd hrana neni napjata a test na ¥adku 8 nevrati hodnotu FALSE



Algoritmus Bellmana a Forda
Korektnost 3

Lema 4
KdyZ graf G obsahuje cyklus zaporné délky dosaZitelny z s, tak algoritmus vrati
hodnotu FALSE.

m necht ¢ = (vg,v1,...,0%), Vo = vk je cyklus zadporné délky dosaZitelny z s,

Z?:l w(vi,l, ’Ui) <0

m predpokladdejme, Ze algoritmus vrati hodnotu TRUE, tj. pro kaZdou hranu
cyklu plati v;.d < wv;_1.d + ’LU(’l}i,l7 Ui>

m sumaci pfes vSechny vrcholy cyklu

k k k k
Z v;.d < Z(Ui_l.d + ’U)(’Ui_1, ’Ul)) = Z vi—1.d + Z ’LU(’Ui_l, Ui)
i=1 i=1 i=1 i=1
m kazdy vrchol se vyskytuje pravé jednou v souétech Zle v;_1.d a Zle v;.d
|
k k
Zvi—LdZ Zvi.d -
i=1 i=1

m spor s predpokladem o délce cyklu ¢
9. kvétna 2016 20/ 42
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SlozZitost

sloZitost algoritmu Bellmana a Forda
m inicializace m3 sloZitost O(V)
m relaxace hrany ma konstantni sloZitost
m cyklus 3 - 5 m3 sloZitost O(F); poket jeho opakovani je V — 1

m celkovd sloZitost je O(V E)
jiny zapis: O(mn), kde n je potet vrcholii a m je pocet hran grafu

existuje efektivng&jsi fedeni?
ne lehce najdeme graf a takové potadi relaxace jeho hran, pro které je nutnych
V —1 iteraci

7?7 otazka vhodného potadi relaxace hran
ano vhodné potadi hran dokdzeme uréit pro specidlni typy grafti

e acyklické grafy
e grafy bez zdpornych hran



Nejkrat3i cesty

Nejkratsi cesty v orientovaném acyklickém grafu

m optimalné poradi relaxace hran v Bellmanové - Fordové algoritmu je takové,
e vzdy relaxujeme hranu (u, v) pro kterou u.d = 6(s,u)

m pro obecny graf urdit pofadi relaxaci tak, aby byla dodrzena uvedend
podminka, miZe byt stejné& ndro&né jako vypocist nejkratsi cesty

m specidlné pro acyklické grafy se toto po¥adi da vypoéist jednoduse:
pozadovanou vlastnost ma topologické uspo¥adani vrcholl grafu

/.\‘\

@ 5 —>(—© ; O, E

A<B<C<D<E<F<G



\EIESRCEWAN Acyklické grafy

Nejkratsi cesty v orientovaném acyklickém grafu

1 najdi topologické usporadani vrcholu grafu G
2 INIT_SSSP(G, s)

s foreach vrchol u v topologickém usporadani do
4 foreach (u,v) € E do

5 if v.d > u.d + w(u,v) then RELAX(u, v, w) fi
6 od
7 od

m Casovd slozitost O(V + E)

m topologické uspofadani garantuje, Ze hrany kaZdé cesty jsou relaxované
v poradi, v jakém se vyskytuji na cesté

. kvétna 2016 23 / 42



Dijkstriv algoritmus

m pro reprezentaci mnoziny vrchol(l uréenych k prozkoumani vyuZiva prioritni
frontu, kde priorita vrcholu v je uréena hodnotou v.d

m Dijkstriv algoritmus miZeme nahliZet i jako efektivni implementaci
prohledavani grafu do $itky, na rozdil od BFS neukldadame vrcholy, které maji
byt prozkoumané, do fronty, ale do prioritni fronty

m Yesi problém SSSP pro grafy s nezapornym ohodnocenim hran



Rijketrtjolgortimus
Dijkstriv algoritmus

Dijkstra(G, w, s)
1 INIT_SSSP(G, s)

2 S« 10

3 Q+V

4 while Q # () do

5 u < EXTRACT_MIN(Q)

6 S+ SuU{u}

7 foreach (u,v) € E do

8 if v.d > u.d + w(u,v) then RELAX(u, v, w) fi
9 od

10 od

m algoritmus udrZuje dv& mnoZiny
S vrcholy, pro které je jiz vypoltena délka nejkratsi cesty
@ prioritni fronta, @ =V \ S
m algoritmus vybird vrchol u € @ s nejmensi hodnotou u.d a relaxuje hrany
vychazejici z u
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Nejkrat3i cesty

Dijkstrav algoritmus - ptiklad

10

vrcholy se pfidavaji do mnoZiny S v potadi s,y, z,




Nejkrat3i cesty Dijkstriiv algoritmus

Korektnost
Lema 5 (Invariant cyklu while)

Na za&dtku iterace while cyklu plati v.d = 6(s,v) pro vSechny vrcholy v € S.

Inicializace na zadatku S = ) a tvrzeni plati trividIn&

Ukongeni na konci @ =0, tj. S=V a v.d = §(s,v) pro viechny v € V

Iterace pot¥ebujeme prokazat, Ze kdyZ u p¥esuneme do S, tak u.d = §(u.s)
m kdyZ u nenfi dosaZitelny z s tak tvrzeni plati protoZe u.d = §(s,u) = oo
m v opa&ném p¥ipad& necht p je nejkratsi cesta z s do u; cestu p mizeme

dekomponovat na dvé cesty s £5 & — y £3 u tak, e bezprosttedng& pred
zafazenim u do S v8echny vrcholy cesty p; pattido Say & S

mzeS=xd=0(s,z)

m p¥i zatazeni z do S byla relaxovans hrana (z,y)) a s ¥ 2 — y je nejkratsf
cesta do y = y.d = 0(s,y)

hrany maji nezdpornou délku = d(s,y) < d(s,u)

v dané iteraci jsme vybrali vrchol u = u.d < y.d
spojenim dostdvame u.d < y.d = 6(s,y) < 0(s,u) = u.d < d(s,u)
. kvétna 2016 27 / 42



Nejkrat3i cesty

Slozitost Dijkstrova algoritmu

©(V') operaci INSERT (do fronty p¥id4d novy objekt)

O©(V) operaci EXTRACT_-MIN (z fronty odstrani objekt s minimalnim kli¢em)
©(F) operaci DECREASE_KEY (objektu ve front& sniZi hodnotu klite)

sloZitost algoritmu zavisi od zptisobu implementace prioritni fronty @)

pole sloZitost O(V -V + E-1) = O(V?)
INSERT m3 sloZitost O(1)
EXTRACT_MIN m3 sloZitost O(V)
DECREASE_KEY ma sloZitost O(1)

binarni halda sloZitost ©(V logV + Elog V')
INSERT m4 sloZitost ©(log V)
EXTRACT_MIN ma3 sloZitost ©(log V')
DECREASE_KEY m3 sloZitost O(log V)

Fibonacciho halda sloZitost ©(V logV + E)
INSERT m3 sloZitost O(1)
EXTRACT_MIN ma3 sloZitost ©(log V)
DECREASE_KEY ma sloZitost ©(1)



Nejkrat3i cesty

Optimalizace Dijkstrova algoritmu pro hledani
nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy s a ¢

optimalizace 1

m vypolet ukon&ime kdyZ vrchol ¢ odebereme z prioritni fronty



Nejkrat3i cesty

Optimalizace Dijkstrova algoritmu pro hledani
nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy s a ¢

optimalizace 2 - dvousmérné hledani (bidirectional search)

m souasné spoustime (doptedny) vypolet Dijkstrova algoritmu z vrcholu s a
(zpétny) vypotet z vrcholu t, vidy jednu iteraci kazdého vypottu

m dopfedny vypocet pouZzivd frontu @)y a pfitazuje vrcholim hodnoty .dy a .7y,
zpétny frontu @Qp a p¥ifazuje hodnoty .dy a .m

m vypotet ukon&ime kdyZ n&jaky vrchol w je odstranén z obou front Q; a @y

m po ukon&eni najdeme vrchol & s minimalni hodnotou x.dy + x.dp
(pozor, nemusi to byt vrchol w)

m vyuZitim atributl .m; a .7, najdeme nejkrat3i cestu z s do = a nejkratsi cestu
z = do t; jejich spojenim dostaneme nejkrat$i cestu z s do ¢



Nejkrat3i cesty

Optimalizace Dijkstrova algoritmu pro hledani
nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy s a ¢

optimalizace 3 - heuristika A*

m pokud bychom dovedli spolehlivé zjistit, Ze nejkratsi cesta z s do t nepovede
pfes vrchol v, mohli bychom zpracovani vrcholu v a hran s nim incidentnich
pfeskolit = pracovali bychom s mensi grafem, a tedy rychleji

m jestlize dva vrcholy jsou stejn& daleko od s, chceme p¥i prizkumu preferovat
ten, ktery je blize k cilovému vrcholu ¢

m pro odhad preferenci pouZivime ohodnoceni vrcholG — potencial A : V' — R

m Dijkstriv algoritmus s heuristikou se od klasického lidi v tom, Ze p¥i vybé&ru

v

m jak volit potencial a pro¢ miZe urychlit vypolet?



Nejkrat3i cesty

Heuristika A* - pfFipustny potencial

Potencidl je pripustny pravé kdyZ pro kazdou hranu (u,v) € E spliiuje podminku
h(u) < w(u,v) + h(v)

a pro vrchol ¢ plati A(t) = 0.

m pro libovolnou cestu p = (vg = u,vy,...,v =t) z u do t a p¥ipustny
potencial plati

w(p) = Z w(v, Viy1)

t.j. potencial vrcholu u je dolnim odhadem délky cesty z u do t



Nejkrat3i cesty

Heuristika A* - aprava ohodnoceni grafu pomoci
potencialu

m vytvorime nové ohodnoceni grafu w’ : E — R, které definujeme jako
w'(u,v) = w(u,v) — h(u) + h(v)

m kdyZ h je pFipustny potencidl, tak pro nové ohodnoceni grafu a pro kazdou

hranu grafu plati
w'(u,v) >0

t.j. pro vypolet nejkratSich cest miZzeme pouZit Dijkstriv algoritmus
m nové ohodnoceni w’ nemé&ni nejkratsi cesty, protoZe pro kazdou cestu p z s do

t plati
w'(p) = w(p) + h(t) — h(s)

a potencialovy rozdil medzi s a t je pro vSechny cesty z s do ¢ stejny



Nejkrat3i cesty Nejkratsi cesta mezi dv€ma vrcholy

Heuristika A* - aprava ohodnoceni grafu pomoci
potencialu

m aby hodnoty h mé&ly p¥iznivy vliv na rychlost vypo&tu, méli by hodnoty h(v)
byt dolnim odhadem vzdalenosti z vrcholu v do cilového vrcholu ¢; &im je
odhad presnéjsi, tim je vypocet rychlejsi

m Dijkstriiv algoritmus s heuristikou se od klasického isi v tom, Ze p¥i vybéru

v

m za predpokladu, Ze ohodnoceni vrcholl h spliiuje pro viechny hrany (z,vy)
grafu podminku w(z,y) > h(x) — h(y), Dijkstriv algoritmus s heuristikou je
korektnf{

diikaz probihd analogicky jako pro Dijkstriv algoritmus
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Dijkstrav algoritmus a obecné grafy

graf se zaporné ohodnocenymi hranami ale bez cyklii zaporné délky
m algoritmus najde korektni YeSeni
(po kazdé zmén& hodnoty wu.d vratime vrchol u do fronty)
m sloZitost vypoltu mize byt aZ exponencialni vi&i velikosti grafu
m v praxi nékdy rychlejsi nez algoritmus Bellmana a Forda

graf s cykly zaporné délky

m vypoclet algoritmu neni konecny



Nejkrat3i cesty

Uloha linearniho programovani

pro danou m x n matici A a vektory b = (by,...,by) ac=(c1,...,c,) najit
vektor = (x1,...,x,) € R™, ktery optimalizuje hodnotu dZelové funkce
Yo, cix; p¥i spInéni ohraniteni Az < b

pf¥iklad
minimalizovat —2x1 — 319 — 3
p¥i spIn&ni ohraniceni —x1— 22 —x3 <3

3r1 +4x — 223 <10

21}1 — 41‘2 <2

dxy —x0+23 <0

T1,22,3 >0
pFipustné ¥eseni (0, 0, O
optimalni ¥eseni (0, 5, 5

)
)



Nejkrat3i cesty

Uloha linearniho programovani

vyznam

e mnoho problémi dokdZeme vyjadFit jako dlohu linedrniho programovanf{
(napF. problém nejkratsi cesty)

e pro YeSeni t&chto problém( potom staéi pouZzit algoritmus pro feSeni tlohy
linedrniho programovani !

algoritmicka sloZitost

e existuji polynomialni algoritmy pro ¥eSeni tlohy linedrniho programovani

e pro Fedeni specidlnich p¥ipadl ulohy linedrniho programovani existuji
mnohem rychlej$i algoritmy

e problém linedrnich ohrani&eni je p¥ikladem takovéto specialni dlohy

e ukdZeme postup zaloZeny na SSSP

Lviz kurz IA101 Algoritmika pro t&%ké problémy



Nejkrat3i cesty

Problém linearnich nerovnic

m je dand mnoZina nerovnic tvaru x; — x; < b, kde
x jsou proménné, 1 <, 4,5 <n
b jsou konstanty, 1 <k <m
m lkolem je najit takové hodnoty proménnych x, které spliiuji v8echny
nerovnice (tzv. p¥ipustné Yedeni; v p¥ipadg, Ze neexistuje 24dné p¥ipustné
FeSeni, tak vystupem je FALSE

priklad
xr1 — X9 S 5
xr1 — I3 S 6
X9 — X4 S -1
T3 — T4 S -2
Ty — X1 S -3
p¥ipustné ¥eseni x = (0, —4, -5, —3)



Graf linearnich nerovnic

ohodnoceny, orientovany graf G = (V, E)

V= {vg,v1,...,0n}
(jeden vrchol pro kaZdou proménnou plus vrchol vg)
B E = {(v;,v;) | x; —x; < by je nerovnica }U
U{(vo,v1), (vo,v2), .-, (Vo,vn)}
® w(vo,v;) = 0 pro viechny j
B w(v;,v;) = by kdyz z; — x; < by

Tr1 — T2 §5
1 — T3 SG
Xo — X4 S—].
x3—xy <=2
T4 — X1 §—3




Nejkrat3i cesty Linedrni nerovnice

Nejkratsi cesty v grafu linearnich nerovnic
Véta 6

Pro dany systém linedrnich nerovnic a k nému odpovidajici graf linedrnich
nerovnic G = (V, E) plati:

kdyZ? G nema cyklus zaporné délky, tak

x = (6(vo, v1),0(vg, v2), - - ,0(vo, Vp))
je pFipustnym FeSenim systému nerovnic;
H kdyZ G ma cyklus zaporné délky, tak systém nemad Zadné pFipustné reseni.
z neexistence cyklu zaporné délky plyne
d(vo,v;) < 6(vo,v;) + w(vs, vy)
po dosazenf{

x; + b
by,

INIA
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Nejkrat3i cesty Linedrni nerovnice

Nejkratsi cesty v grafu linearnich nerovnic
Véta 7

Pro dany systém linedrnich nerovnic a k nému odpovidajici graf linedrnich
nerovnic G = (V, E) plati:

kdyZ G ma cyklus zaporné délky, tak systém nema Zadné pFipustné reseni.

B necht ¢ = (vy,va,...,vx), kde v1 = vg, je cyklus zaporné délky
hrany cyklu ¢ odpovidaji nerovnostem
ro—x1 < w(vi,v2)
r3—x9 < w(va,v3)

Tp—Tp-1 < w(Vk—1,Vk)
pFipustné YeSeni x musi spliiovat vSechny tyto nerovnosti
po setteni viech nerovnosti dostaneme 0 < w(c), coZ je spor s predpokladem
o zaporné délce cyklu ¢
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Nejkrat3i cesty

Algoritmus pro problém linearnich nerovnic

vytvof graf linedrnich nerovnic
e n + 1 vrchold
e m +n hran
e Zasova sloZitost O(m + n)

najdi nejkratsi cesty z vrcholu vy algoritmem Bellmana a Forda
e asova slozitost O((n + 1)(m +n)) = O(n? + nm)

kdyz algoritmus vrati hodnotu FALSE, tak problém linedrnich nerovnic nem3a
pFipustné YeSeni kdyZ algoritmus vrati hodnotu TRUE, tak p¥ipustnym
fedenim je T = (5(1]07 Ul)v 6(1}0, 'U2)> BN 6(1}07 U'n))
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