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Cviceni k predmeétu
IB002 Algoritmy a datové struktury I

‘ Daliborek vzkazuje: Algoritmus je parcidlni funkce z domény tvorené kartézskym
o © souCinem domén typu parametri do domény typu vysledku, pripadné kartézského

soucinu téchto domén, kterd je vycislitelnd v ramci stanoveného formalizmu.

posledni modifikace 12. dubna 2016

Tato sbirka byla vytvorena z piiklada k procviceni v predmétu IB002 Algoritmy a datové struktury I.
K vytvofeni shirky pfispivaji cvicici predmétu IB002. Aktualni verzi spravuji Ivana Cerna, Karel Kubicek,
Henrich Lauko a Vojtéch Rehék.
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Kapitola 1

Spojovany seznam, fronta a zasobnik

Datova struktura je nas vlastni datovy typ, ktery je definovan rozsahem hodnot, kterych muze nabyvat.

Je nezavisly na konkrétni implementaci.

Statické datové struktury jsou datové struktury s pevnou velikosti. Prikladem je naptiklad usporadana

k-tice a pole konstantni délky.

Dynamické datové struktury jsou datové struktury, jejichz velikost neni pfed béhem programu znama,

a tedy musi byt alokovana podle pribéhu algoritmu.

Operace nad dynamickymi datovymi strukturami jsou operace, kterymi mizeme modifikovat

nebo jinak vyuzivat obsah datové struktury.
Typické operace jsou:
1. SEARCH vyhledava v datové strukture prvek s danym klicem,
INSERT vklada prvek do datové struktury,
DELETE maze prvek datové struktury
MAXIMUM vraci ukazatel na maximalni prvek z datové struktury,
MiNIMUM vraci ukazatel na minimalni prvek z datové struktury,

SUCCESOR vraci ukazatel na nésledujici prvek (podle usporadani) a

NS & o> 89

PREDECESSOR vraci ukazatel na predchazejici prvek (podle usporadéni).

Toto cviceni je zaméreno na opakovani znalosti z kurzt IB0O01 a IB111. Protoze zde opakujeme znalosti
konkrétniho jazyka, budeme misto pseudokédu psat kéd v konkrétnim jazyku. V budoucnu uz budeme
psét algoritmy pouze v pseudokddu (ktery byste méli bez problému umét prepsat do vaseho jazyka). Kéd
v programovacim jazyce od pseudokédu odlisujeme pomoci neproporcionalniho pisma.

1.1 Procvicte si praci se zfetézenym seznamem:

Velmi napomocné pfi praci s dynamickymi datovymi strukturami jsou obrazky. Takto si mtzete predstavit
oboustranné zretézeny seznam. Doporucujeme si jej prekreslit nejlépe tuzkou a provést pridani a odebrani

prvku.
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data data data
Nil next N next ¥ next —)l Nill
) prev f¢ prev k prev

a) Navrhnéte strukturu oboustranné zfetézeného seznamu a prvku seznamu.

b) K dané struktute seznamu navrhnéte funkei vlozen{ prvku — INSERT (I, key). Vystupem bude
ukazatel na nové pridany prvek s klicem key.

Pri praci s dynamickymi strukturami davejte pozor, abyste na prvek struktury neztratili
ukazatel.

¢) Navrhnéte metodu odstranéni prvku ze seznamu DELETE (L, node). Odstraniovany prvek
je zadany ukazatelem node. Pro¢ je odstranovani efektivnéjsi u spojovaného seznamu nez
u pole?

d) Navrhnéte vyhleddni prvku s konkrétnim klicem v seznamu — SEARCH (I, key). Funkce vraci

ukazatel na nalezeny prvek, nebo nil, pokud se prvek v seznamu nenachazi.
e) Porovnejte piistup k i-tému prvku ve spojovaném seznamu a v poli.

f) Jaké vyhody ndm poskytuje oboustranné spojovany seznam oproti jednosmérné spojovanému
seznamu?

Jednostranné zretézeny seznam si muzeme vizualizovat nasledovneé:

data data data

next / next /7 next

1.2 Vytvorte zasobnik na zédkladé jednostranné spojovaného seznamu. Implementujte na ném operace
PusH pro vlozeni a POP pro odstranéni vrcholu zasobniku.

Obrézek pro zdsobnik — LIFO (Last In First Out). Jaké kde maji byt ukazatele si dopliite sami.

push pop

prvek ke vlozeni vytazeny prvek

vrchol zasobniku

dno zasobniku
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[

OGS Pan Usmévavy dodava: Fronta na stojato je zasobnik, kterému prasklo dno.

1.3 Méjme zasobnik a na ném sekvenci prikazi Pop a PusH. PusH vklada poporadé hodnoty od 0 po
9, PoP vypise odebranou hodnotu. Které z nasledujicich sekvenci ¢isel nemtzou nastat?

a) 4321098765

b) 4687532901

c) 2567489310

e) 1234569870

f

)
)
)

d) 4321056789
)
) 0465381729
)

g) 1479865302

1.4 Vytvorte frontu na zakladé jednostranné spojovaného seznamu. Implementujte na ni operace
ENQUEUE pro vklddani a DEQUEUE pro odstranéni prvku.

Obréazek pro frontu — FIFO (First In First Out). Jaké kde maji byt ukazatele si dopliite sami.

—— enqueue - —] dequeue —
prvek ke vlozeni | ———| posledni prvni | —— | vytazeny prvek

1.5 M¢jme frontu a na ni sekvenci prikazi DEQUEUE a ENQUEUE. ENQUEUE vklada poporadé hodnoty
od 0 po 9, DEQUEUE vypise odebranou hodnotu. Které z nasledujicich sekvenci ¢isel nemiizou nastat?

a) 4687532901
b) 0123456789

c) 2567489310

1.6 Jak byste implementovali frontu jen pomoci dvou zasobnika?

1.7 Naucte se pracovat s ukazateli a slozenymi typy:

V jazyce C pri préci s ukazateli pouzivame operdtory reference a dereference.

Vyraz v C vyznam

int* a proménnd a je ukazatelem, tj. adresou mista v paméti, kde se

nachdzi proménnd/hodnota typu integer

int b = *a | do proménné b ukldddme dereferenci a, tj. hodnotu uloZenou na

adrese a
*a =b do dereference a, tj. na misto s adresou a, ukladdme hodnotu b
a = &b do proménné a uklddame referenci na b, tj. adresu proménné b
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Vsimnéte si, ze dereference lze ¢ist i do ni ukladat, ale reference lze jen Cist. Zamyslete se proc.

int i = 3;
int* pl = &i;
int*x p2 = &pi; P2 | @ 3 Pl | @ 3 1|6

i=x*pl + 1i;

V C budeme pro slozené typy pouzivat struktury. Méjme proménnou a typu Struktura a proménnou
b, ktera je typu ukazatel na misto v paméti s daty typu Struktura, tj. Struktura a a Struktura™® b.

Vyraz v C Vyznam

typedef struct Node { | definice typu struct Node, ktery je strukturou s atributy key a next
int key; key je typu integer
struct Node™ next; | next je typu ukazatel na struct Node

} Node_t; zde si zavadime alias Node_t pro struct Node

a.key pristup k atributu key proménné a

(*b) .key pristup k atributu key struktury referencované ukazatelem b,

b->key kromé dereference lze pouzit i prehlednéjsi operator —>

V Pythonu misto struktur pouzivame tridy. Ttrida je zobecnéni struktury, kterd navic umoznuje
vytvaret funkce uvnitt t¥idy (pak jim fikdme metody). V tomto predmétu se vSak neocekdva znalost
objektoveé orientovaného programovani a tridy budeme v Pythonu potrebovat pouze ve smyslu slozeného
datového typu (avSak tém, co OOP ovlddaji, nebranime metody pouzivat). Deklarace atributi se provadi
zéroven s inicializaci v konstruktoru (metodé __init__). Konstruktor mé jeden povinny parametr self,
muze mit i dalsi parametry. K atributtim se v konstruktoru (i v jinych metodéch) pfistupuje pomoci
self.atribut.

Vyraz v Pythonu Vyznam
class Node: definice typu Node
def __init__(self, k): | konstruktor s parametrem k
self .key = k typ atributu key je urcen dynamicky podle toho,
co do néj pritazujeme
self.next = None obdobné u atributu next
a = Node(42) vytvoreni objektu typu Node, parametr k je 42
a.key pristup k atributu key proménné a

a) Vytvorte vlastni slozeny datovy typ, ktery reprezentuje osobu. K osobé je potieba uchovdvat
jméno a veék.

b) Pfidejte do vaseho typu pole/seznam (C/Python) pfétel dané osoby. Jakou formou je vhodné
pratele ukladat?

1.8 Naprogramujte si poradné véetné vSech potfebnych operaci seznam, frontu a zasobnik. Budete je
jesté v tomto predmétu potiebovat. Podklady pro C a Python najdete v studijnich materidlech.


https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2016/IB002/um/cv/C/
https://is.muni.cz/auth/el/1433/jaro2016/IB002/um/cv/py/
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ﬂ Pan Usmévavy dodava: Zkratky nékterych datovych struktur:
e LIFO (Last In, First Out) — také zndmo jako zdsobnik.
FIFO (First In, First Out) — také zndmo jako fronta.
FIGL (First In, Got Lost) — také zndmo jako byrokracie.
ATFO (All In, First Out) — také zndm jako zacdteénik v pokeru.
FIGO (First In, Garbage Out) — také zndmo jako generdtor ndhodnych cisel.

Nasledujici priklady jsou vhodné na domaci studium.

1.9 Méjme nésledujici funkce:
e HEAD(n, A), kterd vrati seznam prvnich n prvki seznamu A.
e TAIL(n, A), kterd vréti seznam poslednich n prvka seznamu A.

Pomoci téchto funkei navrhnéte funkei INTERVAL(a, b, A), kterd vrati seznam prvki ze seznamu A na

pozicich v intervalu od a po b.

1.10 Implementujte funkci DELETE, kterd odstrani prvni vyskyt zadaného prvku:
e ze zasobniku s pouzitim pouze funkci PUSH a POP za pouziti pomocného zasobniku.

e 7z fronty s pouzitim pouze funkci ENQUEUE a DEQUEUE za pouziti pomocné fronty.

Nasledujici priklady jsou vytvorené ze starsich implementac¢nich testi. Maji slouzit jako bonusovy materidl

pro doméci studium nebo pro pripad, Ze se jiz na cviceni vsechno probralo.

Karlik varuje: Pri feseni tloh s dynamickymi datovymi strukturami si davejte pozor
na pristupovani a kontrolu k NULL/None prvkum.

1.11 Implementujte nasledujici modifikace linearniho seznamu:

e Formulujte funkci, kterd obrati poradi prvku v jednostranné zretézeném linedrnim seznamu. Tedy
zacatek bude novy konec a konec bude novy zacatek.

e Modifikujte oboustranné zretézeny linedrni seznam tak, ze ukazatele ,dopfedu* budou ukazovat ob

jeden prvek dél. Zpétné ukazatele ztistanou zachovany.

1.12 Meéjme definovany cyklicky seznam jako seznam, jehoz zacitek = konec. Implementujte nad

takovymto seznamem néasledujici funkce:
e ISCIRCULAR, kterd ovéri, zdali je zadany seznam opravdu cyklicky,
e GETLENGTH, kterd vraci pocet prvki v seznamu,

e CALCULATEOPPOSITE, kterd k jednotlivym prvkim seznamu najde protéjsi prvek v kruhovém
seznamu a vytvori na ngj ukazatel (feSte jen pro ptipad kruhového seznamu sudé délky).
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1.13 Implementujte modifikovany zasobnik, jehoz metody PuUsH a PoP funguji nasledovné:

e PUsH vkladd na vrchol zdsobniku v pripadé, ze vkladand hodnota je vétsi nez aktudlni vrchol
zasobniku a vrchol aktualizuje. V opa¢ném pripadé vlozi novy prvek hned pod vrchol zasobniku

a vrchol neméni.

e POP odebira prvek ze zasobniku z jeho vrcholu v pfipadé, ze vrchni prvek je vétsi nez prvek pod

nim. V opacném pripadé se odstrani prvek pod vrchnim prvkem, tedy ten co mé vétsi hodnotu.

Karlik varuje: Zkontrolujte si, jak se vase implementace chovd na prazdném a
jednoprvkovém zasobniku.

1.14

1. Implementujte funkci, ktera bere na vstupu dva ukazatele na zac¢atky zretézenych seznamu a urci,
jestli jsou seznamy shodné. Seznamy povazujeme za shodné, pokud obsahuji stejny pocet prvku se

stejnym obsahem ve spravném poradi.
2. Modifikujte predchozi porovnévaci funkci na ovéreni shodnosti cyklickych seznamu.

3. Jak byste postupovali, pokud byste méli uréit, jestli seznamy obsahuji stejné prvky (zapsané

v libovolném potadi)?

1.15 Méjme dva zietézené seznamy, které obsahuji prvek (bod shody), od néhoZ jsou déle stejné. Pro
priklad méjme seznamy éisel S7 = [1,2,3,5] a Sy = [1, 3, 5], jejichz bod shody je 3. Implementujte funkci,

kterd najde bod shody zadanych dvou seznamt.

1.16 Megjme dva zietézené seznamy, které obsahuji sefazené posloupnosti ¢isel. Navrhnéte funkci
MERGE, ktera spoji tyto dva zietézené seznamy do jediného zretézeného seznamu, ktery bude mit také
vsechny prvky sefazené. PTi spojovani nevytvafejte novy seznam ani nové prvky seznamu, pracujte jenom

s ukazateli na nasledujici prvky.

1.17 Implementujte 2D seznam, ktery splnuje néasledujici pozadavky. Kazdy prvek 2D seznamu ma
ukazatele left, right, up a bottom, které ukazuji na p¥islusné okolni prvky (v pfipadé, Ze dany prvek
neexistuje, pak je hodnota ukazatele nil). Do seznamu lze vklddat pouze pomoci funkei INSERTLEFT a
podobnych, které berou ukazatel na prvek, vedle kterého se ma novy prvek vlozit, a vkladany prvek.
Vlozeni probéhne pouze v pripadé, ze prislusny vedlejsi prvek je pred vlozenim nil. Pii vkladani dejte
pozor, abyste vytvorili prislusné ukazatele na vsechny okolni prvky.

Pokud mate zdjem, mizete implementovat i funkce pro odstranéni okrajového prvku. Pro uvedeni

prikladu funkcionality uvazujme takovyto 2D seznam:

a b
c d e
f h

Prvek g (na pozici podle lexikografického usporadani) lze vlozit voldnim INSERTRIGHT(f, g), INSERTBOT-
TOM(d, g), nebo INSERTLEFT(h, g). Po vloZeni bude mit prvek g nastaven sprdvné okolni ukazatele na
f,d, h a ty budou mit zase zpétné nastaveny ukazatele na g.



Kapitola 2

Algoritmy a korektnost

Algoritmus je presny a jednoznacny popis toho, jak mame postupovat, abychom po provedeni tohoto

postupu na vstupnich hodnotach dostali kyzeny vysledek.
Program je algoritmus zapsany v jistém programovacim jazyce.
Nésledujici pojmy jsou definovany pouze pro algoritmy. Obdobné se definuji pro programy.

Vstupni podminka ze vSech moznych vstupt do daného algoritmu vymezuje ty, pro které je algoritmus

definovan. Chovani na ostatnich vstupech néds nezajimé. Vstupni podminka se zna¢i symbolem ¢.

Vystupni podminka pro kazdy vstup daného algoritmu spliujici vstupni podminku urcuje, jak mé

vypadat vysledek odpovidajici danému vstupu. Znaci se symbolem 1.

Algoritmus je éasteéné (parciilné) korektni, pokud pro kazdy vstup, ktery spliiuje vstupni pod-
minku a algoritmus na ném skonéi, vystup spliiuje vystupni podminku (spolu s odpovidajicim

vstupem).

Algoritmus je uplny (konvergentni), pokud pro kazdy vstup spliiujici vstupni podminku vypocet

skonci.
Totalné korektni algoritmus je parcidlné korektni a konvergentni.

Invariant cyklu je kazdé takové tvrzeni o algoritmu, které plati pred vykonanim a po vykonani kazdé

iterace cyklu.

Matematicka indukce je bézny zpusob dokazovani korektnosti rekurzivniho algoritmu. Nejdiive tvrzeni
musime dokézat pro funkci bez zanoreni, dale predpokldddme platnost pro obecné zanoreni do

hloubky m a induk¢nim krokem musime potvrdit, ze pokud plati pro m, pak plati i pro m + 1.

Pani Bila pripomina: Algoritmus je procedura proveditelnd Turingovym strojem.

2.1 Je nasledujici algoritmus, ktery jako vstup bere pocet dnt od roku 1980 a jako vystup mé vratit

aktualni rok, korektni?
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Funkce GETCURRENTYEAR(days)

vstup: days je pocet dni od 1. 1. 1980
vystup: napocitanad hodnota year s aktudlnim rokem

1 year < 1980
2 while days > 365 do

3 if year je prestupny rok then

4 if days > 366 then
5 days < days — 366
6 year < year + 1
7 fi
8 else
9 days < days — 365
10 year < year + 1
11 fi
12 od

13 return year

ﬂ Pan Usmévavy dodava: Jak informatik vari vodu? Vezme konvici a podle toho,
o © zda je prazdna, se rozhodne: Pokud je prazdnd, pak do ni nalije vodu a da ji varit.
Pokud neni prazdna, pak z ni vylije vodu, ¢imz problém redukuje na predchozi piipad.

— toto je korektni algoritmus.

2.2 Mg¢jme nasledujici algoritmus, jehoz vstupem i vystupem je redlné ¢islo.

Funkce SQUARE(x)

vstup: x je ¢islo

vystup: 22

14

z+0

while |i] # 0 do
Zz+tzx
t+1—1

od

7 return z

[ -

=]

a) Vzhledem ke kterym z nasledujicich vstupnich podminek je algoritmus konvergentni? Pfirozend

¢isla uvazujeme véetné nuly.
2) p(z) = € R b) p(z) =z € RY
c)plz)=x€Z d) p(z) =z €N

b) Vzhledem ke kterym z uvedenych vstupnich podminek a vystupni podmince

P(x,2) =2 =2

je algoritmus parcialné korektni?

¢) Jak se zméni vstupn{ podminka, pokud cyklus zapiseme bez zaokrouhleni ¢ dolu, tedy ¢ # 07

Pro jaké vstupy je nyni algoritmus korektni pro vystupni podminku z ¢asti b)?

10
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2.3

a) Rozhodnéte, zda ndsledujici algoritmus korektné testuje, zdali je vstupni Fetézec S palindrom.

Pro potreby prikladu jesté zadefinujme, ze pristup mimo meze fetézce vzdy vrati znak ,—¢.

Funkce PALINDROMCHECK(S, 1)

vstup: fetézec S délky n
vystup: true pokud je S palindrom, jinak false

11

[

jn
while i # j do
if S[i] # S[j] then
return false
else
t—i+1
Je=i—1

© o NI o o kA~ W N

od

10 return true

b) Pokud je algoritmus totdlné korektni, dokazte to pomoci invariantu cyklu. Pokud neni, uvedte
priklad vstupni posloupnosti a vysvétlete, pro¢ vypocet algoritmu pro dany vstup neni korektni.
Algoritmus se v takovém pripadé pokuste opravit.

2.4 Funkce SOUCET pro vstupni posloupnost A = (a1, as,...) celych ¢&isel vypocte soucet prvnich i

prvka posloupnosti, kde ¢ je nejmensi index takovy, ze a; = 0.

Funkce SOUCET(A)

vstup: A je pole celych ¢isel indexovano od 1

vystup: soucet posloupnosti A
1941
2 5+0
3 while A[i] # 0 do

// misto pro invariant

4 s+ s+ Ali]
5 1+—1+1
6 od

7 return s

Ze zadani formulujte vstupni a vystupni podminku, nasledné naleznéte invariant while cyklu na radcich

3 az 6 a dokazte pomoci néj korektnost algoritmu.

2.5

a) Rozhodnéte, zda nédsledujici algoritmus spravné vypiSe horni trojihelnik hodnot matice M.

Horni trojuhelnik zahrnuje vSechny pozice nad hlavni diagonélou (hlavni diagonéla odpovidd

11
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pozicim, kde = = y) vcetné diagondly.

Funkce TRIANGLEMATRIXPRINT (M, z, y)

vstup: matice M s rozméry y fadka a z sloupct

11+ 1
2 while i <y do

3 j+1

4 while j <z do

5 if j < i then

6 j 1 // presko¢ k diagondle
7 fi

8 PrINT (M]3, j])

9 j—i+1

10 od

11 1 1+1

12 od

b) Pokud je algoritmus korektni, dokazte to. Jestlize neni, uvedte priklad vstupni posloupnosti

a vysvétlete, pro¢ vypocet algoritmu pro dany vstup neni korektni a pokuste se algoritmus

opravit.
2.6 Nasledujici algoritmus SELECTSORT (A4, n) sefadi pole ¢isel A = [Ay,..., A,]. Na konci vypoctu
budou prvky v poli A’ =[A],..., A ] permutaci prvka pole A tak, Ze budou sefazené vzestupné.

Pro vyhledani maxima se pouzije nasledujici algoritmus, ktery vraci index v poli, na kterém se nachazi

maximalni prvek.

Funkce MAXIMUM(A, n)

vstup: (A, n) // A je pole a n je pocet proki v poli
vystup: index maxima z pole A
mazxIndexr = 1
for i < 2 ton do
if A[i] > AlmaxIndezx] then

mazrIndex < i

-

o R~ W N

fi

6 od

7 return mazIndex

Dokazovani korektnosti algoritmu MAXIMUM si nechdme na ptiklad 2.15, zatim muzete predpoklddat
jeho korektnost.

Funkce SELECTSORT(A, n)

vstup: (4, n) // A je pole a n je pocet proki v poli
vystup: vzestupné sefazend posloupnost A
for i < n downto 2 do

J < MaximmuMm (A, 1)

Swap (Ali], A[j]) // prehodi proky

-

w N

4 od
5 return A

12
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Ze zadani zformulujte vstupni a vystupni podminky a na zakladé invariantu for cyklu dokazte korektnost

algoritmu vzhledem k témto podminkam.

aa

0 © Daliborek vzkazuje: Abychom dokézali invariant, musime dokazat invariant.

2.7 Na programovaci ¢ast jsme pro vas pripravili zdrojové kody v C a Python se spoustou typickych
chyb. Vasim tkolem je jich najit a opravit co nejvice. Zkousejte rtizné vstupy, hledejte na mistech, kde se

chyby délaji nejcastéji.

Nésledujici priklady jsou vhodné na domaci studium.

2.8 Které algoritmy jsou vzhledem k dané vstupni a vystupni podmince parcidlné korektni pravé tehdy,
kdyz jsou totalné korektni?

2.9 Ktery algoritmus je parcidlné korektni vzhledem k libovolnym vstupnim a vystupnim podminkam?

2.10 Predpoklddejme, Ze ¢iselné pole A[l...n] obsahuje sefazenou posloupnost ¢isel (od nejmensiho po
nejvetsi). Dale predpoklddejme, ze A obsahuje ¢islo x. Rozhodnéte, zda voldni funkce SEARCH(A, x,1,n)
vrati hodnotu indexu I takového, ze A[l] = x. Jestlize ano, dokazte korektnost algoritmu. Jestlize ne,

uvedte priklad vstupni posloupnosti a vysvétlete, pro¢ vypocet algoritmu pro dany vstup neni korektni.

Funkce SEARCH(A,x,1,7)

vstup: A je sefazené pole, z je hledany prvek, [ a r jsou indexy intervalu vyhleddvani

vystup: Index hledaného prvku
1 if [ =r then

2 return [

3 else

4 m<— |l+(r—14+1)/2]

5 if 2 < A[m] then

6 SEARCH (A, z,l,m)

7 else

8 SEARCH (A,z,m+ 1,7)
9 fi

10 fi

2.11 Rozhodnéte, zda nasledujici algoritmus vrati sumu vsech prvka matice Cisel. Jestlize ano, dokazte
korektnost algoritmu. Jestlize ne, uvedte priklad vstupni posloupnosti a vysvétlete, pro¢ vypocet algoritmu

pro dany vstup neni korektni.
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Funkce MATRIXSUM(A,n)

vstup: matice celych Cisel A rozméri n x n, n > 1

vystup: suma vsech prvki matice A

s+ 0

[uy

for i < 1 ton do
for j + 1ton/2 do
s« s+ Ali, j]
s+ s+ Alj,il;

o A W N

6 od
7 od

8 return s

2.12 Rozhodnéte, zda nésledujici algoritmus zvétsi vstupni argument o jedna. Jestlize ano, dokazte
korektnost algoritmu. Jestlize ne, uvedte priklad vstupu a vysvétlete, pro¢ vypocet algoritmu pro dany

vstup neni korektni.

Funkce INCREMENT(y)

vstup: y € N
vystup: y + 1
12+ 0,c+—1,d+1
2 while (y > 0) V (¢ > 0) do
3 a < y mod 2
4 if a ® c then
// @ je operace xor

5 T+ x+d
6 fi

7 c<—alc

8 d<2d

o y< |y/2]
10 od

11 return x

2.13 Rozhodnéte, zda nésledujici algoritmus spravné vypocita sumu vsSech jednicek v bindrnim fetézci B.

Jestlize ano, dokazte korektnost algoritmu. Jestlize ne, uvedte ptiklad vstupni posloupnosti a vysvétlete,

14
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pro¢ vypocet algoritmu pro dany vstup neni korektni a pokuste se algoritmus opravit.

Funkce BITsSuM(B)
vstup: pole B obsahujici 0 a 1

vystup: pocet jednicek v poli B

1 sumq < 0
2 for i< 1to [§] do
3 if B[i] =1 then

4 sumy < sumq +1
5 fi

6 if Bln—i] =1 then
7 sumy < sumq + 1
8 fi

9 od

10 return sum;

2.14 Rozhodnéte, zda nésledujici algoritmus spravné vypiSe horni (nad diagondlou) trojtihelnik hodnot
matice M. Jestlize ano, dokazte korektnost algoritmu. Jestlize ne, uvedte piiklad vstupni posloupnosti a

vysvétlete, pro¢ vypocet algoritmu pro dany vstup neni korektni a pokuste se algoritmus opravit.

Funkce TRIANGLEMATRIXPRINT(M )

vstup: matice M rozméri z x y
111
2 71
3 while i <z do
4 while j <y do

5 if i = j then

6 while ¢ > 0 do

7 PRINT(M]3, j])
8 1+—i—1

9 od

10 j+—7+1

11 14—1+1

12 fi

13 od

14 od

2.15 Dokazte parcidlni korektnost algoritmu pro sefazeni prvka v dvouprvkovém poli A indexovaném

od jednicky vzhledem k nésledujicim podminkam.

p(A) = A je dvouprvkové pole celych cisel

Y([z,y], [p,q]) =p < g A (p,q) je permutaci(z, y)

Vystupni podminka neni zadané korektné pro jiné velikosti poli. Muzeme predpoklddat, ze pro pripady

nepokryté uvedenym vzorem vraci false.

15
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Funkce SORT(A)

vstup: A dvouprvkové pole

vystup: sefazené pole A

if A[1] > A[2] then

[uy

2 z + A[l]

3 A[l] «+ A[2]
4 A2 + 2

5 fi

6 return A

2.16 Analyza algoritmu hleddni maxima. Méjme nasledujici algoritmus:

Funkce MAXIMUM(A, n)

vstup: (A, n) // A je pole a n je pocet proki v poli
vystup: maximum z pole A

-

max = A[l]
for i < 2 ton do
if A[i] > max then
max < Ali]

o R W N

fi
od

7 return max

(<]

Dokazte parcidlni korektnost algoritmu MAXIMUM(A, n) vzhledem ke vstupni podmince:
©(A,n) = A je neprdzdné pole celych cisel délky n
a vystupni podmince

(A, maz) = maz lezi v A a pro vsechna q z pole A plati ¢ < maz.

‘ Daliborek vzkazuje: Korektnost algoritmu je vhodné dokazovat pomoci nejslabsi

* vstupni podminky.

2.17 Nasledujici algoritmus vzestupné sefadi ¢iselnou posloupnost a = (aq,...,a,) uloZzenou v poli

A. Tedy na konci vypoctu bude v poli A posloupnost o’ = (a,...,al,), kterd je permutaci posloupnosti

Y

aaplatia) <---<al.
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Funkce SORT(A,n)

vstup: (A4, n) // A je pole a n je pocet proki v poli

vystup: serazena posloupnost A

for i < 2 ton do

=

2 x + Ali]

3 ji—1

4 while (5 > 0) A (A[j] > z) do
s Al+1] < Al

6 j—i—1

7 Alj+ 1) =

8 od

9 od

a) Formulujte vstupni a vystupni podminky a dokaZte korektnost algoritmu vzhledem k témto

podminkam.

b) Napiste invariant vnéjsiho cyklu. Napiste mezilehlé podminky pro zacétek a konec téla vnéjsiho

cyklu a pomoci nich a invariantu vnéjsiho cyklu dokazte spravnost algoritmu.

c¢) Formulujte invariant vnitfniho cyklu. Pomoci ného a dfive napsanych mezilehlych podminek

ukazte spravnost téla vnéjsiho cyklu vzhledem k témto podminkam.

17



Kapitola 3

Délka vypoctu, slozitost

Slozitost vyjadruje naro¢nost algoritmu na ruzné zdroje vypoctu: dobu vypoctu, velikost paméti, pocet

procesort apod. Podle toho rozlisujeme rtzné miry slozitosti.

Délka vypoctu konkrétniho algoritmu na konkrétnim vstupu je pocet elementarnich operaci, ze kterych
se tento vypocet sklada.

Casova slozitost algoritmu je funkce f na mnoziné prirozenych &isel takové, Ze vipocet algoritmu pro
kazdy vstup délky n mé délku nejvyse f(n). Slozitost algoritmu obvykle vyjadfujeme asymptoticky.

Asymptoticka notace: pro kazdou funkci g : N — RS‘ zavedeme nasledujici mnoziny funkei:

« O(g)={f|3c>0,np €N : Yn>ng : f(n)<c-g(n)}
Mnozina funkei rostoucich nejvyse tak rychle jako g.

e 2(g)={f|3ec>0,npeN: Vn>ng: c-g(n) < f(n)}
Mnozina funkei rostoucich alespon tak rychle jako g.

e O(g)={f|3c1>0,ca >0,mp €N : Vn>mng : c1-9(n) < f(n) <ca-g(n)} =0(g) N N(g)
Mnozina funkei rostoucich stejné rychle jako g.

‘ Daliborek vzkazuje: Logaritmické funkce rostou exponencialné pomaleji nez li-
00 nearni funkce. Libovolnd polylogaritmicka funkce tedy roste pomaleji nez libovolné
polynomialni funkce. Exponencialni logaritmickou funkci a logaritmickou exponencidlni

funkci vSak lze prevést na polynomialni funkci.

3.1 Rozhodnéte a zduvodnéte, zda jsou nésledujici tvrzeni pravdiva:
1. 3n® — 16n+2 € O(n®)
2. 3n% —16n+2 € O(n)
3. 3n% —16n +2 € O(n'7)
4. 3n® —16n + 2 € Q(n®)
5. 3n5 — 161+ 2 € O(n®)
(

6. 3n° —16n + 2 € O(n)

18
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3.2 Pro néasledujici funkce f a g urcete dvojici konstant ¢ a ng, kterd je svédkem toho, ze plati f € O(g),

resp. g € 2(f). Kolik existuje takovych dvojic? Pro urceni dvojice ¢ a ng pouzijte nasledujici grafy.

T T T \ \ T T T T \ —
sl —— n/2+5 || 15 —— logyn
w2 —An+7 a2l 9
40 - - 10 8
30 - R
57 |
20 R
10 - B 0l |
0L ! ! ! ! ! i ! ! ! ! ! !
—6 —4 —2 0 2 4 6 0 1 2 3 4 5
n n

a) f(n)=%+5g(n)=n*>—4n+7

b) f(n) =logyn; g(n) =2""1 -2

3.3 Seradte nasledujici funkce podle rychlosti jejich rastu:

n? +logn ™ms —nd3+n n?
loglogn A logn
() n-logn n!

n n" 6
log(n!) log*n Viogn
o 9logy n 92"

3.4 Dokazte, ze plati nasledujici tvrzeni:

ontl ¢ (’)(3>
n

Uvédomte si vztah mezi O(2") a 20(").

3.5 Urcete ¢asovou slozitost nasledujicich algoritmi.

a) Urcete slozitost algoritmu na zakladé délky pole A.

Procedura PRINTER1(A,n)

vstup: pole A délky n

1 for i <+ 1 to 100000 do
2 if i <n then

3 print A[i]

4 fi

5 od
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b) Urcete slozitost algoritmu na zdkladé délky pole A.

Procedura PRINTER2(A, n)

vstup: pole A délky n

1 fori+ 1ton—1do

2 for j«—itoi+1do
3 print A[j]

4 od

5 od

c¢) Urcete Casovou slozitost algoritmu MAXIMUM.

Funkce MAXIMUM(A, n)
vstup: pole A délky n

vystup: maximum z pole A

1 maz  A[l]

2 for i < 2 ton do

3 if A[i] > max then
4 max + Ali]

5 fi

od

return max

d) Urcete ¢asovou slozitost nasledujiciho algoritmu, ktery vrati souc¢in dvou prirozenych ¢&isel y a z.

Funkce MULTIPLY(y, 2)
vstup:y € Z, z € N
vystup: soucin y - z

z <+ 0
while z > 0 do
if z is odd then
T4—T+yY
fi
y<—2-y
z+ |2/2]
od
return x

© 0w N 0 oA W e

Jakou c¢asovou slozitost maji jednotlivé aritmetické operace?

Casova slozitost se pocita vzhledem k délce vstupu. Pokud tedy s¢itdme nebo odéitdme dveé
n bita dlouhd ¢isla, provedeme n sc¢itani, respektive odecitani, pro dvojice ¢islic stejného radu.
Casova slozitost s¢itani a odcitani je tedy linedrni.

Nésobeni, které umime ze zakladni skoly, ma kvadratickou slozitost, jelikoz kazdy tad prvniho

¢isla musime vynasobit vsemi rady druhého cisla. Stejnou casovou slozitost ma i déleni.

Urc¢it obecné ¢asovou slozitost tohoto algoritmu by bylo mnohem komplikovanéjsi. Vystacime-li

si s Cisly v rozsahu typu integer, pak se da rici, Ze procesor provadi dané operace v konstantnim
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case. Pokud neuvedeme v prikladé jinak, predpokladame casovou slozitost matematickych

operaci za konstantni.

3.6 Urcete Casovou slozitost riznych verzi algoritmu POWER.

a) Zakladni iterativn{ verze:

Funkce POWERITER (base, exp)

vstup: base € R, exzp € N

vystup: base®*?

1 output < 1
2 for i + 1 to exp do

3 output < output - base
4 od
5

return output

b) Bindrni umocnovéni:

Funkce POWERBIN(base, exp)

vstup: base € R, exp € N

vystup: base®*?

1 output < 1
while exp > 0 do
if exp mod 2 =1 then
output < output - base
fi
base < base - base
exp < |exp/2]
od

return output

© ®w i =R ) B NI V]

c) Lisi se néjak tato rekurzivni implementace (z hlediska slozitosti) od 1. algoritmu?

Funkce POWERRECURSIVE (base, exp)

vstup: base € R, exp € N

vystup: base®*P

[

if exp = 0 then
return 1
else
return base - POWERRECURSIVE (base, exp — 1)

o A W N

fi

Zmérte cas vypoctu volani raznych implementaci funkce POWER. Jaké jsou vhodné hodnoty

pro testovani?
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3.7 Nasledujici 3 funkce vraci n-té ¢islo z Fibonacciho posloupnosti. Urcete jejich ¢asovou slozitost.
Casovou slozitost zakladnich matematickych operaci (s¢itani, ndsobeni. ..) pro zjednoduseni uvazujte
konstantni.

Fibonacciho posloupnost je nekonecna rada cisel, kde je kazdé ¢islo souctem dvou predchozich. 0. ¢len
rady je 0, prvni je 1.
Prvnich 10 ¢lenu je 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34

ﬂ Pan Usmévavy dodava: Fibonacciho posloupnost mtizeme také definovat pomoci
o © populace krélicku. Predpokladame, ze prvni mésic se narodi jediny péar, nové narozené
pary jsou produktivni od druhého mésice svého zivota, kazdy meésic zplodi kazdy
produktivni par jeden dalsi par a pro realnost kralici nikdy neumiraji, nejsou nemocni

atd. Pak n-té Fibonacciho ¢islo popisuje pocet pari v n-tém mésici.

a) Zékladni rekurzivni varianta vypoctu Fibonacciho ¢&isel:

Funkce FIBRECURSIVE(n)

vstup: n € N

vystup: n-té cislo z Fibonacciho posloupnosti

if n <1 then

1
2 return n

3 else

a return FIBRECURSIVE(n — 1) + FIBRECURSIVE(n — 2)
5

fi

b) Iterativni podoba:

Funkce FIBITER(n)
vstup: n € N

vystup: n-té ¢islo z Fibonacciho posloupnosti

lower < 0
higher < 1
for i+ 1 ton do

=

tmp < lower + higher
lower < higher

(<IN B N V]

higher < tmp
od

return higher

® =

c¢) Pomoci zlatého Tezu:

Funkce FIBCONST(n)
vstup: n € N

vystup: n-té ¢islo z Fibonacciho posloupnosti

1 phi 1+T\/g // hodnota zlatého Tezu, kterou si miZeme navic predpocitat

2 return Lp%r + 1]
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‘ Daliborek vzkazuje: Pojem Fibonacciho ¢isel 1ze zobecnit spoustou zptisobu. Lze
0 © zadefinovat pro zdpornd, redlnd a komplexni ¢isla, lze zadefinovat i nad vektorovym
prostorem a Abelovou grupou. Zadefinovanim jinych zdkladu, poptipadé jiného sc¢itani,

muzeme ziskat jiné posloupnosti, napriklad Lucasova ¢isla. Pokud budeme misto dvojice
predchozich ¢isel posloupnosti séitat ¢isel vice, ziskdme tribonacciho, tetranacciho. . .

¢isla.

3.8 Namérte si dobu béhu rtznych verzi algoritmiit POWER a FiB. Programatorskou ptipravu najdete
ve studijnich materidlech — C a Python. Vasim tikolem je naimplementovat rizné podoby algoritmt, dobu

béhu naméii pripravena funkce main.

Nasledujici priklady jsou vhodné na domaci studium.

3.9 Rozhodnéte, zda jsou nasledujici tvrzeni pravdiva.
1. 3n? 4+ 5n € O(n?logn)
2. 3n? +5n € O(n)
3. 3n? +5n € Q(nlogn)
4. 3n% + 5n € Q(0.05")

5. 3n2 +5n € O(n?%)

3.10 Do tabulky dopliite symboly P a N podle toho, zda plati (P) nebo neplati (N), ze 3n2 +5n € Q(f),
resp. 3n% +5n € O(f) a 3n? + 5n € O(f), pro funkci f zadanou v prvnim sloupci tabulky.

f 3n? +5n € Q(f) | 3n?+5n € O(f) | 3n* +5n € O(f)

3’ﬂ
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3.11 Dokazte, ze plati nasledujici tvrzeni:

log(n) € O(n).

3.12 Méjme algoritmus s ¢asovou slozitosti vyjadienou funkei T'(n). Rozhodnéte, zda pro nasledujici

definice funkce T'(n) plati:

)

T(n) = 1 pron =1
2T([n/2]) +n  jinak
Plati, ze T(n) = O(nlogn)?
b)
T(n) = 1 pron=1
2T'(n—1)+n jinak
Plati, ze T'(n) = O(nlogn)?
c)
T(n) = 1 pron=1

T([n/2])+1 jinak

Plati, ze T'(n) = O(logn)?

3.13

a) Mé&jme algoritmus se slozitosti v 2°("). Pi jeho feSeni na starém poéitaci trval vypocet pro
n = 36 jeden den. Nyni mame k dispozici novy pocitaé, ktery je 1000krat rychlejsi. Urcete,
pro jak velké n lze s novym pocitacem algoritmus spustit, aby doba vypoctu neptesahla jeden

den.

b) Jaky bude rozdil pfi n = 10 pro algoritmy se slozitosti v ©(n!) a v ©(n™)? Vysledek odhadnéte.

3.14
a) Urcete ¢asovou slozitost nésledujictho algoritmu pro vyhledani klice v zadaném poli (vstupni
posloupnost je setfidénd). Algoritmus bindrniho vyhleddvani (vrati index nalezeného prvku

v poli D):
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1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

12

Funkce BINARYSEARCH(D, I, 7, k)
vstup: D je settidéné pole, [ a r jsou levy a pravy konec pole, k je hledany kli¢
vystup: nalezeny index vyskytu ¢isla k, —1 s pripadé, ze se k v poli nevyskytuje
if [ > r then
return —1;
else
m < L+ [“5t] // odpovidd | ], ale zabrdni pretecent rozsahu int
if k < D[m] then
return BINARYSEARCH (D,l,m — 1, k)
else if k > D[m] then
return BINARYSEARCH (D, m + 1,7, k)
else
return m
fi
fi

b) Naprogramujte si algoritmus vyhleddvéani pomoci bindrniho pileni v iterativni podobé.

ﬂ Karlik varuje: Vyhleddvani pomoci binarniho ptleni lze pouzit pouze na usporadané

pole. Nelze jej efektivné pouzit ani na zretézeny seznam, ani na neusporadané pole.

Existuje i efektivnéjsi vyhledavani tzv. INTERPOLATIONSEARCH, které funguje na zptisob hledani ve

slovniku.

Algoritmus interpoluje, kde priblizné by mél posloupnost rozdélit, na zakladé hrani¢nich hodnot.

Priumérna éasova slozitost interpola¢niho vyhleddvani je log(log(n)), ale v nejhorsim pfipadé mize byt

slozitost az v O(n) a to v pripadé, Ze hodnoty rostou exponencidlné. Algoritmus vypada nasledovné:

Funkce INTERPOLATIONSEARCH (D, k)

vstup: D je settidéné pole, k je hledany klic

vystup: nalezeny index vyskytu ¢isla k, —1 s pripadé, ze se k v poli nevyskytuje

1 low +1

2 high < |D|

3 while D[low] < k A D[high] > k do

4 mid < low + ((k — D[low]) - (high — low))/(D[high] — D[low))

© 0 N o o

10

11 od

if D[mid] < k then

low < mid+1

else if D[mid] > k then

high < mid — 1

else

return mid

12 if D[low] = k then

13 return low
14 else
15 return —1;
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KAPITOLA 3. DELKA VYPOCTU, SLOZITOST

Tabulka ¢asti vypoctu algoritmii o slozitostech logn, n, n?, 2" a n™ pro vstup délky 10, 20, 50 a 1000.

Predpokladejme, ze jedna iterace algoritmu trva 1 us.

10 20 50 1000
logn | 0,000001 s 0,000001 s  0,000002 s 0,000003 s
n | 0,00001s 0,00002s  0,00005s 0,001s
n? | 0,000ls  0,0004 s 0,0025s  1s
2™ 10,001024 s 1,048576s 35,7 let 3,4-10%87 let*
n"™ | 2,8 hod 3-10'2 let*

* Stafi vesmiru je odhadovéano na 13,7 - 10° let.
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Kapitola 4

Navrh algoritmu

Iterativni algoritmus je takovy, ktery spociva v opakovani uréité své ¢asti (bloku).

Rekurzivni algoritmus opakuje kéd prostfednictvim voldni sebe sama (obvykle na podproblémech
mensi velikosti). Kazdy rekurzivni algoritmus lze pfevést do iterativni podoby.

Rozdél a panuj je pristup déleni problému na mensi podproblémy. Sjednocenim castecnych reseni

vyresime puvodni problém. Takové algoritmy se ¢asto volaji rekurzivneé.

Rekurzivni strom reprezentuje jednotlivd zanoreni rekurze, kde jsou vrcholy stromu oznaceny slozitosti

jednotlivych rekurzivnich volani. S¢itanim jednotlivych trovni dostdavame vyslednou slozitost rekurze.

Pani Bila pripomina: Dalsim typem algoritmi jsou Greedy algorithms, které se
opravdu nejmenuji podle pana Greedyho. Tyto algoritmy hledaji lokalné nejlepsi fesent,
které muze byt globalnim fesenim. Z toho pochézi oznaceni greedy, coz do Cestiny

prekladame jako hladovy, tedy hladové algoritmy.

4.1 Jakymi algoritmy fesite tyto problémy ze Zivota a o jaky typ algoritmu se jedna?
a) Vyhledavani telefonniho ¢isla v seznamu (zlaté stranky).

b) Proces chiize do schodi.

¢) Sefazovan{ testu podle jména studentu ve 4 opravujicich.

d) Debugovani programu.

4.2 Navrhnéte algoritmus REVERSE, ktery dostane na vstup fetézec znaki a obrati v ném poradi vSech
znakl.

Zkuste problém Tesit pomoci riznych technik navrhu algoritm.

4.3

a) Navrhnéte algoritmus pro ndsobeni matic. Urcete vstupni a vystupni podminky algoritmu a

urcete jeho casovou slozitost.
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KapriTOLA 4. NAVRH ALGORITMU

b) V soucasnosti vime o algoritmu, ktery nasobi matice s ¢asovou slozitost{ ©(n?-3727). Pro¢ je

ndsoben{ matic v Q(n?)?

Pani Bila pripomina: Jeden z komplikovanéjsich algoritmii nasobeni matic je
Strassenuv algoritmus, ktery provadi nasobeni asymptoticky rychleji nez nas naivni
algoritmus. Vice se o tomto algoritmu muzete z vlastni iniciativy dozvédét v doporucené

literature k tomuto predmétu.

4.4

a) Najde nésledujici rozdéluj a panuj algoritmus maximélni prvek v poli A délky n? Pokud ano,
dokazte korektnost algoritmu. Pro jednoduchost miizete predpokladat, ze n je mocnina 2.

Funkce MaX(a,b) vraci vétsi prvek z a a b.

Funkce MAXIMUM(z,y, A)
vstup: z a y jsou indexy pole A

vystup: maximum z pole A mezi indexy = a y

1 if y — 2 <1 then

2 return Max(Alz], Aly])

3 else

4 mazr <+ MaximuMm(z, [(z + v)/2], A)

5 mazy < MaxiMuM(| (z +y)/2] + 1,y, A)
6 return MAX(max, mazs)

7 fi

b) Zapiste rekurentni rovnici pro nejhorsi pfipad poc¢tu porovnéni pfi volani MAaXiMUM(1,n).
Nésledné tuto rovnici vyteste a urcete z ni casovou slozitost vzhledem k délce vstupu. Opét

muzete predpokladat, ze n je mocnina 2.

Pro vyreseni rekurentni rovnice mizete pouzit master method z prednasky. Diky nému vime,
Ze plati nésledujici. Necht @ > 1, b > 1 a d > 0 jsou konstanty a T'(n) je definovand na

nezapornych ¢islech rekurentni rovnici:

) e pron =1
T = { aT(n/b) + O(nd)  jinak

Pak plati:
O(nd) pokud a < b?

T(n) =< O(n%logn) pokud a = b?
O(n'°&: @) pokud a > b?

4.5 Napiste rekurentni rovnici pro reseni problému batohu. V tomto problému je vasim tkolem vybrat
objekty s nejvyssi moznou hodnotou tak, aby se vesly do batohu.
Vstupem je tedy n objektt, pro které zavedeme proménné (z1, ..., x,), které znadi, zdali jsme objekt

do batohu vlozili. Déale je vstupem maximalni vaha V', tedy kolik se toho do batohu vleze. Kazdému
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objektu i je prifazena vdha v; a cena ¢;. Ukolem je vybrat objekty s nejvyssi moznou cenou tak, aby
jejich soucet vah neprekrocil limit V. Forméalné definovano:
n n
MaximalizujteZcq;xi pridem? plati ZUZI’ <V, z; € {0,1}.
i=1 i=1
Vasim tkolem je napsat rekurentni rovnici pro zminény problém a na zakladé ni vymyslet rekurzivni

algoritmus pro feSeni problému. Urcete jeho slozitost a nasledné ho naprogramujte.

Pani Bila pfipomina: Problém je vSeobecné zndmy jako problém batohu (Knapsack
problem). V navazujicich predmétech IV003 a IA101 muzete poznat spoustu ruznych

algoritmu resicich tento problém.

Pomoci rekurze je mozné psat kompaktni a elegantni programy, které ale mohou prestat fungovat za ne
zcela zjevnych okolnosti. Proto bychom si pri psani rekurze méli davat pozor na nasledujici bézné chyby:

e Chybé¢jici hrani¢ni podminka. Nésledujici funkce opakované vola sebe a nikdy nevraci hodnotu
zZpét.

Funkce f(n)
1 return f(n—1)+ 1/n;

e Negarantovana konvergence. Dalsi bézny problém je volat v rekurzivni funkci rekurzivni volani
pro feseni podproblému, ktery neni mensi.

Funkce f(n)
1 if n =1 then

2 return 1
3 fi
4 return f(n)+ 1/n;

Rekurzivni funkce f se dostane do nekonecné smycky, kdyz je volana s jinou hodnotou jinou nez 1.

e Prekroceni dostupné paméti. Pri volani rekurzivni funkce je potrebné si kazdé volani ulozit na
zasobnik. Proto jsme pti pouzivani rekurze omezeni velikosti zdsobniku. I spravné implementovany
program muze spadnout jen proto, ze mu dosla dostupna pamét. Proto se pri praci s vétsimi daty
preferuji iterativni formy algoritmi.

e Nadmeérné pocitani. Pii nepozorném psani rekurze se muze stat, ze pri pokusu o napsani ¢itelného
algoritmu pro jednoduchy problém napiSeme az exponencidlni algoritmus. Problém muze nastat
kdyz pri pocitani opakované pocitame stejné hodnoty. Napriklad pro definici Fibonacciho ¢isel

fo=frn-1+ fa—2.n>2s fo =0 a f; =1 mize trividlni implementace vypadat nasledovné:

Funkce f(n)
1 if n =0 then

2 return 0
3 fi
4 if n =1 then
5 return 1
6 fi
7 return f(n— 1)+ f(n —2);
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Coz je exponencidlni algoritmus, protoze nékteré vétve rekurze pocitdme opakované (pro f(n)
spocteme f(n —2) a pro f(n — 1) opét pocitame f(n — 2) atd.).

4.6 Jako programéatorské cviceni implementujte vyhleddvani pomoci bindarniho pileni v rekurzivni
podobé. Nasledné jej prevedte na nerekurzivni podobu. Jako druhé cviceni implementujte priklad na
vypocet MIN a MAX. Podklady pro programovani najdete uz tradicné ve studijnich materialech: C a
Python.

Nésledujici priklady jsou vhodné na domaci studium.

4.7 Navrhnéte a poté naprogramujte rekurzivni algoritmus, ktery vypocita hodnotu kombinacniho ¢isla.

Vyuzijte znalost rekurzivni formule:

n n—1 n—1
= 1<kE<n-—
(k> <k3—1>+< 1 )pron,k 1<k<n-1
<n)<n>1pron20.
0 n

4.8 Jaké znate algoritmy pro nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele 2 ¢isel?

s hranicnimi hodnotami:

Jaky je rozdil v casové slozitosti ,stredoskolského* algoritmu, ktery hledd spolec¢né prvocinitele, a
Euklidova algoritmu?
Naprogramujte si Eukliduv algoritmus (pfipadné muzZete implementovat oba pro moznost porovnani

pomoci méfeni ¢ast). O jaky typ algoritmu se jedna?

4.9

a) Navrhnéte rekurzivni algoritmus pro poéiténi faktoridlu.
b) Prevedte predchozi rekurzivni algoritmus na iterativni.

c) Porovnejte tato 2 feseni. Lisi se néjak ve vykonu? Pokud ano, ¢im je to zpusobeno?

4.10 Vyfeste nasledujici rekurentni rovnice. Urcete tésnou asymptotickou hranici pro kazdou funkci ve

formé O(f(n)) pro rozpoznatelnou funkci f(n). Jaké algoritmy by mohly rovnice popisovat?

1. A(n) = A(n/2)+n

2. B(n) =2B(n/2) +n

3. C(n) =3C(n/2) +n

4. D(n) = max, js<k<on/3(D(k) + D(n — k) + n)

5. B(n) = mingcgen(E(k) + E(n — k) + 1)

6. F(n) =4F(|n/2] +5) +n

7. G(n)=Gn—1)+1/n

8. H(n) = H(n/2) + H(n/4) + H(n/6) + H(n/12) + n [népovéda: 3 + % + 2 + 5 =1]

9. I(n) =2I(n/2) +n/logn

10. J(n) = jgzjg
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4.11 Vyfteste nasledujici rekurentni funkce pro T'(1) = 1. Predpokladejte, ze n je mocnina dvou.
1. T(n) =T(n/2) + 1
2. T(n) =2T(n/2) +1
3. T(n)=2T(n/2)+n

4. T(n) = 4T(n/2) + 3

4.12 Mgéjme pole A[l..n] sefazenych pfirozenych ¢&isel, které bylo cyklicky posunuto o k pozic do-
prava. Napiiklad pole [35,42,5,15,27,29] je pole, které bylo cyklicky posunuto o k = 2 pozic, zatimco
[27,29, 35,42, 5,15] bylo posunuto o k = 4 porzic.

Jednoduse dokéZeme najit maximélni prvek z pole A v ¢ase O(n). Navrhnéte algoritmus, ktery najde
maximum v ¢ase O(log(n)).
Navrhnéte algoritmus, ktery vyhledd zadanou hodnotu v poli v ¢ase O(log(n)).

4.13 Méjme dvoudimenziondlni pole, které obsahuje ¢isla 0 a 1. Navrhnéte efektivni rekurzivni
algoritmus, ktery prohodi za 0 vSechny 1, které sousedi pouze s 1. Prvky spolu sousedi, pokud jsou v z-ové,

nebo y-ové ose vzdéleny pravé o 1, tedy sousedstvi neplati po thloprickéach.

4.14 Navrhnéte rekurzivni algoritmus, ktery spocita sumu vsech ¢isel od 1 do n, kde n je dany argument

algoritmu.

4.15 Navrhnéte rekurzivni algoritmus, ktery najde a vrati nejmensi prvek v poli A, kde A a jeho

velikost jsou dané argumenty.

4.16 Navrhnéte rekurzivni algoritmus, ktery vypocitd sumu vsech prvka v poli A, kde A a jeho velikost

jsou dané argumenty.

4.17 Navrhnéte rekurzivni algoritmus, ktery rozhodne, jestli vstupni fetézec S je palindrom. S a jeho

velikost jsou dané argumenty.

4.18 Méjme nasledujici algoritmus:

Funkce RECURSION(a, b)
vstup: a,b € Ny

1 if b =0 then

return 0

2
3 fi

4 if bmod 2 =0 then

5 return RECURSION(a + a, §)
6 fi

7 return RECURSION(a + @, %) +a

e Urcete, co je vystupem algoritmu.

e Jak se zméni vystup algoritmu, kdyz nahradime soucet za soucin a return 0 za return 17
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4.19 Napiste program, ktery dostane na vstup Cislo n, na zakladé kterého vypocita a vypise vsech
n! permutaci n pismen zacinajicich od a (pfedpokladejte, Ze n je mensi nez 26). Na poradi vyslednych

permutaci nezalezi. Pro n = 3 by jeden z moznych vystupi programu byl nasledovny:
abc bac acb cab cba bea

Modifikujte predchazejici program tak, aby vracel permutace délky k, tedy pro vstup n a k vrati (nzi'k)'
permutaci. Vystup pron =4 a k =2:

ab ac ad ba be bd ca cb e¢d da db de

Napiste program, ktery vypise vSechny kombinace délky k. Vstupem programu jsou 2 argumenty n a k a

vystupem je #’_k), kombinaci. Naptiklad pro vstup n =5 a k = 3 program vypise:

abc abd abe acd ace ade bed bee bde cde

4.20 Navrhnéte algoritmus, ktery pro hodnotu k a Fetézec bitu b vrati vSechny fetézce, kterych
Hammingova vzdalenost od b bude pravé k. Hammingovu vzdalenost dvou stejné dlouhych fetézcu
definujeme jako pocet bitl, ve kterych se retézce lisi. Pro b = 0000 a & = 2 budou vystupem programu
binarni fetézce:

0011 0101 0110 1001 1010 1100

4.21 Méjme zasobnik n palacinek riznych velikosti. Navrhnéte algoritmus, ktery usporada palacinky
podle velikosti vzestupné tak, ze nejvétsi palacinka je vespod a nejmensi na vrcholu. Pro manipulaci
s palacinkami jste schopni prohodit hornich k palac¢inek tak, ze obratite jejich poradi. Vasim iikolem je

uttridit palacinky v nejvice 2n — 3 krocich.

4.22 Méjme nasledujici rekurzivni formuli pro aproximaci zlatého fezu:

f(n):{l 1 pokud n =0

1+W pokud n >0

e Navrhnéte a naprogramujte rekurzivni algoritmus pocitajici aproximaci zlatého fezu podle predchozi

formule.

e Naprogramujte stejny algoritmus bez pouziti rekurze.

4.23 Meéjme nasledujici algoritmus. Urcete, zdali je algoritmus konvergentni. Pokud neni, uréete dvojici

¢isel a, b, pro které algoritmus neskondci.

Funkce RECURSION(a, b)

vstup: a,b € N

1 if a # b then

2 m e

3 RECURSION(a,m — 1)
4 RECURSION(m + 1,b)

5 fi
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4.24 Mgjme nésledujici vzdjemné rekurzivni funkce. Uréete vystup volani g(g(2)).

Funkce f(n)
vstup: n € N

if n =0 then

=

2 return 0
3 fi
4

return f(n—1)+gn—1)

Funkce g(n)
vstup: n € N

if n =0 then

return 0O

=

2
3 fi
4

return g(n — 1) + f(n)

4.25 Mgéjme nésledujici rekurzivni funkei. Urcete vystup volani f(0).

Funkce f(n)
vstup: n € N

if n > 100 then
return n — 4

-

2
3 fi
4 return f(f(n+5))

4.26 Von Neumannova prirozena ¢isla jsou definovana nasledovné: 0 je definovana jako prazdna mnozina,
kazdé dalsi ¢islo i > 0 je definovano jako mnozina obsahujici von Neumannova prirozend ¢isla od 0 po
i — 1. Priklad:

0={}={}

1={0} = {{}}

2={0,1} = {{}, {{}}}

3=1{0,1.2} = {3 {31 {1 {1

Napiste program, ktery pro vstup n € N vrati fetézec reprezentujici ¢islo ve von Neumannové zapisu.

4.27 Napiste program, jehoz vstupem je fetézec s a Cislo k. Vystupem programu budou vsSechny

podrietézce s délky k.

4.28 Me¢jme 2 Tetézce ruznych znak. Navrhnéte algoritmus, ktery vrati vSechna mozna prolozeni téchto

2 Yetézcu. Naptiklad méjme s = 7ab” a t = "C'D”, pak vystupem algoritmu bude:

abCD CabD aCbD CaDb aCDb CDab
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4.29 Napiste program, ktery pro vstup n € N vrati vSechna rozdéleni na ¢isla, které v souctu déavaji
pravé n. Program pro n = 4 vrati:

31
22
211
1111
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Kapitola 5

Radici algoritmy

Radici algoritmus je algoritmus zajistujici sefazeni daného souboru dat podle specifikovaného pofadsi.

Usporadani je dédno relaci mezi prvky posloupnosti. Typicky fadime podle hodnoty klice vzestupné

(A, < A,11), nebo sestupné. Mtzeme si vSak zvolit vlastni relaci pro usporadéni.

Stabilni radici algoritmus je takovy algoritmus, ktery po sefazeni zachovava vzajemné poradi prvki
se stejnym klicem.
Stabiln{ algoritmus se ¢asto hodi pii Tfazeni podle vice klich. Chceme-li sefadit studenty podle
skupin abecedné, staci, kdyz serazenou posloupnost studentti podle abecedy seradime podle skupiny
pomoci stabilntho algoritmu.

Prirozeny radici algoritmus rychleji zpracuje jiz ¢astecné serazenou posloupnost.

Prostorova slozitost se definuje analogicky jako ¢asovd, pficemz mirou slozitosti je namisto poctu

krokti vypoctu mnozstvi paméti, ktera je v priabéhu vypoctu obsazena.

In situ/in place je algoritmus, ktery na svij béh potfebuje kromé samotnych fazenych dat konstantn{

mnozstvi paméti.

Online radici algoritmus dokéze radit posloupnost, kterd v dobé spusténi algoritmu neni kompletni.

Dokéze tedy do (Cdstecné) serazené posloupnosti zafadit dalsi prvky.

é Daliborek vzkazuje: Rekneme, ze usporadani je tiplné, pokud se jedna o trichoto-
° mickou relaci.

5.1 Proc¢ se viubec fazenim zabyvame? Pro¢ chceme posloupnosti dat radit?

ﬂ Pan Usmévavy dodava: Chuck Norris umi radit v konstantnim c¢ase pomoci

o algoritmu CHUCKSORT.
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5.2 S vyuzitim principu bindrniho vyhledavani navrhnéte algoritmus, ktery vrati index prvniho

vyskytu prvku k v sefazeném poli A[l...n]. Jestli se prvek k v poli A nevyskytuje, pak algoritmus vrati

hodnotu —1.

5.3 Modifikujte algoritmus z predchoziho piikladu tak, aby vracel index prvniho vyskytu prvku vétsiho

nez je dané ¢islo k. Pokud jsou vSechny prvky mensi nez k, pak algoritmus vrati —1.

5.4 Pole A obsahuje néjaké ndhodné prvky. Navrhnéte algoritmus, ktery smaze duplicitni prvky

v ¢ase O(n - log(n)).

5.5 Méjme databazi lidi, ke kterym uchovavame jména a misto bydlisté. Na jedné adrese typicky bydli

vice lidi. Chceme seradit lidi primérné podle adres a na kazdé adrese podle jména, jak na to?

5.6 Zkuste podrobné popsat vlastnimi slovy postup, jak seradit:
a) 10 hracich karet do ruky pfi rozddvani (po jedné),

b) nastoupenou fotbalovou jedendctku v dresech, pokud mé predstoupit o krok dopfedu sefazend

podle ¢isel na dresech,
¢) 200 pisemek podle abecedy, jsou-li k dispozici 4 pomocnici,

d) lidi stojici ve fronté v tizké chodbé podle data narozeni (pokud kazdy mize mluvit jenom se

svym sousedem),
e) papirky s ¢isly v rozmezi 00-99, pokud si muZete vytvaret hromadky,

f) soubory v adresafi tak, Ze primarné chceme fadit podle dne zmény a sekundérné podle jména

souboru.

5.7
a) Pouzijte algoritmus INSERTSORT na tomto poli: 8 52 6 9 3.

b) Rozeberte, zdali je INSERTSORT stabilni a in situ, a poté urdete jeho ¢asovou slozitost. Kde
byste pouzili INSERTSORT vzhledem k jeho vyhodam, jaké mé nevyhody?

c) Jak funguje INSERTSORT na vzestupné a sestupné sefazené posloupnosti a na posloupnosti

stejnych Cisel?

* na zacatku prikladu znaci pokrocily priklad nad ramec tohoto predmétu.

d) * Lze podminka while cyklu v algoritmu INSERTSORT redukovat tak, aby pouzivala jen jedno

porovnani?

5.8

a) Navrhnéte funkci, kterd spoji 2 sefazené posloupnosti tak, aby jejich spojenim vznikla jedna
vyslednd serazend posloupnost. Zamyslete se nad ¢asovou i prostorovou narocnosti. Lze

navrhnout asymptoticky optimalnéjsi feseni? Je vase funkce stabilni?
b) Funguje vase funkce i na nesefazené posloupnosti?

c) Jak se zméni slozitost pro sefazeni vice posloupnosti (3,4,...,k)?
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5.9 Je ddno k serazenych posloupnosti (p1,pa,...,pk), kde kazdd ma n prvkia. Vytvaiime sefazenou
postupnost nasledovné:

MERGE(. . . MERGE(MERGE(MERGE(p1, p2),03),P4)s - - - s Pk)

Slozitost vypoctu je:
a) O(n - k?) b) O(n - k)
c) O(n? - k) d) ©(n - log(k))

Navrhnéte asymptoticky efektivnéjsi reseni.

5.10

a) Formulujte algoritmus MERGESORT (Fazeni sluovanim). Rozeberte, zdali je stabiln{ a in situ,

a poté urcete jeho ¢asovou a prostorovou slozitost.

Procedura HALFHEARTEDMERGESORT ( List)

ﬂ Karlik varuje: Doufam, ze zvladnete vic nez toto:

1 if |List| < 2 then
2 return List
3 fi

. | List|
PLvot — LTJ

'y

o

A <+ HALFHEARTEDMERGESORT(List[: pivot])
6 B < HALFHEARTEDMERGESORT(List[pivot :])
// Co ted?

7 return [A, B] // vic nezvlddnu

b) Jak funguje MERGESORT na vzestupné a sestupné sefazené posloupnosti a na posloupnosti
stejnych Cisel?

c) Pouzijte algoritmus MERGESORT na tomto poli: 8 52 6 9 3.

5.11 Navrhnéte algoritmus, ktery preusporada posloupnost n ¢isel tak, ze vSechna zaporna cisla jsou

pred vsemi kladnymi ¢isly. Algoritmus by mél byt ¢asové i prostorové efektivni.

5.12

a) Formulujte algoritmus QUICKSORT (fazeni rozdélovanim). Rozeberte, zdali je stabilni a in

situ.

b) Jakou roli hraje u algoritmu QUICKSORT volba pivota? Urcete ¢asovou slozitost pro ndhodnou

a usporadanou posloupnost podle volby rtzného pivota.

c¢) Jak funguje algoritmus z prednasky na posloupnosti stejnych prvkia? Lze jej néjak optimalizo-
vat?

d) Napadaji vas dalsi optimalizace ukdzkového pseudokédu, které by mohly fazeni urychlit?

e) Pouzijte algoritmus QUICKSORT na tomto poli: 8 52 6 9 3.
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5.13 Posloupnost n ¢isel obsahuje ¢isla z intervalu (1...k). Sefadte ji v ¢ase O(nlog(k)).

5.14

a) Formulujte algoritmus COUNTINGSORT (Fazeni poc¢itanim). Rozeberte, zdali je stabiln{ a in

situ, a poté urcete jeho c¢asovou slozitost.

b) PouZijte algoritmus COUNTINGSORT na tomto poli: 3444351721.

5.15 Ktery radici algoritmus je nejefektivnéjsi pro feseni nédsledujicich problému?
1. Malé pole celych ¢isel,
2. velké pole obsahujici ndhodné ¢isla,
3. velké pole obsahujici témeér sefazenou posloupnost ¢isel,

4. velkd mnozina Cisel, které jsou z malého intervalu.

5.16 Jaky radici algoritmus funguje nejlépe na sefazeni spojovaného seznamu? Navrhnéte ruzna feseni

a porovnejte jejich vyhody a nevyhody.

5.17 Znalost probranych radicich algoritmu je dtlezitd, abyste védéli, jak s daty pracovat. V praxi
vSak az na vzécné vyjimky neni programovani vlastniho fadiciho algoritmu moudra volba (pripravené
radici algoritmy jsou velmi precizné optimalizovany a navic mate jistotu, Ze na rozdil od vaseho kédu jsou
urcité spravné). Dulezitd je tedy znalost fadicich algoritmt v standardni knihovné vaseho oblibeného
programovaciho jazyka. Zkuste si tedy prec¢ist manualovou stranku a poté seradit pole pomoci knihovnich

funkef.

Zajimavé je vyhledat, jaké radici algoritmy jsou pouzivany v kterych knihovnach znamych jazyka.

C ma v knihovné stdlib.h hezky okomentovanou implementaci funkce gsort. Ta jiz podle jména
napovida, ze vyuzivai QUICKSORT. Pro volbu pivota vyuziva median-of-three, ktery uréi median z prvniho,
prostfedniho a posledniho prvku. Samotny QUICKSORT je samoziejmé v iterativni podobé. Ve chvili,
kdy by mél v posloupnosti seradit 4 a méné prvki, vola na usporadani INSERTSORT. Pro nékteré vstupy
(velmi specidlné uspordadané) vSak pracuje v kvadratickém case.

C++ ma v knihovné algorithm 3 rtzné radici algoritmy. Nestabilni, stabilni a ¢astecné razeni. Prvni
z nich pouziva k fazeni INTROSORT, coz je hybridni fadici algoritmus. Ten prvné zkousi pole utiidit
algoritmem QUICKSORT podobnym gsortu ze stdlib. Pokud QUICKSORT neskondéi do 2 -log,(n) opakovani,
prepne se na algoritmus HEAPSORT.

Stabilni verze za cenu snizené rychlosti nebo vétsi pamétové narocnosti vyuzivi MERGESORT.

Diky Sablondm je verze v C++ vyrazné rychlejsi na primitivnich datovych typech (int), nez verze z C.

Python pouzivd TIMSORT, ktery je spojenim algoritmti INSERTSORT a MERGESORT. Pro posloupnost
méné nez 64 prvku se pouziva jen INSERTSORT. Na vétsich posloupnostech se prvné hledaji jiz serazené
casti. Na neserazenych castech se zavold INSERTSORT. Poté se tyto razné ¢asti zacnou spojovat pomoci
algoritmu MERGESORT. TIMSORT je velmi pékné rozebran na Wikipedii.

5.18 Naprogramujte si jednotlivé fadici algoritmy. Ve studijnich materidlech jsou k tomuto pripravené

zdrojové kédy: C a Python.
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Nésledujici priklady jsou vhodné na domaci studium.

5.19 Megjme pole velkych objektti A. Navrhnéte efektivni zptisob, jak toto pole seradit s co nejmensim
poc¢tem presunt a kopirovani v paméti. Zamyslete se také nad tim, jak by slo dané pole seradit efektivné

vzhledem k praci s paméti.

5.20 Sekvencni vyhledavani se dé se stejnou slozitosti realizovat na poli i na zretézeném seznamu. Plati

to i pro binarn{ vyhledavani na sefazeném poli a sefazeném zietézeném seznamu?

5.21 M¢éjme pole, ve kterém se opakuji pouze znaky B, E,G. Navrhnéte linedrni in situ algoritmus,
ktery preusporddd vstupni pole do tvaru B*E*G* (tedy vSechny B se vyskytuji pfed vSemi E a ty se
vyskytuji pred G).

Lze fazeni provést v jednom pruchodu?

5.22

a) Formulujte algoritmus BUCKETSORT (pfihrddkové Fazeni). Rozeberte, zdali je in situ, a
poté urcete jeho casovou slozitost. Algoritmus predpokladéa, ze vstupni prvky jsou uniformeé

rozlozené v intervalu [0, 1).

b) PouZijte algoritmus BUCKETSORT na tomto poli: 11 1311 13 7 5 18 2.

5.23

a) Formulujte algoritmus RADIXSORT (éislicové fazeni). Rozeberte, zdali je stabilni a in situ, a

poté urcete jeho casovou slozitost.

b) Pouzijte algoritmus RADIXSORT na tomto poli: 170 45 75 90 802 2 24 66

5.24

a) Formulujte algoritmus SELECTSORT (Tazeni vybérem). Rozeberte, zdali je stabilni a in situ, a

poté urcete jeho casovou slozitost.

b) PouZijte algoritmus SELECTSORT na tomto poli: 8 52 6 9 3.

5.25

a) Formulujte algoritmus BUBBLESORT. Rozeberte, zdali je stabilni a in situ, a poté urcete jeho

¢asovou slozitost.

b) Pouzijte algoritmus BUBBLESORT na tomto poli: 8 52 6 9 3.

ﬁ Pan Usmévavy dodava: STUPIDSORT (také nazyvany BOGOSORT) je fadici algo-

e ritmus, jehoZ prumérnd asymptotickd slozitost je O((n — 1) - n!).
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Pani Bila pripomina: Ovsem na kvantovém pocitaci by BOGOSORT bézel v linear-

nim case.

5.26 Jsou dana sefazend pole A a B délky m a n. Hleddme algoritmus, ktery vrati pole C obsahujici
vSechny prvky, které se nachézeji v obou polich (bez duplicit). Jaky postup zvolime, kdyz:

e A a B maji priblizné stejnou velikost,

e A je vyrazné vétsi nez B.

5.27 Nech A je posloupnost n ¢isel, kterd obsahuje [ inverzi (inverze je dvojice i, j také, ze A[i] > A[j]).
Jaka bude slozitost algoritmu INSERTSORT na posloupnosti A7

5.28 Nech A je posloupnost n Cisel, v které je kazdy prvek nanejvys k pozici od své pozice v sefazené

postupnosti. Jaka bude slozitost algoritmu INSERTSORT na posloupnosti A7
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Kapitola 6

Halda a prioritni fronta

Binarni strom je grafova datova struktura, ve které kazdy uzel ma maximéalné dva potomky.
Koren stromu je uzel, ktery nema rodice.
List stromu je uzel, ktery neméa potomky.

Skoro uplny binarni strom je takovy strom, jehoz uzly na vsech trovnich kromé poslednich 2 maji

pravé dva nésledniky.

Binarni halda je skoro tplny bindrni vyvazeny strom (kromé spodni vrstvy stromu, kterd je zarovnand

doleva), ve kterém plati, ze kazdy uzel spliiuje vlastnost haldy.
Vlastnost maximové haldy je, ze kazdy uzel je vétsi nebo roven vsem svym potomkim.
Vlastnost minimové haldy je, ze kazdy uzel je mensi nebo roven vsem svym potomkim.
Délka vétve stromu je pocet uzlti od korene daného stromu k listu.
Hloubka stromu je délka nejdelsi vétve.

Vyvazeny binarni strom je takovy, kde délka vétvi se od sebe lisi maximéalné o jedna.

6.1 Jsou nésledujici stromy bindrni haldy? Odpovéd zdiavodnéte.

(1) (19
(12 (19 (9) (5)
L @ ONONONO
@G © 0O
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¢) d)
(19 (19
(8) (5) (9) (5)
ONONONO ) ® @
0JO26, 0O
e) f)
(D (D
(2) (3) (2) (3)
D ® & W H ® ©® W
W W © ® © W

Pani Bila pripomina: V maximové haldé muze existovat uzel, jehoz vnucka je vétsi,

nez jeho stryc.

6.2 Nakreslete vsechny mozné maximové bindrni haldy, které mohou vzniknout z prvki 1, 2, 3, 4 a 5.

6.3
a) Jaky je maximdaln{ pocet prvki v bindrni haldé hloubky h?

b) Jaky je minimélni pocet prvkia v bindrni haldé hloubky h?

6.4

a) Prepiste nasledujici haldu do reprezentace polem.

b) Je kazdé vzestupné sefazené pole minimové halda?

c¢) Je kazdd minimova halda vzestupné sefazené pole?
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6.5 Na jakych pozicich se mize nachdzet nejmensi prvek v maximové binarni haldé?

6.6

a) Sestavte postupné minimovou haldu h z nésledujicich prvkia: 36 19 25 100 172 3 7 1.

b) Smazte z haldy 3 krat po sobé kofen. Pouzijte operaci EXTRACTMIN(h).

6.7 Méjme datové struktury — maximova halda, minimova halda, sefazené pole, serazeny seznam,
nesefazené pole a nesefazeny seznam. V tomto prikladu uvazujeme o tom, zda mouhou byt vyuzity pro

prioritni frontu.

a) Urdete Casovou slozitost operaci insert, remove (s konkrétnim ukazatelem na prvek ke smazéni),
find mazimum, remove maximum, change priority (kterd zméni prioritu zadaného prvku),

join nad témito datovymi strukturami.

b) Mégjme aplikaci, kterd provadi velky pocet hleddni maximdalniho prvku, ale malo vkladani
a mazani maximalniho prvku. Kterd datova struktura je nejefektivnéjsi pro implementaci
prioritni fronty?

c¢) V jakym pripadé je efektivnéjsi pouzit sefazeny seznam, nez sefazené pole?

6.8 Navrhnéte datovou strukturu, kterd v konstantnim case vraci minimum i maximum. Slozitost
vklddani i odstranovani je v case O(log(n)).

6.9

a) Navrhnéte algoritmus, ktery v ¢ase O(k - log(n)) najde k-ty nejmensi prvek v minimové haldé
obsahujici n prvka.

b) * Navrhnéte algoritmus, ktery problém fesi v ¢ase O(k - log(k)).

6.10
a) Navrhnéte algoritmus, ktery pomoci haldy sefadi pole.

b) Jaka je asova slozitost fazeni haldou? Je HEAPSORT in situ? Porovnejte ho s jiz zndmymi
algoritmy.

¢) Je HEAPSORT stabiln{ fadici algoritmus? Své tvrzeni dokaZte.

6.11 Navrhnéte nasledujici operace nad minimovou binarni haldou a urcete jejich ¢asovou slozitost.

a) Na jakych pozicich bude pfi reprezentaci bindrni haldy polem rodi¢ prvku, pravy a levy
potomek?

b) MINIMUM najde minimum v haldé.
¢) Navrhnéte algoritmus HEAPIFY, ktery zkontroluje a opravi vlastnost haldy z daného uzlu i.

d) Pomoci algoritmu HEAPIFY navrhnéte zpusob, jak z nesefazeného pole vytvorit haldu. Navrh-
néte tedy algoritmus BUILDHEAP.

e) DECREASEKEY(H, i, key) snizi hodnotu prvku ¢ na hodnotu key.
f) INSERT vlozi prvek do haldy.

g) EXTRACTMIN smaZe minimalni prvek.
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6.12 Naprogramujte operace nad haldou, pro implementaci vyuzijte pripravené sablony ve studijnich

materidlech — C a Python.

Nésledujici priklady jsou vhodné na domaci studium.

6.13 Dokazte pomoci indukce, Ze halda s n uzly mé pfesné [n/2] listi.

6.14 Navrhnéte algoritmus, ktery ovéri, jestli je pole korektni bindrni halda. Jaka je slozitost vaseho

algoritmu?

6.15 Méjme pole A o n prvcich, které maji byt nardz vlozeny do jiz existujici haldy. Navrhnéte

algoritmus, ktery tuto operaci provede v ¢ase O(n).

6.16 S pouzitim maximové haldy navrhnéte algoritmus, ktery rozhodne, jestli k-ty nejvétsi prvek je

vétsi nebo roven hodnoté x. Algoritmus bude mit slozitost zévislou na k.

6.17

Pani Bila pripomina: Pro kazdou prababicku uzlu ja v maximové haldé plati, ze

neter stryce uzlu jé je mensi.

Nejvétsi prvek v maximové haldé se nachazi na pozici 1. Druhy nejvétsi na pozici 2 nebo 3.
e Zamyslete se, kde se mtze v bindrni maximové haldé nachazet k-ty nejvétsi prvek.
e Urcete konkrétni hodnoty pro k = 2, 3 a 4.

Mizete predpokladat, ze hodnoty jsou vzajemné rozdilné.

6.18 Jaky typ prioritni fronty byste pouzili pro hledani 100 nejvétsich &isel v 10® ndhodnych &islech?
Uvedte vyhody a nevyhody jednotlivych typi.

6.19 Navrhnéte algoritmus, ktery vytvori z minimové haldy maximovou haldu. Jakou ma algoritmus

slozitost?

6.20 Navrhnéte efektivni reprezentaci n-arni haldy pomoci pole. Popiste detailné, jak se dostat z rodice
k jeho n détem.

6.21 Navrhnéte algoritmus HEAPSORT, ktery vyuziva n-arni haldu.

6.22 Jaky radici algoritmus je podobny algoritmu HEAPSORT, ktery vyuziva n-arni haldu, kde n = 1.
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Kapitola 7

Binarni vyhledavaci stromy

Strom je souvisly neorientovany graf bez cykla, kde sousednost dvou uzlt vyjadiuje vztah rodic¢ a

potomek. Uzel mtize mit vice potomkii, ale pouze jednoho rodice.
Vétev je libovolna cesta mezi kofenem a listem.
Délka vétve stromu je pocet uzla vétve.
Hloubka stromu je délka nejdelsi vétve.

Binarni vyhledavaci strom je strom, kde kazdy uzel ma 0 — 2 potomkd, pricemz plati, ze kli¢ kazdého
uzlu je vétsi nebo roven nez vsechny klice v jeho levém podstromé a mensi nebo roven vSem kli¢tim

v jeho pravém podstromé.
Vyvazeny binarni strom m4 hloubku [log,(n + 1)1, kde n je pocet uzlt stromu.

Prichod inorder prochézi prvné uzly v levém podstromu, ndsledné koren a nakonec uzly pravého

podstromu.
Prichod preorder prochazi prvné koren stromu a nésledné uzly v levém a pravém podstromu.

Prichod postorder prochéazi uzly v levém a pravém podstromu, teprve potom koten stromu.

[

ce’ Pan Usmévavy dodava: Parez nemiize byt strom, jelikoz obsahuje kruznice.

7.1 Prodiskutujte odpovédi na nésledujici otazky.

a) Kde se s datovou strukturou strom setkavite v normalnim svété? K ¢emu se hodi reprezentace

stromovou strukturou?
b) Jaké operace jsou u stromti (ne nutné vyhledavacich) vyhodné?

c¢) Jaké operace jsme na vyhleddvacich stromech schopni realizovat a jakou maji slozitost?

7.2 Rozhodnéte, zdali jsou nasledujici stromy BVS. Pokud ne, navrhnéte, jak nejsnadnéji stromy

opravit:
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a) b)

7.3 Mé¢jme nasledujici BVS:

19
(12 (1)
W © @ @
& O O @

Kazdy uzel obsahuje 4 atributy: ukazatele na rodi¢e node.parent, ukazatel na levého node.left a
pravého node.right syna a kli¢ node.key. Necht je Node(z) ukazatelem na uzel s klicem z, tedy Node(14)
je ukazatel na kofen naseho stromu. Prazdny ukazatel odpovida hodnoté nil.

Cemu budou odpovidat nasledujici vyrazy?
a) Node(20).parent.left.left.key
b) Node(13).parent.parent.parent

c) Node(14).left.left.right
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d) Node(12).parent.right.right.left.key

7.4
a) Jaké existuji zpusoby prichodu stromu? Porovnejte, jak se lis{ a k ¢emu se ktery hodi.

b) * Lze se pohybovat ve stromé bez ukazatele na rodi¢e? MuZete k tomu pouzit néjakou
pomocnou strukturu, kterd by se na to hodila?

¢) * Jak se zméni pfedchozi iterativni algoritmy, pokud misto zdsobniku pouZijete frontu? V jakém

poradi se budou vypisovat klice?

7.5
a) Vytvorte BVS postupnym vkladdnim prvka 3, 1, 7, 10, 4, 8,9, 5, 6, 0 a 2.
b) Naleznéte ve stromu minimum a maximum (algoritmicky).

c¢) Postupné odstrariite z tohoto stromu prvky 10, 3 a 4.

7.6 Navrhnéte, v jakém poradi musi byt vkladany hodnoty 1, 2, 3, 4, 5, 6 a 7 tak, ze vysledné stromy
budou splniovat nasledujici vlastnosti:

a) Strom odpovidé linedrnimu seznamu (vSechny prvky jsou v jedné vétvi).
b) Strom obsahuje vétev délky praveé 5.
c¢) Strom je vyvazeny. Kolik stroma muze vzniknout?

d) * Kolik ruznych posloupnosti je Fesenim piedchézejiciho pripadu?

7.7 Navrhnéte algoritmus, ktery ovéri, zdali je binarni strom korektnim binadrnim vyhledavacim

stromem.

7.8 Predpokladejme, Zze mame ¢isla mezi 1 a 1000 v BVS a hleddme ¢islo 363. Které z nasledujicich

sekvenci nemohou byt sekvencemi uzli pii hledani této hodnoty?
a) 2, 252, 401, 398, 330, 344, 397, 363
b) 925, 202, 911, 240, 912, 245, 363
c) 924, 220, 911, 244, 898, 258, 362, 363
d) 2, 399, 387, 219, 266, 382, 381, 278, 363

e) 935, 278, 347, 621, 299, 392, 358, 363

7.9 Navrhnéte metodu HEIGHT, kterd vrati vysku stromu. Urcete jeji slozitost.

7.10 Lze efektivné (tedy lépe nez v linedrnim case) spojit dva korektni bindrn{ vyhledavaci stromy?
Zamyslete se nad fesenim a jeho slozitosti.
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7.11 Navrhnéte nasledujici metody nad BVS, analyzujte jejich slozitost a poté je naprogramujte.
a) SEARCH vrat{ uzel s danym kli¢em. Pokud se dany kli¢ ve stromé nenachézi, vrati nil.

b) INSERT vlozi prvek do stromu.

¢) MINIMUM vrati minimum v stromé pod danym uzlem.

d) TRANSPLANT nahradi podstrom s kofenem u podstromem s kofenem v tak, Ze otcem vrcholu
v se stane otec vrcholu u. Tuto proceduru budete potirebovat u procedury DELETE, kterd musi
nahradit vrchol u vrcholem v tak, aby se spravné prepojily ptivodni podstromy vrcholu u a
pravy podstrom vrcholu v se musi napojit na spravné misto v pravém podstromu vrcholu u.

Operace TRANSPLANT z nasledujici konfigurace stromt:

Vytvori konfiguraci:

e) DELETE smaZe uzel ze stromu. Zamyslete se nad vyuzitim uz vymyslenych metod.

7.12 Naprogramujte si operace nad bindrnim vyhleddavacim stromem. Ve studijnich materialech jsou

k tomuto pripravené zdrojové kédy: C a Python.

Nésledujici priklady jsou vhodné pro domaci studium.

7.13 Najdéte 2 prohozené prvky v BST, ktery byl korektné vytvoren a nédsledné mu byly 2 uzly

prohozeny.

7.14 Vytvorte alespon 5 posloupnosti z nasledujicich klict 1, 24, 3, 19, 5, 18 a 8 takové, ze kdyz je
postupné budeme vklddat do bindarniho vyhledavaciho stromu, vytvori vyvazeny binarni vyhledavaci

strom.
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7.15 Jak by se dal efektivné udrzovat strom do kterého vkladdme vicero stejnych klica?

7.16 Napiste vyraz nésledujiciho stromu pomoci vSsech moznych zpusobu prichodt stromt. Jakou
vyhodu nam dava prefixovy a postfixovy zapis proti infixovému?

7.17 Mg&jme dany strom tree a interval [a, b]. Navrhnéte postup jak ziskdte vSechny uzly stromu tree

kterych hodnota kli¢e se nachazi v intervale [a, b].

7.18 Navrhnéte efektivni zptisob jak najit nejblizsiho spolecného predka dvou uzlu v stromé. Algoritmus

naprogramujte.

7.19 Méjme uzel node, navrhnéte algoritmus, ktery vraci nejblizsi (s nejmensi hloubkou) list v podstromé
s korenem node.

7.20 Je operace DELETE komutativni — smazani uzlu = a pak y dava stejny vysledek jak smazani
nejprve uzlu y a pak x?

7.21 Navrhnéte reprezentaci bindrniho vyhledavaciho stromu pomoci 3 poli. V prvnim poli budou
ulozeny klice, v druhém poli jsou ukazatele na uzly nalevo a ve tretim poli ukazatele na uzly napravo.
Diskutujte o vyhodach a nevyhodéch této reprezentace.

7.22 Rozhodnéte, zda nasledujici algoritmus spravné ovéri, zdali je strom korektni bindrni vyhledavaci
strom. Pokud ano, dokazte korektnost algoritmu. Jinak uvedte priklad vstupni posloupnosti a vysvétlete,

pro¢ vypocet algoritmu pro dany vstup neni korektni.

Funkce CHECKTREE(node)

vstup: node — uzel bindrniho stromu

vystup: true pokud je strom s korenem node korektni binarni vyhledavaci strom, jinak false

if node = nil then

-

return {rue

fi

if node.left # nil A node.left.key > node.key then
return false

fi

if node.right # nil A node.right.key < node.key then
return false

fi

10 if not CHECKTREE(node.left) V not CHECKTREE(node.right) then

11 return false

12 fi

13 return true

© w0 N o oA WwN
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7.23 Navrhnéte algoritmus, ktery pomoci BVS seradi posloupnost ¢isel. Analyzujte svuj algoritmus a

porovnejte jej viuci zndmym radicim algoritmum.

7.24 Dany je BVS, klice = a y a ukazatel na uzel, ktery obsahuje kli¢ z. Najdéte (co nejefektivnéji)
uzel, ktery obsahuje kli¢ y.

7.25 Navrhnéte efektivni postup, ktery pro kazdy uzel stromu vypocita, kolik potomki se nachazi v

jeho levém a pravém podstromu. Urcete Casovou slozitost algoritmu.
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Kapitola 8

Cerveno-cerné stromy

Strom je souvisly neorientovany graf bez cykla, kde sousednost dvou uzlt vyjadiuje vztah rodic¢ a

potomek. Uzel mtize mit vice potomkii, ale pouze jednoho rodice.

Samovyvazujici se vyhledavaci strom je vyhledavaci strom, ktery pfi vkladani a odstranovani udr-

zuje maximdlni hloubku stromu v O(log(n)).

Cerveno-¢erny strom je samovyvazujici se bindrni vyhledavaci strom, kde kazdy uzel je obarven
cervenou, nebo ¢ernou barvou a splnuje néasledujici pravidla:
1. koren a vSechny uzly nil stromu jsou ¢erné,
2. pokud je vrchol ¢erveny, jeho otec musi byt cerny a
3. kazda jednoducha cesta z libovolného vrcholu « do listu obsahuje stejny pocet cernych vrchola.

Rotace jsou procedury slouzici k vyvazovani vyhledavacich stromi. Musi tedy zachovavat vlastnost

binarniho vyhledavaciho stromu.

Rank prvku je takové ¢islo i, ze existuje presné ¢ — 1 mensich prvka. Pokud pro vypocet ranku pouzijeme

¢erveno-cerny strom (ktery uz je vybudovdn), umime rank prvku urcit v logaritmickém case.

Pani Bila pripomina: Pojem cerveno-cerné stromy pochazi z ¢lanku ,,Dichromatické
struktury pro vyvazené stromy“ Roberta Sedgewicka a Leonida J. Guibase, 1978. Jejich
cervena barva byla zvolena proto, ze se nejlépe tiskla na laserové tiskarné, kterou

autori vlastnili.

8.1

a) Jak by Sel vyvazit nésledujici strom?
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b) * Mé&jme na vstupu nekoneénou rostouci posloupnost ¢isel, které vkladame do bindrnfho
vyhledavaciho stromu. Jak byste modifikovali operaci vkladani, abyste udrzovali maximalni
hloubku stromu v O(log(n))?

8.2 Rozhodnéte, zdali jsou nasledujici grafy cerveno-cerné stromy:

Nil Nil @

Nil (18) Nil (18)
(22) Nl N € N
Nil  Nil Nil  Nil
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Nil

Nil Nil Nil Nil Nil Nil

8.3 Jak spravné vyvazit stromy v nasledujicich prikladech? Vyuzijte rotaci doprava, doleva a spravné
obarvéte stromy. Predpokladejme, ze vSechny podstromy A, B,C, D, E, F, G jsou korektni ¢erveno-cerné

stromy se stejnou ¢ernou hloubkou.

a) NevyvaZeny strom:

b) Nevyvazeny strom:
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8.4

A Pan Usmévavy dodava: Prakticky a prehledny zapis ¢erveno-cernych stromi je
o © ¢isté pomoci bilych uzla (takzvanych bilo-bilych stromt). Davé to prostor k fantazii a

rozsifuje to pamétové schopnosti studentu.

Kolika zptuisoby je mozné obarvit BVS z obrazku tak, aby zachovéaval pravidla ¢erveno-¢erného stromu?

8.5 Zkonstruujte ¢erveno-cerny strom postupnym vkladanim uzla 12, 5, 9, 18, 2, 15, 13, 19 a 17. Poté
postupné odstrante uzly 9, 5, 15 a 12. Nakonec vyhledejte uzly 17 a 9.

8.6 Popiste cerveno-Cerny strom s n uzly takovy, ze:
a) operace INSERT si vyzadd (log(n)) prebarveni uzli.

b) operace DELETE si vyzada (log(n)) prebarveni uzli.

8.7 Jaka je slozitost jednotlivych operaci na cerveno-cernych stromech?

8.8

n Pan Usmévavy dodava: Tuzka a papir jsou nejlepsi kamaradi programéatora, kdyz

programuje dynamické datové struktury.

a) Které operace dokdzeme implementovat stejné jako nad BVS? Které budou rozdilné, a pro¢?
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b) Navrhnéte operaci LEFTROTATE nad ¢erveno-Cernym stromem a urcete jeji slozitost.
¢) Navrhnéte operaci RIGHTROTATE ¢erveno-Cernym stromem a urcete jeji slozitost.
d) Navrhnéte operaci INSERT nad ¢erveno-¢ernym stromem a urcete jeji slozitost.

e) Navrhnéte operaci DELETE nad Cerveno-Cernym stromem a urcete jeji sloZitost.

8.9 Naprogramujte reprezentaci cerveno-cerného stromu a elementarni operace nad nim. Ve studijnich

materidlech jsou k tomuto pripravené zdrojové kédy: C a Python.

Diky nejhtfe logaritmické slozitosti vkladani, odstranovani a vyhledavani jsou cerveno-cerné stromy casto
vyuzivany v real-time a jinych ¢asové narocnych aplikacich. Jsou vyuzivany jako datové struktury pro
vypocetni geometrii, také jsou integrovany do soucasnych jader Linuxu, kde slouzi jako datové struktury
pro spravedlivy scheduler. Ve standardnich knihovnach jazyku jako C++4, Java a C# jsou diky svym
vlastnostem vyuzivany pro implementaci multisetu a asociativnich poli.

Vseobecné se také pouzivaji pro implementaci stalych datovych struktur (stdle datové struktury jsou
takové, které si pamatuji svij predchozi stav kdyz jsou modifikovany). Mimo dobré casové sloZitosti
poskytuji pii stalych strukturach i dobrou pamétovou slozitost, kterd je v O(log(n)).

Nésledujici priklady jsou vhodné na domaci studium.

8.10 Je mozné transformovat libovolny BVS na libovolny jiny BVS se stejnou mnozinou kli¢i jenom

pomoci posloupnosti rotaci doleva a doprava?

8.11

a) S jakou Casovou slozitost{ dokdzeme z libovolné posloupnosti n prvkia vybudovat ¢erveno-cerny

vyhledavaci strom?

b) Méjme usporddanou posloupnost kli¢u. Popiste, jak byste konstruovali ¢erveno-cerny strom

tak, aby celkova ¢asova slozitost vybudovani stromu byla linedrni.

8.12 Urcete posloupnost operaci INSERT tak, Ze vysledny Cerveno-cerny strom bude vypadat nasledovneé:

Nil Nil Nil Nil Nil Nil
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8.13 Vkladani setfazené posloupnosti:
e Nakreslete Gerveno-cerny strom vznikly vloZenim posloupnosti ¢isel [1,...,11] do prdzdného stromu.
e Jak bude strom vypadat, kdyz posloupnost vloZzime do stromu v opacném poradi?

e Popiste obecné, jak se bude tvorit ¢erveno-cerny strom z libovolné stoupajici nebo klesajici posloup-

nosti kli¢u.

8.14 Navrhnéte metodu, kterd ovéri, ze strom spliuje nésledujici pravidla modro-zeleného stromu:
e Kofen stromu je vzdy zeleny.
e Kazdy uzel se sudym klicem je modry.

e V pripadé, Ze je rodi¢ uzlu modry, pak je uzel zeleny.

8.15 Navrhnéte metodu, kterd ovéri, ze strom spliuje nasledujici pravidla ¢erveno-modro-zeleného

stromu:
e Pokud je rodic¢ uzlu ¢erveny, pak je uzel modry.
e Pokud je rodi¢ uzlu modry, pak je uzel zeleny.
e Pokud je rodi¢ uzlu zeleny, pak je uzel cerveny.

e Pokud je pocet listii sudy pak je kofen stromu cerveny, jinak je modry.

8.16 Upravme u cerveno-Cernych stromt pravidlo ,pokud je vrchol Cerveny, jeho otec musi byt
Cerny * ruznymi zpusoby. Takto upraveny strom pojmenujme ,relaxovany ¢erveno-cerny strom*. Jaké

z nasledujicich tvrzeni jsou potom pravdiva?
a) Kazdy Cerveno-Cerny strom je i ,relaxovany Cerveno-¢erny strom.
b) Existuje ,relaxovany ¢erveno-¢erny strom*, ktery nenf korektni ¢erveno-cerny strom.
c¢) Vyska kazdého ,relaxovaného Cerveno-Cerného stromu“ s n uzly je v O(log(n)).

d) Kazdy BVS mize byt pretvofen na ,relaxovany ¢erveno-cerny strom* (pomoci néjakého obarveni).

a) Zadané pravidlo zménime tak, ze zakdZeme pouze trojice nésledujicich uzlt ¢ervené barvy

(dvojice povolime).

b) Zadané pravidlo zrusime dplné.
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Kapitola 9

B-stromy

B-strom je vyhledavaci strom s nasledujicimi vlastnostmi:

kazdy uzel obsahuje klice v usporadaném neklesajicim poradi,
kazdy vnitini uzel obsahuje ukazatele na vsechny své syny,

klice v uzlech oddéluji intervaly moznych hodnot v podstromech mezi nimi a

= 8 B

vsechny listy maji stejnou hloubku.
Vnitrni uzel B-stromu s n kli¢i ma n + 1 nasledniki.
Stupen B-stromu ¢ > 2 urcuje nasledujici vlastnosti B-stromu:

1. kazdy uzel kromé kotene obsahuje alespon ¢t — 1 klict a

2. kazdy uzel muze obsahovat nanejvys 2t — 1 klicu a 2¢ naslednika.
Plny uzel je takovy, ktery ma presné 2t nasledniku.

Arita stromu urcuje kolik nasledniki dany uzel mize maximalné mit. U B-stromu podle definice vyse

je arita 2t.

9.1
a) Jaké duasledky mé zvysSeni arity vyhleddvaciho stromu?
b) Jaky bude pomér rychlosti vyhledévani v bindrnim a n-drnim vyhleddvacim stromu?

c) Kterych operaci musime provadét méné diky zvyseni arity a jak ndm to pomuze?

9.2

a) Je néasledujici graf korektni B-strom stupné 37 Pokud ne, opravte jej.
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b) Je nésledujici graf korektn{ B-strom stupné 3? Pokud ne, opravte jej.

c¢) Je nésledujici graf korektni B-strom stupné 37 Pokud ne, opravte jej.

/

[4]s]e] [8]9

[3]7]10]13][17]
|

[1]2 (112 [1a]15]16] 18 [ 19 |

d) Je nésledujici graf korektni B-strom stupné 2? Pokud ne, opravte jej.

[7[8]o]0]

9.3 Ukazte vSechny moznosti B-stromi se stupném 2, které obsahuji posloupnost 1, 2, 3, 4, 5.

9.4 Urcete z ruznych pruchodi, jaky stupen maji vypsané B-stromy a jak vypadaji? Prodiskutujte,

zdali existuje vice moznosti.

Pouzivame nasledovné prichody B-stromem:

e Preorder: 3,7, 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9 (vypisuje se cely uzel)
e Inorder: 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9

e Postorder: 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 3, 7 (vypisuje se cely uzel)

a) Preorder: 2, 6, 1, 3, 5, 9, 29, 42

b) Preorder: 7, 13, 16, 25, 33

c) Preorder: 4,2, 1,3,6,8,5,7,9, 10

d) Postorder: 2, 3, 16, 8, 19, 23, 40, 20, 31, 17

e) Inorder: 1,2, 3,4,5,6,7,8,9
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9.5 Urcete z vypisu, o ktery typ n-arniho vyhledavaciho stromu se jedna.
a) Preorder: 15, 10, 12, 11.

b) Preorder: 4, 8, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10.

¢) Postorder: 0, 2, 1, 5, 4, 3.

d) Lze rozeznat typ stromu z inorder vypisu?

9.6 Pretvorte pomoci Stépeni néasledujici B-strom stupné 4 na B-strom stupné 2.

(8] 14

Glalel7]  [alw]n]E]

9.7

a) Vlozte do B-stromu se stupném 2 nésledujici klice: 5, 3, 21, 9, 1, 13, 2, 7, 10, 12 a 4. Postupujte

podle optimélniho algoritmu, ktery prochdzi stromem jenom dolu.
b) Z vysledného B-stromu smazte nasledujici prvky: 4, 5, 1

c¢) Opétovneé vlozte a smazte ze stromu hodnotu 1.

Pro testovani operaci na B-stromé muzete vyuzit applet B-Tree, kde pro nasi implementaci

B-stromu stupné 2 zvolte Max Degree = 4 a preemptivni rozdélovani.

9.8 Navrhnéte B-strom s ¢ = 2 a hloubkou 4, ktery provede maximalni pocet Stépeni uzlu pri vkladani.

9.9 Kolik hodnot muzeme vlozit do néasledujicitho B-stromu bez toho, aby se $tépil kotfen stromu?

0]

9.10 Jak bude vypadat B-strom, do kterého je vkladéna sefazend posloupnost ¢isel [1,. .., n].

9.11 Méjme B-strom stupné ¢ = 32 a vysky 4. Jaky bude nejmensi a nejvétsi podet uzlu (a klic¢i)
v tomto stromeé?
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9.12

a) Cerveno-Cerny strom lze prevést na takzvany 2,3,4-strom, coZ je 4-arni B-strom. Piikladem
prevodu jsou nasledujici ¢erveno-¢erny strom a jeho ekvivalent v podobé B-stromu. Vysledny
strom mé vZzdy Cerny uzel jako stfedovy kli¢, postranni kli¢e odpovidaji cervenym uzltim (az
na pripad ¢ernych nil uzll).

Nil Nil Nil Nil Nil

Nil Nil Nil Nil Nil Nil

' Nil Nil

Nil Nil Nil Nil  Nil Nil
Zopakujte si pravidla cerveno-cernych stromt a podivejte se na né v kontextu 2,3,4-stromu.

b) Jakd je maximaln{ hloubka ¢erveno-cerného stromu vzhledem k poctu kli¢a (presné ¢islo, ne

jen v rdmci O notace) a jak se to d4 ukdzat na 2,3,4-stromu?

Pani Bila pripomina: Odpovéd na tuto otazku znate z prednasky o cerveno-cernych
stromech z dikazu véty 3.

¢) * Zamyslete se, ¢emu odpovidaji rotace cerveno-cernych stromt v kontextu 2,3,4-stromu.

9.13 Lze urychlit operace nad B-stromy pomoci bindrniho vyhleddvani misto sekvenéniho pruchodu?

Kde lze feseni pouzit, kde ne a pro¢ se pouzivd/nepouziva?
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9.14
a) Jak byste postupovali pii hleddni konkrétniho prvku?
b) Jak byste implementovali vloZeni prvku do B-stromu?

¢) Co vSechno je nutné oSet¥it pfi odstrafiovan{ prvku z B-stromu?

9.15 Jak byste hledali minimum, predchtidce nebo naslednika v B-stromé?

9.16 Naprogramujte reprezentaci B-stromu a elementarni operace nad nim. Ve studijnich materidlech

jsou k tomuto pripravené zdrojové kddy: C a Python.

Nasledujici priklady jsou vhodné pro doméaci studium.

9.17 Pro pouziti B-stromu jako datové struktury pro ukladani dat v souborovych systémech se vétsinou
B-stromy optimalizuji jesté tim, ze data ukladaji pouze do listi, pricemz uzly ve vyssSich patrech se
pouzivaji pouze k vyhledani a indexaci. V listech navic mdme ukazatele na predchozi a dalsi list. Takto

upravenym B-stromum se fikd B+ stromy.
a) Jaké maji tyto zmény dusledky? Popiste, co se zlepsi a co zhorsi.

b) Jak by probihalo ¢teni bloku v B-stromé a B+ stromé?

9.18 Porovnejte slozitost operaci search, insert, delete na binarnim vyhledavacim stromé, cerveno-cerném

stromé, B-stromé a poli pri sekvenénim vyhledavani a bindrnim vyhledavani.

Zamyslete se, jaka je vhodna kombinace operaci pro testovani efektivity stromiu a jejich operaci INSERT,
SEARCH a DELETE. Ve vSeobecnosti efektivita zavisi na aplikaci. Napriklad rozhrani Java kolekei je
optimalizovéano pro kombinaci 85% SEARCH, 14% INSERT a 1% DELETE.

9.19 Vyhledavani v prekryvajicich se intervalech: navrhnéte datovou strukturu, ve které budou ulozené
Ciselné intervaly. Struktura bude schopné efektivné nalézt nejmensi interval, ve kterém se néjaka hodnota

nachazi.

9.20 Jakou minimalni a maximéalni hloubku bude mit B-strom stupné 4 po vlozeni n prvkua? Jakou

konkrétni hloubku bude mit B-strom pri vkladani sefazené posloupnosti 1,2,...n?7

9.21 Navrhnéte a poté naprogramujte algoritmus, ktery overi jestli jsou dva B-stromy identické. Snazte

se o co nejefektivnéjsi reseni.

9.22 Lze pomoci naseho algoritmu pro vkladani a odstranovani z B-stromu vytvorit libovolny zadany
B-strom?
Pokuste se napriklad vytvorit plny B-strom stupné ¢ = 2 s vyskou 2. Nebo naopak strom s minimem

uzli a stejnymi parametry.
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Kapitola 10

Hasovaci tabulka

Hasovaci tabulka je dynamicka datova struktura, kterd umoznuje efektivni provadéni operaci INSERT,
DELETE a SEARCH.

Hasovaci funkce nam k zadanému prvku pritadi hodnotu, kterou bereme jako index do hasovaci tabulky.

Kolize je situace, kdyz vice prvkim odpovida stejny index. Dochazi k nim, jelikoz hasovaci funkce
zobrazuje velkou mnozinu vSech moznych vstupt na mensi mnozinu indexii. Kolize musime v hasovaci
tabulce Tesit (napfiklad pomoci seznamu hodnot se stejnym indexem).

Lavinovy efekt je vlastnost hasovaci funkce, Ze malé zmény vstupu znamenaji velké zmény vystupu. Je

jednim z predpokladi pro uniformni hasovaci funkci, tedy funkci, kterd ndm minimalizuje pocet
kolizi.

Univerzalni hasovani je metoda hasovani, pri které se ndhodné vybira hasovaci funkce ze skupiny
hasovacich funkci, které garantuji nizky pocet vzdjemnych kolizi.

10.1 Jaka datova struktura se hodi pro pouziti v néasledujicich pfipadech? Svoji volbu okomentujte.
a) Kontrola parovosti riaznych typu zavorek v textu.

b) Zpracovani tiskovych tloh na tiskdrné.

¢) Rejstiik pojmu v knize.

d) Retézec v textovém editoru, ktery miize byt modifikovan v libovolné pozici.

e) Hierarchii zaméstnancu velké korporace.

f) Seznam studenti, ktefi maji zapsany konkrétni predmét. V idedlnim piipadé s konstantnim

pridavanim a odebiranim studenttl z predmétu.

10.2 Vybudujte hasovaci tabulku, ktera vyuziva retézeni prvku. Do tabulky vloZte hodnoty 10, 20, 30 a 40.

a) Jako hasovaci funkci pouzijte h(x) = z mod 7.
b) Jako hasovaci funkei pouzijte h(z) = = mod 5.

c¢) Jakou ma4 slozitost nalezeni prvku ve vasi hasovaci tabulce?

62



KariTorLa 10. HaSovAaci TABULKA

d) Jak by jste modifikovali hasovaci tabulku, tak aby v n{ byla sloZitost vyhleddvani v nejhorsim
pripadé v O(log(n))?

10.3 Jakéa hasovaci funkce mohla byt pouzita u nasledujicich hasovacich tabulek? Hodnoty v uzlech

jsou pouzity jako klice.

a) HasSovaci tabulka, ktera fesi kolize pomoci zfetézenych seznami:

.

b) Hasovaci tabulka, kterd fesi kolize pomoci zfetézenych seznami:

—_
N
—_

A4
[N

0)|@—4]|—
1|le—|0|® 5| —
2 |l@t—1]|—

3_

4e+—]3|® 8| —

¢) HaSovaci tabulka, kterd fes{ kolize pomoci zfetézenych seznamii:

0_
1: N1|@® o2 |—
2_

3: 1| —

d) Hasovaci tabulka, kterd fes{ kolize pomoci zfetézenych seznamii:

0_
1|le+—]o| @ N3 | @ Hal|—
2 l@e—1|—

J|e—|3|@® N7l —

4_

10.4

a) Co nam haSovaci tabulka nabizi oproti seznamu a poli? Jaké jsou vyhody a jaké nevyhody?
b) Kde byste hasovaci tabulku pouzili vzhledem k jejim vyhoddam?

¢) Co je ovlivnéno rozsahem vystupu haSovaci funkce a jaky rozsah bychom tedy méli zvo-
lit?
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10.5 Me¢jme nasledujici hasovaci funkce na hasovani fetézci. Jaké jsou jejich vyhody a nevyhody?
a) HaSovaci funkce, kterd seCte znaky Fetézce.

b) Predchozi funkce, ale misto soué¢tu znaku pouzijeme operaci zor.

¢) Soudin znakt modulo zadanou velikosti tabulky (velikost muiZe byt libovolnd).

d) Suma znak - pozice modulo zadanou velikosti tabulky (velikost mtze byt libovolnd).

e) Suma znak - pozice modulo zadanou velikost{ tabulky (velikost je prvoéislo).

10.6 Méjme hasovaci tabulku a hasovaci funkei h(x) = x mod 7. Reste kolize v tabulce pomoci linearniho

sondovani.

Metoda linedrniho sondovéani (oteviené adresovani) funguje tak, ze v piipadé kolize vlozime prvek do
jiného volného slotu v tabulce. Pro hasovaci funkeci h(z) by hasovaci funkce linedrniho sondovéani byla
h(z,i1) = (h(z) 4+ i) mod n), kde h(z) je pocatecni hodnota, i pocet kolizi, které ndm jiz pii vkladani
tohoto klice nastaly.

a) Vlozte do tabulky nasledujici hodnoty: 14, 16, 21, 18, 29, 15.

b) Jak budeme postupovat pfi hleddn{ prvku a jakd bude slozitost hleddni?

c) Jak byste detekovali, ze je uz hasovaci tabulka plna? Jak byste tuto tabulku predélali?

10.7 Mgjme hasovaci tabulku a hasovaci funkei h(z) = x mod 7. Reste kolize v tabulce pomoci

kvadratického sondovani, kde budou konstanty ¢y =2 a ¢ = 1.

%

Metoda kvadratického sondovani je rozsiteni metody linedrniho sondovani, kde predpis funkce hasovani je
h(x,i) = (h(x) + c1i + c2i?) mod n), kde ca # 0. Pro co = 0 by funkce degradovala na linedrni sondovani.

Vyhoda kvadratického sondovani proti linedrnimu je, ze se lépe vyhyba hromadéni klic na jednom misté.

a) Vlozte do tabulky nésledujici hodnoty: 17, 24, 16, 13.
b) Jakou bude mit slozitost vyhleddn{ a smazéni prvku?
Kvadratické sondovani se vyuziva i pro hledéani volnych bloku paméti v adresovych schématech souborovych

systému. Jeho vyhodou je skakani po velkych blocich a v pripadé plnych bloktu je presko¢i mnohem

rychleji nez linearni pristup.

10.8 Navrhnéte datovou strukturu pro reprezentaci mnoziny prvkia. Datova struktura by méla mit
vSechny operace jako INSERT, DELETE, SEARCH efektivni. Mnozina prvka nesmi obsahovat duplikaty.
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10.9 Navrhnéte datovou strukturu, kterda podporuje nasledujici operace:
e INSERT v ¢ase O(log(n)).
e DELETE v ¢ase O(log(n)).
e Nalezeni vétsiho a mensiho prvku (hodnotou, ne ¢asem vlozeni) v ¢ase O(log(n)).

e NEXT(z) — nalezne prvni{ prvek, ktery byl vloZeny po prvku x a jesté se nachéz{ v datové strukture

v Case O(1).

10.10 Navrhnéte datovou strukturu, kterd reprezentuje hierarchii zaméstnanci. Datova struktura
musi umét nejhire v linedrnim ¢ase vzhledem k poctu zaméstnancu najit ke dvéma zameéstnancum jejich

nejnizsiho spolec¢ného nadrizeného.

10.11 Navrhnéte néasledujici metody nad hasovaci tabulkou, které vyuziva néjakou z predchozich

hasovacich funkci. Vhodné také feste kolize, které mohou nastat.
a) INSERT vloZi objekt do hasovaci tabulky.

b) SEARCH (k) metoda vraci index slotu obsahujici kli¢ k& nebo hodnotu nil, pokud dany slot

neexistuje.

¢) DELETE smaze kli¢ z haSovaci tabulky.

10.12 Naprogramujte si funkéni hasovaci tabulku, kterd bude fesit kolize pomoci seznamii. Pro seznamy
muzete vyuzit jiz naprogramované své nebo knihovni funkce. Ve studijnich materidlech jsou k tomuto

pripravené zdrojové kédy: C a Python.

Nasledujici priklady jsou vhodné na domaci studium.

10.13

a) Jaké jsou vyhody a nevyhody metody déleni, kde h(k) = k mod (m)? Jaké hodnoty m je

vhodné pouzivat?

b) Jak funguje multiplikativni metoda a jaké mé vyhody a nevyhody proti metodé délenim?

10.14

a) Co bychom chtéli po dobré hasovaci funkci? Jak by méla zobrazovat zadané hodnoty?

vvvvv

10.15 Me¢jme hodnoty 10, 13, 18, 3, 8, 40, 28, hasovaci tabulku o velikosti 7 a hasovaci funkci
h(z) = x mod 7. Zapiste vysledek vkladani hodnot pro kazdou z koliznich strategii.

10.16 Navrhnéte datovou strukturu, kterd umoziuje fazeni pomoci vice kli¢i. Podle priméarniho klice
vSak dochazi k ¢astym kolizim, takze potrebujete fadit i podle dalsich kli¢u. Vase struktura umoznuje
v nejhufe logaritmickém (vzhledem k poctu unikétnich primédrnich klic) case vratit vSechny hodnoty se

stejnym primarnim klicem, pricemz prvky jsou serazeny podle sekundarniho klice.
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10.17 Navrhnéte datovou strukturu (nebo modifikujte jiz zndmou), kterd podporuje vraceni hodnot
z intervalu v ¢ase O(log(n)) (struktura vracenych hodnot zalezi na vés, linedrni mnoztvi hodnot nelze

samoziejmé ,vypsat® v O(log(n))).

10.18 Navrhnéte datovou strukturu, kterd umoziiuje vklddani prvku s klicem v {0,1}. Po struktute
déale chceme, aby uméla vratit v konstantnim case vsechny prvky, které maji pouze kli¢ 1 nebo prvky

s klicem pouze 0.

10.19 Navrhnéte datovou strukturu pro mnozinu, ve které operace jsou INSERT, DELETE a SEARCH
v ¢ase O(1). Mizete predpokladat, ze prvky jsou hodnoty z intervalu [1,2,...,n].

10.20 Necht S = {s1,s2,...,8} a T = {t1,ta,...,tm} jsou dvé mnoziny prirozenych ¢isel takovych,
e 1 < s;,t; <nprovSechny 1 <i<!lal<j<m. Navrhnéte algoritmus, ktery rozhodne, zdali plati
S =T v ¢ase O(l +m).

10.21 Navrhnéte datovou strukturu, kterda poskytuje operace:
e INSERT(z, D) vlozi « do D.
e DELETE(k, D) smaze k-ty nejmensi prvek z D.
e MEMBER(z, D) vrati true pokud = € D.

Vsechny operace musi byt v ¢ase O(log(n)).

10.22 Navrhnéte datovou strukturu mnoziny, kterd poskytuje operace:
e INSERT(z, D) vlozi « do D.
e DELETE(x, D) smaZe x z D.
e MEMBER(z, D) vrati true pokud = € D.
e NEXT(x, D) vrati nejmensi prvek v D vétsi nez x.
e UNION(S, D) spoji struktury S a D.

Vsechny operace musi byt v ¢ase O(log(n)), kromé operace UNION, kterd ma byt v éase O(n).

10.23 Mgjme datovou strukturu D a operaci @, kde D = {dy,...,d,}. Navrhnéte datovou strukturu,
kterd umoziuje se¢ist (d; ® d;41 @ --- P d;) pro libovolné ¢ < j s O(log(n)) operaci &.

10.24 Navrhnéte datovou strukturu, kterd implementuje mnozinu usporddanych dvojic (p, k), kde & je

kli¢ a p je priorita. Vase struktura musi umét nasledujici operace v ¢ase O(log(n)):
e INSERT(p, k) vlozi prvek s prioritou p a kli¢em k.
e MEMBER(k) vrati prvek s nejmensi prioritou mezi prvky, které maji kli¢ mensi nebo roven k.

e DELETE(k) smaZe vSechny prvky s klicem k.
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10.25 Navrhnéte datovou strukturu, ktera je tvorend z n hodnot xq,xo,...,x,. Struktura dokaze

rychle vratit nejmensi hodnotu z intervalu x;, ..., z;, pro ¢ < j. Struktura splituje nasledujici podminky.
1. Vyuzivd O(n - log(n)) prostoru a vraci nejmensi hodnotu z intervalu v ¢ase O(log(n)).

2. Vyuzivd O(n) prostoru a vraci nejmensi hodnotu z intervalu v ¢ase O(log(n)).

10.26 Rozhodnéte, jestli plati nasledujici tvrzeni:
Kolekce H = {hq, hs, h3} haSovacich funke{ je univerzélni, pokud haSovaci funkece mapuji universum
{A, B,C, D} Kkli¢t na rozsah hodnot {1,2,3} vzhledem k nésledujici tabulce:

hl I) hg I) h,g I)

( ( (
1 0 2
0 1 2
0 0 0
1 1 0

QW8
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Kapitola 11

Graty I.

Neorientovana hrana je dvouprvkovd mnozina {u, v}, kterd znaci, ze vrcholy u a v spolu sousedi.

Orientovand hrana je usporddand dvojice vrcholu (u,v), kterd znaci, Ze z vrcholu u vychézi hrana do

vrcholu v.

Ohodnocena hrana ma4 prirazenou hodnotu. Pokud je délka kladné celé ¢islo, pak lze graf s ohodnoce-
nymi hranami prevést na graf s hranami neohodnocenymi (tedy ohodnocenymi jednickou), hranu

délky n nahradime n po sobé jdoucimi hranami délky 1.

V pripadé, Ze jednu dvojici vrcholi spojuje vice hran, hovofime o paralelnich hrandch (a multigrafu).
Vystupni stupen vrcholu je pocet hran, které z vrcholu vychazi.
Graf je usporadana dvojice mnoziny vrcholi a mnoziny hran.

1. Orientovany graf ma orientované hrany.

2. Neorientovany ma neorientované hrany.

V bipartitni grafu lze vrcholy rozdélit do dvou skupin, pricemz hrany mohou existovat jen z jedné

skupiny do druhé, ne v ramci jedné skupiny.

Reprezentace grafu v paméti pocitace lze provést ruznymi zpusoby, které volime podle typu grafu

planovaného vyuziti.

1. Seznam sousedl v neorientovaném grafu — ke kazdému vrcholu v udrzujeme seznam
vrcholi v tak, ze {u,v} je hrana. Hodi se zejména pro ridké grafy, pro které méa mensi

prostorovou slozitost.
2. Seznam naslednikii v orientovaném grafu — ke kazdému vrcholu u udrzujeme seznam
nésledniku v tak, Ze (u,v) je hrana.

3. Matice sousednosti v neohodnoceném grafu je matice rozméru |V| x |V, kde se pii-
tomnost hrany reprezentujeme hodnotou A,, = 1 v pripadé, Ze existuje hrana z v do v, a 0

v pripadé, ze neexistuje.

V| x |V, hranu (u,v) délky
d reprezentujeme hodnotou A4, = d v pripadé, Ze mezi uzly u a v hrana neni, pak klademe

4. Matice vzdalenosti v ohodnoceném grafu je matice rozmeért

Ay = 00.
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Transponovany graf je graf obsahujici hrany opacné orientované nez graf ptvodni. M4 smysl jej

definovat pouze pro orientovany graf. Pro reprezentaci pomoci matice sousednosti je transponovani

grafu totozné s transponovanim matice, ktera graf popisuje.

Prichody grafu 1. BFS (breadth-first search), tedy prohledévani do $ifky. Pouzivd datovou strukturu

fronta (ve které uchovavame vrcholy ¢ekajici na zpracovani) a hod{ se pro hledéni nejkratsi
cesty nebo testovani, zdali je graf bipartitni.

. DFS (depth-first search), tedy prohleddvani do hloubky. Pouzivd datovou strukturu zasobnik

(ve kterém ukladdame cestu). Pouzivd se k hleddni cyklu v grafu, nalezeni topologického
usporadani grafti nebo rozdéleni grafu na silné souvislé komponenty. K témto aplikacim vyuziva

Casové zndmky, které popisuji, kdy jsme vrchol objevili (u.d) a kdy jsme jej opustili (u.f).

Typy hran lze na zdkladé DFS prichodu z konkrétntho vrcholu klasifikovat na:

4.

. Stromova hrana (tree edge) je hrana (u,v), kterd odpovidd hrané v DFS stromé.
. Zpétna hrana (back edge) je hrana (u,v), kterd spojuje vrchol s jeho pfedkem v DFS stromé.

. Dopfedna hrana (forward edge) je hrana (u, v), kterd spojuje uzel s nékterym z jeho potomkii,

ale nen{ hranou vysledného DFS lesa (tim se lisi od stromové hrany — vrchol ktery jsme s jeji
pomoci objevili uz byl objeven dfive).

Priéna hrana (cross edge) je hrana (u,v) je hrana, které neodpovida zadné z jinych klasifikaci.

Topologické usporadani definujeme na orientovaném acyklickém grafu a jedna se o linearni usporadant,

ve kterém se muze vrchol u vyskytovat pred vrcholem v jediné pokud z v do w nevede hrana. Pouziva

se pro vyjadfovani zdvislosti (prerekvizity predmétii), fazeni procesi. . .

Silné souvisla komponenta orientovaného grafu je maximalni mnozina vrchola takova, ze z kazdého

vrcholu této mnoziny se lze dostat do libovolného jiného vrcholu této mnoziny.

11.1 O jaky graf se jedna? Popiste, co jsou v grafu hrany a co vrcholy:

a) dopravni sit,

b) seznam kamarddi, kolegl, spoluzdku,

c¢) skldddni Rubikovy kostky,

d) postup feseni her dvou hrécu (sachy, ddma),

e) elektricky obvod na tisténém spoji,

f) zdrojovy kéd programu,

g) projekt vyroby auta.

11.2 Zapiste tento graf pomoci matice vzdédlenosti a seznamu néasledniki:
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11.3 Me¢jme orientovany graf zadany seznamem nasledniki.
a) Jakou ma4 slozitost uréeni poc¢tu vystupnich hran ze zadaného vrcholu?

b) Jakd bude slozitost pro vstupni hrany?

11.4 Graf, se kterym budete v tomto cviceni pracovat:

/G\\(y\ :

24

Pokud vam algoritmus umozni volit z vice vrcholt, pak je berte podle abecedy.

a) Zjistéte pomoci BFS, zdali existuje cesta z ¢ do y a urcete jeji délku.

b) Jaké vrcholy jste navstivili? Jaky vrchol musite zvolit jako pocateéni, abyste prosli cely

graf?

¢) Urcete typ vSech hran grafu pomoci prichodu DFS vSech silné souvislych komponent. Pokud
vam algoritmus umozni volit z vice vrcholi, vybirejte je v abecednim pofadi (za¢néte tedy

z vrcholu q).

d) Lze z ¢asovych znamek ziskanych z priachodu v minulém piikladu zjistit, zda je z vrcholu u
dosazitelny vrchol w? Jak obecné pouze z ¢asovych znamek urcite, jaké vrcholy jsou dosazitelné

ze zadaného vrcholu?

e) V kolika krocich navstivite vrchol z z vrcholu ¢ pomoci BFS a DFS? Jde se pred zapocetim

prohledavani rozhodnout, ktery typ prohledavani bude vyhodnéjsi?

f) Porovnejte Casovou i prostorovou slozitost BFS a DFS. Jak se lis{ v zdvislosti na podobé grafu?

Zadejte graf, ve kterém se slozitosti lisi.

vy

g) Jaky graf projdou prichody do sitky a do hloubky ve stejném poradi?
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11.5 Meéjme graf G, ktery obsahuje vrchol x, ze kterého jsou dostupné vsechny vrcholy grafu G. Pro
vrcholy u a v uréime casové znadmky DFS priichodem z vrcholu z. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou

pravdiva, své rozhodnuti zdavodnéte?
a) Pokud je u.d < v.d, pak neexistuje hrana z u do v.
b) Pokud je u.f < wv.f, pak neexistuje hrana z v do w.
c) Pokud je u.f < v.f, pak neexistuje hrana z u do v.
d) Pokud je u.f <wv.f Au.d < v.d, pak neexistuje cesta z u do v.
e) Pokud je u.f < v.d, pak neexistuje cesta z u do v.

f) Pokud je u.f < v.d, pak neexistuje hrana z u do v.

11.6
a) Jaky je maximdaln{ pocet hran v orientovaném grafu s n vrcholy?
b) Jaky je miniméln{ pocet hran, pokud je cely orientovany graf dosaZitelny z jednoho vrcholu?

c¢) Kolik hran je treba pfidat do grafu z ptikladu b), aby byl cely orientovany graf silné souvislou

komponentou?

11.7 Navrhnéte graf, ktery bude obsahovat po prohledani do hloubky:
e 2 dopredné hrany,
e 2 zpétné hrany,
e 2 pri¢né hrany a
e 4 stromové hrany.

Poradi v ramci prohledavani je ddno abecedné.

11.8 Méjme strom minimélnich vzdéalenosti z pocatecniho vrcholu, ktery vznikl prichodem BFS
neorientovaného grafu (BFS strom). Co lze ze stromu uréit o vzdélenosti 2 vrchold, z nichz nenf ani jeden

kofenem stromu (pocateénim vrcholem)?

11.9
a) Kterym z algoritmtt BFS nebo DFS byste hledali cyklus v orientovaném grafu a jak?

b) Navrhnéte algoritmus, ktery uréi délku nejkrat$iho cyklu v neohodnoceném orientovaném

grafu. Pokud graf neobsahuje cykly, vraci co.
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11.10

a) Urcete silné souvislé komponenty v nasledujicim grafu:

2,7 1,16 8,15 17,20

13,14

3,6 4,5 9,12 10,11 18,19

b) Jak byste hledali silné souvislé komponenty v grafu G?

11.11 Dokazte, ze z kazdého souvislého neorientovaného grafu, Ize odebrat jeden vrchol tak, Ze nedojde

k rozpojeni grafu na samostatné ¢asti. Jak byste takovy vrchol nalezli?

11.12 U nésledujicich algoritmii urcete, zda se jedna o korektni DFS/BFS algoritmus. Pokud ne,
popiste proc¢ a co déla spatné. Predpokladejme, ze vSechny algoritmy voldme na neorientovaném grafu,

ktery ma u vSech vrcholt nainicializovanou bilou barvu.

a) Prvni algoritmus:

Procedura PRUCHODA (u)

vstup: vrchol u

1 u.color < gray
for v € u.successors do

2
3 if v.color = white then
a PRUCHODA (v)

5

fi
6 od
7 u.color < black

b) Druhy algoritmus:

Procedura PRUCHODB (u)

vstup: vrchol u

1 queue < empty queue

2 ENQUEUE(queue, u)

3 while queue is not empty do
4 u < DEQUEUE(queue)

5 for v € u.successors do

6 ENQUEUE( queue, v)

7 od

8 od
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¢) Treti algoritmus:

Procedura PRUCHODC (u)

vstup: vrchol u

1 stack < empty stack

2 PusH(stack, )

3 while stack is not empty do
4 u <+ Pop(stack)

5 u.color < gray

6 for v € u.successors do
7 PusH(stack,v)

8 od

9 u.color < black

10 od

d) Ctvrty algoritmus:

Procedura PrRucHODD(G)

vstup: graf G

=

queue < empty queue
ENQUEUE(queue, Yu € G)
while queue is not empty do
u < DEQUEUE(queue)
u.color < black
for v € u.successors do
ENQUEUE( queue, v)
od

o NI O oA W N

9 od

e) Paty algoritmus:

Procedura PRUCHODE (u)

vstup: graf u

priorityQueue < empty queue // usporddand podle abecedniho poradi vrcholi
ENQUEUE(priorityQueue, u)
while priorityQueue is not empty do

u < DEQUEUE(priorityQueue)

u.color < black

for v € u.successors do

ENQUEUE(priorityQueue, v)
od

o N O Gk W N =

11.13 Naprogramujte pridani hrany do matice sousednosti. Dale implementujte hledani nejkratsi cesty
z u do v pomoci BFS. Pomoci DFS otestujte, zdali graf obsahuje cykly. Také naprogramujte prevod
mezi reprezentacemi grafii. Miizete pouzit reprezentaci seznamt z predchozich cviceni. Postupujte podle

pokynt v komentarich. Zdrojové kédy kody jsou dostupné ve studijnich materidlech: C a Python.
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Nésledujici priklady jsou vhodné na domaci studium.

Tento priklad je opakovanim prednasky. Detailnéji popisuje pojmy z tvodu cviceni.

11.14 Jaké reprezentace grafi znate? Jaké jsou jejich nevyhody a vyhody? Kdy se ktera reprezentace
hodi? Jak se vase navrzené reprezentace zméni u ohodnoceného grafu?

11.15 Megjme dplny binarni strom hloubky 7 reprezentovany pomoci seznamu naslednikt. Prevedte jej
do reprezentace pomoci matice sousednosti.

11.16 Ctverec orientovaného grafu G = (V, E) je graf G2 = (V, E?) takovy, Ze (u,v) € E? pravé tehdy,
kdyz G obsahuje cestu s maximélné dvéma hranami mezi u a v. Navrhnéte efektivni algoritmus, ktery
vytvoii graf G? z grafu G pro obé reprezentace — seznam naslednik?i a matice sousednosti. Analyzujte
slozitost vaseho algoritmu.

11.17 Matice sousednosti orientovaného grafu G = (V, E) bez smycek je |V| x |V| matice B = by,
takova, ze:

-1 pokud hrana e sméruje z vrcholu u,
bue = 1 pokud hrana e sméfuje do vrcholu u,
0 jinak.

Popiste, co bude reprezentovat vystupni matice produktu BBT, kde BT je transponovana matice B.

11.18

a) Strom je jednoduchy souvisly neorientovany graf, ktery neobsahuje kruznice. Popiste souvislost
pre/in/post order vypisu s DFS prichodem.

b) Lze preorder vypis pouZit na graf za predpokladu, ze by kazdy uzel mél maximdlné 2 nasledniky
a to pod ukazateli LEFT a RIGHT?

¢) Jakym prichodem je vhodné prochdzet nekonecny (ale spodetny) strom konecéné arity (strom,

kde existuje alespon jedna nekone¢nd (ale spocetné dlouhd) vétev)?

‘ Daliborek vzkazuje: Existenci nekonecné dlouhé vétve v nekonec¢ném grafu konecné
00 arity mame zarucenu Koénigovym lemmatem (které vsak nelze dokdzat v Zermelové-

Fraenkelové teorii mnozin bez axiomu vybéru).

d) ** Jakym pruchodem je vhodné prochézet nekonecny (ale spocetny) strom nekoneéné (ale
spocetné) arity?

Karlik varuje: Premysleni nad problémy realného zivota pomoci DFS casto nevede
ke spravnému vysledku: viz xked 761.
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11.19 Navrhnéte graf, ktery po libovolném prohledani do hloubky nebude obsahovat zadnou doprednou

hranu.

11.20 Kolik existuje rtuznych grafii s n vrcholy a m neorientovanymi hranami?

11.21 Pouzijme algoritmus BFS, pouze u néj nahradme frontu zasobnikem. Nalezne algoritmus stale

nejkratsi cesty v grafu?

11.22 Excentricita vrcholu v je nejdelsi vzdalenost z v do jiného vrcholu grafu. Primér grafu je nejvétsi
excentricita jeho vrchol. Naopak nejmensi excentricita vrcholt je polomér. Centrum je vrchol, jehoz
excentricita je rovna poloméru.

Navrhnéte funkce, které uréi excentricitu, priimér, polomér a centrum.

11.23 Eulerovsky tah je posloupnost neopakujicich se hran, kterymi prochdzime zadany graf. Hamilto-
novsky cyklus je cesta, kterd prochazi pres vSechny vrcholy.
Urcete, kdy graf mtze mit Eulerovsky tah a Hamiltonovsky cyklus.
Jak byste problém resili algoritmicky?

11.24 Dokazte, ze graf obsahujici kruznici liché délky nemtize byt bipartitni. Plati také tvrzeni, zZe

kazdy graf, ktery obsahuje pouze cykly sudé délky je bipartitni?

11.25 Méjme obrazek, ve kterém chceme ze zadaného pixelu najit vSechny pixely, které maji stejnou
barvu a sousedi budto s poc¢atec¢nim pixelem, nebo pixelem, ktery je jiz v mnoziné sousedi.

Jak budete reprezentovat obrazek grafem a jaky grafovy algoritmus se k problému hodi?

11.26 Jaka bude slozitost algoritmu BFS, pokud pouzijeme pro reprezentaci grafu matici souseda?

Modifikujte algoritmus tak, aby byl schopen pracovat s matici jako vstupem.

11.27 Existuji dva typy wrestlert: ,babyfaces“ (,good guys®) a ,heels® (,bad guys*). Mezi kazdou
dvojici profesiondlnich wrestlera je ¢i neni rivalita. Predpoklddejme, Zze mame n profesionalnich wrestlert
a mame seznam r paru rivali. Navrhnéte algoritmus, ktery v ¢ase O(n + r) rozhodne, zdali je mozné
priradit wrestleram typ ,babyface“ a ostatnim typ ,heel® tak, ze vSechny dvojice rivali jsou dvojice
,babyface“ a ,heel“ wrestlera. Pokud takové prifazeni existuje, vas algoritmus by mél toto prifazeni

vratit.

11.28 Necht G = (V, E) je souvisly, neorientovany graf. Navrhnéte algoritmus, ktery v ¢ase O(V + E)
spocita cestu v G, kterd projde kazdou hranu pravé jednou v kazdém sméru. Predstavte si problém jako

bludisté, jak byste nasli cestu ven, pokud byste mohli pouzit neomezeny pocet minci na znaceni cesty?

11.29 Méjme algoritmus BFS, ktery nepouziva Sedou barvu pro indikaci, ze jiz je vrchol pridan do

fronty. Jak se zméni slozitost algoritmu?
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Graty II.

Cesta v grafu G = (V, E) je posloupnost vrcholu p = (vg,v1,...,vx) takovd, Ze (v;—1,v;) € E pro
i=1,...,k

Jednoducha cesta je cesta, ktera neobsahuje dva stejné vrcholy.

Trojuhelnikova nerovnost — pro kazdou hranu (u,v) € E a V(s) € V plati §(s,v) < §(s,u) + w(u,v),

kde w(u,v) je ohodnoceni hrany (u,v).

Bellmanuv—Forduv algoritmus je algoritmus pro hledani nejkratsich cest ze zadaného vrcholu do
vsech ostatnich vrcholu. Je schopen pracovat s grafem s hranami zaporné délky a v pripadé existence

zaporného cyklu jej umi detekovat.

Dijkstrav algoritmus je algoritmus pro hledani nejkratsich cest ze zadaného vrcholu do vsech ostatnich
vrcholti. Oproti Bellmanovu—Fordovu algoritmu neumi projit graf s hranami zaporné délky. Vyhodou

oproti Bellmanovu—Fordovovu algoritmu je lepsi casova slozitost.

Relaxace cesty je procedura volana na dvojici vrcholt, ktera v pripadé existence kratsi cesty, nez kterou

zatim zname, aktualizuje vzdalenost vrcholu na novou kratsi hodnotu.

Strom nejkratsich cest grafu G definujeme jako strom, kde od fixntho kotene v k libovolnému vrcholu

u je cesta ve stromé nejkratsi cestou v grafu G.

12.1 Méjme néasledujici bludisté.

a) Prevedte bludisté na graf.

b) Navrhnéte algoritmus pro nalezeni nejkratsi cesty v bludisti z levého horniho rohu do pravého

dolniho rohu. Pokud cesta neexistuje, vrati false. Algoritmus provedte.
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c¢) Upravte graf tak, aby v ném neslo odbocovat doleva a vracet se. Co vréati vas algoritmus po
této uprave?

12.2

a) Zkonstruujte pomoci Bellmanova—Fordova algoritmu strom nejkratsich cest z vrcholu a v na-

1
3
y;l)
4
@ :

b) Jakd je Casova slozitost Bellmanova—Fordova algoritmu?

sledujicim grafu. Jaka je délka cesty z a do c?

¢) Jak pomoci Bellmanova-Fordova algoritmu uréite, Ze graf obsahuje cyklus zdporné délky?

d) Modifikujte algoritmus BELLMAN-FORD tak, Ze algoritmus vrati v.d = —oo pro vSechny
vrcholy v, pro které existuje cyklus se zapornou délkou na cesté z pocatecniho vrcholu do
.

12.3 V tabulce mame prehled nejkratsich cest mezi dvojicemi ceskych vesnic. Navrhnéte algoritmus,

ktery nalezne v tabulce chyby. (Napovéda: graf reprezentujici silni¢ni sit musi splitovat trojihelnikovou

nerovnost).
’ H Peklo ‘ RAj ‘ Hrob ‘ Onen Svét | Zahrobi
Peklo 149 | 223 197 230
R4j 150 84 129 139
Hrob 222 84 265 165
Onen Svét || 197 129 | 264 414
Zahrobi 230 139 | 164 414
12.4

a) Naleznéte pomoci Dijkstrova algoritmu nejkratsi cestu z vrcholu a do vrcholu f v tomto

2 @E

neorientovaném grafu:

@/

4
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b) Projdéte ndsledujici graf z bodu a pomoci Dijkstrova algoritmu.

¢) Navrhnéte graf s hranami zaporné délky, které Dijkstriv algoritmus zpracuje, a pfesto vrati
spravny vysledek.

d) Co se stane s Dijkstrovym algoritmem, pokud misto prioritni fronty pouzijeme normélni
frontu? Na jakych grafech bude fungovat?

12.5 Predpoklddejme, Ze chceme vytesit problém nejdelsi cesty mezi dvéma vrcholy. Co déla algorit-
mus DIJKSTRA, pokud zaménime operaci minimum za mazximum? Pokud bude korektné hledat délky
nejdelsich cest, pak to dokazte. Pokud ne, tak sestavte protiptiklad.

12.6 Jak byste Tesili nasledujici problémy hledani cest:

a) Nejkratsi cesta z jednoho vrcholu do vSech ostatnich vrchola.

b) Nejkratsi cesta, kterd prechézi pres konkrétni vrcholy v daném poradi.

¢) Nejkratsi cesty ze vSech vrcholi do jednoho vrcholu.

e) Nalezeni nejdelsi cesty v acyklickém grafu.

*

f

Nejkratsi cesty mezi vSemi dvojicemi vrcholt.

)

)

)

d) Identifikovani vrcholi do zadané vzdalenosti (hleddni mést v uréitém okoli na mapé).
)

)

) *

g) * Nejkratsi cyklus pres vSechny vrcholy.

12.7 PouZijte a modifikujte Dijkstruv algoritmus k nalezeni nejkratsi cesty z vice vychozich vrchola do

vsech ostatnich vrcholt v orientovaném grafu, ktery neobsahuje zaporné hrany.

12.8 Navrhnéte algoritmus k nalezeni nejkratsi cesty, kterad je rostouci. Rostouci cesta musi obsahovat
hrany, jejichz délky tvori rostouci posloupnost.

12.9 Priiklad zaméren na pseudokédy Bellmanova—Fordova a Dijkstrova algoritmu.
a) Jak provddime inicializaci algoritmi, které hledaji nejkratsi cesty z jednoho zdroje?

b) Relaxace hrany (u,v) slouzi jako test, zdali existuje kratsi cesta do vrcholu v pfes vrchol w.
Navrhnéte metodu RELAX s argumenty vrcholii u a v. Nezapomernte na udrzeni informace
o predchudci.

¢) Pomoci predchozich metod zkonstruujte algoritmus Bellman—Ford. Tedy inicializujte algorit-

mus, pouzijte relaxaci hran a nezapomente oveérit, jestli graf obsahuje zaporné cykly.
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Déle se priklad vénuje Dijkstrovu algoritmu vcetné ivah o jeho odvozeni.

d) Pfepiste hrany délky = na x hran pfes pomocné vrcholy tak, aby zustala délka cest zachovana

a na tomto grafu provedte prichod do sitky. Ten ukoncete pii nalezeni vrcholu f. Co jste

2 @E

zjistili?

@/

e) Kdy BFS prohledéva ptivodn{ vrcholy? D4 se vrcholiim pritadit néjakd metrika, podle které

bychom mohli provést BFS na ohodnoceném grafu?
f) Kdy bude BFS na grafu s pomocnymi vrcholy zpracovdvat jaky vrchol?

g) Prevod grafu s ohodnocenymi hranami na graf s hranami délky 1 pomoci pfidani vrcholi
tedy umoznuje prochazeni (kladné) ohodnoceného grafu pomoci BFS. Je nalezend vzdalenost
vrcholu findlni po prvnim nalezeni vrcholu, nebo se miuze ménit? Zamyslete se nad tim

v kontextu obarvovani vrchola.

h) Zkuste formulovat Dijkstruv algoritmus, pomoc{ tivah o BFS. MuZete k tomu pouZzit funkce
INITIALIZE a RELAX, které jste pouzili u Bellmanova-Fordova algoritmu.

i) Jaky je vhodny zptisob vybéru vrcholu, ktery mate zpracovat? Jakd datova struktura se

k tomuto ucelu hodi? Jaka bude slozitost algoritmu podle zvolené datové struktury?

12.10 Naprogramujte hledani nejkratsich cest v orientovaném ohodnoceném grafu pomoci Bellmanova—
Fordova a Dijkstrova algoritmu. Pro Dijkstrav algoritmus pouzijte pripravenou strukturu prioritni fronty.
Postupujte podle pokyni v komentarich. Zdrojové kédy jsou dostupné ve studijnich materidlech: C a
Python.

Nasledujici priklady jsou vhodné na domaci studium.

12.11

Pozor, algoritmus probrany v tomto prikladu funguje pouze pro orientované acyklické grafy. Obecné je
hledani nejdelsi cesty NP-tézky problém.

a) Urcete nejdelsi cestu z vrcholu a na tomto grafu:
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Pani Bila pripomina: Pro vypocet minimalni kostry libovolného grafu je mozné
pouzit hladové algoritmy, protoze pro graf mizeme sestrojit odpovidajici matroid,
jehoz baze jsou tvoreny mnozinami hran koster tohoto grafu.

12.12 Méjme ohodnoceny orientovany graf G = (V, E) s cyklem se zdpornou délkou. Navrhnéte efektivni

algoritmus, ktery vypiSe vrcholy zaporného cyklu. Dokazte, ze vas algoritmus je korektni.

12.13 Ukazte, ze strom nejkratsich cest z jednoho zdroje vytvoreny pomoci algoritmu DIJKSTRA

v neorientovaném grafu netvori nutné minimaln{ kostru.

12.14 Nachdzite se v n dimenziondlni siti na pozici (1, xa,...,2,). Dimenze sité jsou (dy,ds,...,dy).
V jednom kroku muzZete udélat jeden krok dopiedu nebo dozadu v kterékoliv z n dimenz{ (tedy vzdy
existuje 2 - n moznych pohybt). Kolika zpusoby muzZete udélat m kroku tak, ze nikdy neopustite sit

v zadném vrcholu? Sit opustite pokud pro néjaké x; plati, ze z; <0V z; > D;.

12.15 Dokazte, ze v grafu s unikdtnimi vdhami hran existuje pravé jedna minimélni kostra. Kolik

minimalnich koster 1ze najit v grafu s hranami stejné vzdalenosti?

12.16 Jak se zméni strom nejkratsich cest do vSech vrcholl z predem daného vrcholu, kdyz obratime

vsechny hrany?

12.17 Jak byste nasli primér ohodnoceného orientovaného grafu?

12.18 Co se stane s Bellmanovym—-Fordovym algoritmem, pokud je na cesté mezi zadanymi dvéma

vrcholy negativni cyklus? Bude néktera hrana nekorektné relaxovana?

12.19 Jaky algoritmus byste pouzili pro nalezeni nejkratsiho cyklu v grafu?

12.20 Meéjme orientovany graf bez zapornych hran. Vrcholy tohoto grafu jsou rozdéleny do dvou mnozin.

Naleznéte nejkratsi cestu mezi vsemi dvojicemi vrchold v riznych mnozinach.

12.21 Navrhnéte algoritmus k nalezeni sousedu v urcité vzdalenosti od zadaného vrcholu. Algoritmus

by mél mit casovou slozitost zavislou na zadané vzdalenosti.

12.22 Navrhnéte algoritmus k nalezeni kritické hrany v orientovaném grafu bez zapornych hran.

Kriticka hrana je hrana, jejiz odstranéni maximalné zvétsi délku nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy.
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12.23

a) Co bude pocitat Bellmantv—Fordiv algoritmus, pokud neprovedeme relaxaci pro kazdou

hranu, ale pouze pro vsechny hrany z vychoziho vrcholu?

b) Co bude pocitat v pfipadé, Ze budeme relaxovat kazdou hranu pouze jednou, ne |V| — 1-
krat?

12.24 Co se stane s Bellmanovym-Fordovym a Dijkstrovym algoritmem, pokud znegujeme podminku

v relaxaci? Pocitd algoritmus délku nejdelsi cesty?

ﬂ Pan Usmévavy dodava: Takto modifikovany algoritmus se nejmenuje RELAX, ale

- DRINA.
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Spojovany seznam, fronta a zasobnik

1.1

a) N&S seznam typu List bude obsahovat ukazatele first a last ukazujici na prvni a posledni prvek
v seznamu. Pokud je seznam prazdny, jsou tyto ukazatele inicializovany na nil. V pripadé jediného

prvku v seznamu jsou ukazatele na prvni a posledni prvek shodné.

Kazdy prvek seznamu bude obsahovat kli¢ key, ukazatel na nasledujici prvek next a ukazatel na
predchozi prvek prev. Pokud je prvek posledni, pak hodnota v next odpovida nil. Obdobné je pro
prvni prvek prev = nil. Novy prvek seznamu vytvorime pomoci NEW(key) a tato funkce ndm vrati
ukazatel na novy prvek. Prvek seznamu muze také obsahovat prvek data, které reprezentuji data

prirazena k danému kli¢i. Pro jednoduchost implementace se daty nemusime zabyvat.

b) Funkce INSERT vytvori z klice novy prvek a spravné aktualizuje ukazatele v seznamu.

Procedura INSERT(L, key)

vstup: seznam L typu List, vkladany kli¢ key

vystup: ukazatel na nové pridany prvek

=

new < NEW (key) // vytvori novy prvek seznamu
new.next < nil // ndsledujici proek neni
new.prev < L.last // predchozi prvek je byvaly posledni prvek
if L.first = nil then
L.first < new // pripad prdzdného seznamu
else
L.last.next < new
fi
L.last < new // novy posledni prvek

© 0 N o oA~ W N

10 return new

¢) Funkce DELETE (L, node) smaze prvek ze seznamu a upravi ukazatele sousednich prvki.
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Procedura DELETE(L, node)

vstup: seznam L typu List, ukazatel node na prvek seznamu, ktery chceme odstranit

if node = nil then
return Chyba, byl zadan prazdny ukazatel
fi

if node.prev = nil then

1
2
3
a
5 L.first < node.next // nemd predchidce
6 else

7 node.prev.next <— node.next

8 fi

9 if node.next = nil then

10 L.last < node.prev // nemd ndslednika
11 else

12 node.next.prev < node.prev

13 fi

14 RELEASE(node) // aZ po dpravé ukazateli uvolniujeme prvek z paméti

Vyhoda oproti obyc¢ejnému poli je, ze ndm staéi upravit jenom sousedni prvky, abychom zachovali
strukturu seznamu. V poli bychom museli posunout v paméti vsechny prvky nasledujici za smazanym
prvkem. Proto se v aplikacich, kde se ¢asto méni prostredni prvky dat, pouzivaji seznamy misto

poli.

d) Funkce bude muset projit linedrné cely seznam, dokud nenajde hledany prvek.

Procedura SEARCH(L, key)

vstup: seznam L typu List, hledany kli¢ key

vystup: ukazatel na nalezeny prvek s danym kli¢em; nil, pokud neexistuje

=

node < L.first

while node # nil A\ node.key # key do
node < node.next

od

return node

(L N

e) Jelikoz prvky v poli jsou v paméti usporaddny za sebou, mizeme piimo pristupovat (s konstantni
slozitosti) ke konkrétnimu prvku. V seznamu to nelze, protoze nevime, kde se presné i-ty prvek
nachézi. Proto pfistup k i-tému prvku muze byt az linedrni vzhledem k délce seznamu (musime

projit cely seznam, abychom prvek nasli).

f) U nékterych aplikaci se miizeme chtit odvoldvat na predchozi prvky. Jak jsme uz v predchozim
prikladu zjistili, pfistup k (¢ — 1)-tému prvku by mohl mit az linedrn{ sloZitost v jednosmérné
spojovaném seznamu. V obousmérné spojovaném seznamu se vsak z i-tého prvku na predchozi prvek
dostaneme v konstantnim ¢ase pomoci ukazatele prev. Toto vylepSeni ndm ovsem klade naroky na

pamét pro udrzovani dalsiho ukazatele.

1.2 Méjme strukturu Stack, ktera obsahuje ukazatel na vrchol zasobniku top. Pokud je zasobnik prézdny,

je ukazatel top nastaven na nil.
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Procedura PUsH(stack, key)

vstup: struktura stack, kli¢ key

1 added < NEW (key)
2 added.below < stack.top
3 stack.top < added

Procedura Popr(stack)

vstup: struktura stack

vystup: hodnota odstranéného vrcholu

if stack je prazdny then
return zasobnik je prazdny
fi
key < stack.top.key
tmp < stack.top // abychom neztratili ukazatele na prvek, ktery se md smazat
stack.top < stack.top.below
DELETE (tmp)

o N O ok W N =

return key

1.3 Na rozdil od fronty se mohou u zasobniku prvky prehazet. Prvky zachovavaji vlastnost, ze pokud jiz
byly vloZzeny vyssi prvky, muzou byt odebrany az po odebrani vyssich ¢isel. Nemuzou tedy nastat situace

b) — problém je s posledni dvojici ¢isel, f) — problém u 1 7 2 a g) — zase posledni dvojice.

Vzorové jesté rozeberme piipad c¢). Posloupnost pifkazu je PusH(0), PusH(1), PusH(2), Popr() 2,
PusH(3), PusH(4), PusH(5), Por() 5, PusH(6), Pop() 6, PusH(7), Por() 7, Pop() 4, PusH(8), Popr()
8, PusH(9), Por() 9, Por() 3, Por() 1, Por() 0.

1.4 Mgjme strukturu Queue, kterd obsahuje ukazatel na prvni (first) a posledni (last) prvek fronty.

Procedura ENQUEUE(queue, key)

vstup: struktura queue, kli¢ key

added < NEW (key)
added.left < nil
if queue.last = nil then
queue.first < added
else
queue.last.left < added
fi
queue.last < added

o N o ok W N =
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Procedura DEQUEUE( queue)

o N o ok W N =

10

11

12

13

vstup: struktura queue

vystup: hodnota odstranéného prvku

if queue.first = nil then
return fronta je prazdna
fi
key < queue.first.key
tmp < queue.first // abychom neztratili ukazatele na prvek, ktery se md smazat
if queue.first = queue.last then
queue. first < nil
queue.last < nil
else
queue. first < queue.first.left
fi
DELETE (tmp)

return key

1.5 Jelikoz je fronta datova struktura typu FIFO a prvky déavame v poradi od 0, pak jediny piipad,

ktery muze nastat je, Ze tyto prvky budeme ve stejném potadi i odebirat. Tedy pfipady a) a c¢) nikdy

nenastanou.

1.7

a) Vhodnym datovym typem muze byt naptiklad nasledujici struktura:

Struktura OsoBa
vk //celé kladné ¢islo

jméno //retézec

b) Rozhodné neni vhodné u kazdé osoby délat kopie objektu pro kazdého pritele. Kdybychom totiz

chtéli aktualizovat néjaké udaje, tak bychom aktualizaci museli provést nejen u originalniho objektu,
ale nasledné bychom museli vyhledat i vsechny kopie, které by bylo tfeba také aktualizovat. Dalsim
problémem je velkd pamétova narocnost. Idedlni je tedy na kazdého pritele néjak odkazat, k cemuz
se hodi v C ukazatel a v Pythonu odkaz.

Nase struktura tedy vysledné vypadda takto:

Struktura OsoBA
vék //celé kladné ¢islo

jméno //Tetézec

prdtelé //seznam/pole odkazi/ukazateli na proménné typu OSOBA
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Algoritmy a korektnost

2.1 Ne, protoZe 31. 12. 2008 (pfestupny rok) doslo k zacykleni (hodnota days byla 10593 — muZete si to
vyzkouset sami). V iteraci, kterd méla byt posledni, proménné days byla 366. Byla splnéna podminka
cyklu i prvni podminka if, ale druhd podminka if nebyla splnéna a tedy nedoslo ke snizeni hodnoty days.
ReSenim je pfidat else vétev pro tento piipad, ktery cyklus zastavi.

S touto chybou se museli vyporadat programatori Zune z Microsoftu.

2.2

a) Algoritmus cykli prévé tehdy, kdyz je hodnota z na poc¢atku mensi nez 0. Proto algoritmus neni

konvergentn{ vzhledem k podminkdm a) a c). Vzhledem ke zbylym podminkdm je konvergentni.

b) Algoritmus pro nezéporné ¢isla spocitd hodnotu z = z|x], coz se rovna z? pravé pro celd ¢isla
x. Proto je parcidlné korektn{ vzhledem ke vstupni podmince c) a také k d). Algoritmus je proto

totalné korektni vzhledem k uvedené vystupni podmince a vstupni podmince d).
¢) Vstupni podminka mus{ vstup omezit i o redlnd a raciondln{ ¢isla, takZe zistane pouze mnozina
prirozenych ¢isel, tedy ¢(x) =z € N.
2.3
a) Algoritmus neni totalné korektni, jelikoz neni pro vSechny vstupy koneény.

b) Vstupy, pro které algoritmus nefunguje, jsou vSechny vstupy sudé délky. Na téchto vstupech totiz

algoritmus neni konecny.

Algoritmus muzeme opravit tak, ze na fadku 3 zapiSeme podminku i < j. Pokud mame extra smysl
pro humor, mtzeme opravu provést nastavenim vstupni podminky na fetézec S s lichou délkou.

Takové Teseni je totalné korektni, ale neni to to, co bychom od algoritmu ocekéavali.
2.4

Vyznam riznych indexid u tohoto dikazu: s a ¢ jsou proménné pouzivané v algoritmu, na nasledujicich
radcich tedy odkazuji na hodnoty téchto proménnych v algoritmu. Index k& odpovida pozici posledniho
sCitaného prvku posloupnosti A. Index j bude pouzivan ve spojeni s néjakym kvantifikdtorem. Abychom

v sumach nepretézovali index 7, budeme pouzivat index h.

Vstupni podminka:
w(A) = (Vj.A[J] € Z) N Tk > 1Ak =0 A (Vj.1<j<k= A[j]#0)

Ptepis vstupni podminky do c¢estiny: vsechna ¢isla v posloupnosti jsou celd a existuje jedno ¢islo, které je

nula a vsechny hodnoty s mensim indexem, nez je index této nuly, jsou nenulové.
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Vystupni podminka:
k
P(A,s) =Tk > LAKR =0 A (Vj1<j<k=A[j]#0) A s=) Al
h=1

Prepis vystupni podminky do cestiny: vystupem algoritmu je suma ¢isel po prvni vyskyt nuly v posloup-
nosti.

Invariant while cyklu:

V textu dale budeme pouzivat k k oznaceni indexu prvni nuly. Chcete-li vidét dalsi zapisy matematicky
presné, predstavte si na zacdtku kazdé formule 3k > 1.A[k] =0 A Vj1<j<k= A[j]#0A .

i—1
i<k As=>» Al
h=1

Pred vstupem do cyklujei =1a s =0. Vime, ze k > 1 a 22:1 A[h] je prazdnd suma, kterd se
tradi¢né klade rovna 0. Invariant tedy pred cyklem plati.

Nyni ukédZeme, Ze kdyZ provedeme priichod cyklem, invariant zistane v platnosti (tj. plati po priachodu,
pokud platil pfed). Podivime se nejdiive na ¢ < k. Pfi kazdém prichodu cyklem se nam ¢ zvétsi o 1.
Nemtize ndm vyrust nad k? Nemiize, protoze pii ¢ = k je A[i] = 0 a dalsi prichod cyklem uZ se neprovede.

Ted se podivejme na s. Oznacme si s’ a i’ hodnoty po priichodu, at je odlisime od hodnot pred prichodem.
i—1

Vime, ze i < k, i’ =i+ 1 a piedpokldddme s = >, | A[h]. Invariant plati, protoze
i—1 i i'—1
s'=s+Ali] =) AR+ Ali]=>_ Al =>_ Afnl.
h=1 h=1 h=1

Korektnost algoritmu:

Oproti vstupni podmince je ve vystupni podmince navic ndvratova hodnota s = Z:Zl Alh]. Jakou
hodnotu algoritmus vraci? Hodnotu s po poslednim prichodu cyklem, tj. v situaci, kdy A[i] =0, a tedy
i = k. Invariant cyklu plat{ i po poslednim prichodu, proto s = 2;11 Alh], a tedy ZZ: Alh]. Protoze
Alk] = 0, je tato suma rovna ZZ=1 Alh]. Tim jsme dokazali parcialni korektnost. Totalni korektnost
plyne z toho, ze dle vstupni podminky k existuje. Na zacatku cyklu je ¢ < k, ¢ se zveda vzdy jen o jedna

a prfi ¢ = k je cyklus ukoncen.

2.5

a) Algoritmus nenf totalné korektni, jelikoz u obdélnikové matice, kterd m4 vice Fadkt nez sloupct
(vétsi rozmér na ose y), nekorektné preskakuje k diagonéle a néasledné vypisuje hodnotu mimo

rozméry matice.

1 2
b) Vstupem muze byt napiiklad | 3 4 |. Vystupem by mélo byt 1 2 4, ale na 3. fadku neni chovani
5 6

algoritmu definovdno (bude zdleZet na konkrétnim jazyce a implementaci v ném — v C by pravdé-
podobné doslo k pristupu mimo pamét prislusejici matici, Python kontroluje pristup mimo pamét
listu, takze by vyhodil vyjimku ,list index out of range®).

Opravu lze provést zménou fadku 3 na j < ¢ a smazanim radka 5 az 7.

2.6 Podminky jsou nasledujici:

p(4A,n) = n=]AlAn>1
PY(A,n A = AL <... <A AAje permutaci A.
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Jako invariant for cyklu zvolme tvrzeni, ze poslednich n — ¢ prvka posloupnosti je vzestupné uspora-
danych a zaroven jsou vétsi, nez vsechny zbylé prvky posloupnosti. Nerovnost v invariantu je neostra,
stejné jako v dikazu niZe (v posloupnosti samoziejmé muze byt vice stejnych prvki).

Pred prvnim priachodem cyklem plati i = n, a proto je tvrzeni trivialné splnéno.

Zachovani invariantu. Podivame se, jestli ndm pruchod cyklem nepokazi invariant. Pred priuchodem
predpokladame platnost invariantu, tedy poslednich n — i prvka je vzestupné serazenych a zaroven jsou
vétsi nez zbytek posloupnosti. Zbytek posloupnosti je prvnich ¢ prvka. V cyklu se v tomto zbytku provede
hledani maxima a prvek s indexem maxima je nasledné prohozen s prvkem na pozici ¢. Tim je prodlouzen
blok poslednich sefazenych a zachovana platnost invariantu pro dalsi prichod cyklem se snizenym .

Korektnost algoritmu. Algoritmus vraci pole A hned, jak cyklus skoné¢i. Dle invariantu je po
poslednim prichodu poslednich n — 1 prvka sefazenych a zbyvajici prvni prvek je jim mensi nebo roven.
Pole A je tedy celé sefazené. Tim jsem dokézali parcidlni korektnost. Totalni korektnost plyne z toho,

Ze béh for cyklu je vzdy konecny (pokud nezasahujeme do proménné 7).

2.8 Pro kazdy algoritmus plati, ze kdyz je totalné korektni, tak je také parcialné korektni — to je disledek
definice korektnosti. Naopak z parcidlni korektnosti vyplyva totdlni korektnost jen u konvergentnich
algoritmu. Celkem tedy, parcidlni korektnost je ekvivalentni totdlni korektnosti pravé pro algoritmy, které

jsou konvergentni (tedy zastavi na kazdém vstupu spliiujicim vstupni podminku).

2.9 Jelikoz muzeme vytvorit vystupni podminku typu @ = false, zdanlivé neexistuje zadnéd vstupni
podminka, pro kterou by byl algoritmus korektni. Navic nas algoritmus musi byt parcialné korektni pro
libovolnou vstupni podminku, tedy i pro true. To zni vrazedné. Avsak vzhledem k tomu, Ze vyzadujeme
jen parcialni korektnost, stac¢i mit jistotu, ze program bude vzdy cyklit a nikdy neskonci, napt. while 1 =
1 do od.

2.15 Podminky se doplni nésledovné (postupujte po krocich shora dolu).

Funkce SORTCOMMENTED(A)

vstup: A dvouprvkové pole
vystup: sefazené pole A
1 if A[1] > A[2] then
/AN =, A2 =y, x>y
2 z+ A[1]
J/ Al =x, A2l =y, z=z,2 >y
A[l] «+ A[2]
/Al =y, ARl =y, z=z,2>y
4 Al2] + =
/AN =y, A2l =3,z =2
/S AN] =2, A2l =y, <y

w

5 fi
6 return A //[p,ql,p<gN(p=zNqg=y)V(p=yANqg=2x))

2.17

a) p(4,n) = n=]AlAn>1, Y(A,An) = |A|=nAA] < < A'n]A A je permutaci A.
Invariant vnéjstho cyklu platici na jeho zacatku: Usek pole A[1], ..., Afi — 1] je permutaci prvnich
i — 1 prvkl vstupni posloupnosti a tento tsek je neklesajici, tj. A[1] < --- < A[i — 1].
Invariant vnitinfho cyklu platici na jeho zac¢atku: Vk.j < k <i = A[k] < z.

89



KAPITOLA 13. RESEN{ NEKTERYCH PRIKLADU

b) Invariant platici na konci téla vnéjsiho cyklu (jesté pred dalsim zvySenim proménné 7): A[l1] <
AJ2] < --- < Afi] a soucasné Vj.i < j <n = Ali] < A[j] a soucasné posloupnost A je permutaci
vstupni posloupnosti A.

Vztahuje-li se invariant ke konci téla cyklu, je pro dikaz korektnosti dulezité, ze télo cyklu bude
provedeno aspon jednou. To je v nasem pripadé zaruceno kladnosti n vyplyvajici ze vstupni
podminky.

Dikaz korektnosti je pak snadny. Po poslednim pruchodu télem vnéjsiho cyklu je hodnota proménné

1 rovna ¢islu n. Po dosazeni n za ¢ v invariantu dostaneme vystupni podminku.
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Délka vypoctu, slozitost

3.1

1. ano

2. ne (rozhodujici ¢len je n® a ten je jisté v&tsi nez n)
3. ano (n'7 je vétsf nez n®)

4. ano

5. ano (zfejmé z predchozich)

6. ne (n° je vétsi nez n)

a) Graf funkce f mé pruseéiky s osami v bodech [0,5] a [—10,0], funkce g je konvexni parabola
s vrcholem v bodé [2,3]. ReSenim je napt. dvojice ¢ = 1 a ng = 5.
b) Graf funkce g je graf funkce 2" s poc¢atkem posunutym do bodu [1, —2]. Resenim je napt. dvojice

c=1lang=3.

3.2 Dvojic konstant ¢, ng, které jsou svédky toho, ze f € O(g), resp. g € £2(f), je nekoneéné mnoho.

3.3 Vysledné serazeni je nasledujici:
6
loglogn
Viogn
logn
log** n
n — ologan
log(n!) = nlogn
n? =n?+logn

|4
™m® —nd+n

B

en

n!

nn
22

n
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Detailni porovnani asymptotického rustu nékterych funkei.

O(log(n!)) = O(nlogn).
Souc¢in funkci v logaritmu lze prepsat na soucet logaritmt téchto funkci. Rozepsanim tedy zis-
kdme log(n!) = logl + log2 + --- + logn. To je ohraniceno shora funkei nlogn. Je potieba
urcit jesté dolni hranici. Pokud zanedbame prvni polovinu scitancli, zlistane pouze soucet
log(n!) > log & +log(§ +1) +---+1logn >log§ +1log 5 +---+log 5 = 5 log 3.

Funkce logn! miize byt pouze v rozsahu funkci nlogn a 5 log 5, pricemz obé jsou jen konstantnimi
nasobky funkce nlogn.

Pokud vsak porovnavame funkce n™ a n! bez aplikace logaritmu, pak se funkce asymptoticky lisi
o sqrt(n). Zvédavéjsi z vds si mohou vyhledat Stirlingiiv vzorec (Stirling’s approximation), jenz vyjadiuje
presnéjsi odhad funkce faktorial.

Pro¢ je 22" rychlejsi néz n™? Vezméme velké n. Jak se nAm funkce zméni pro n + 17 92"+ _g2m2 _
(22")2, tj. umocni se na druhou. Ukézeme, Ze n" se o tolik nezméni, tj. (n+ 1)+ < (n™)2. (n+1)"+D) =
n ) 4 (Mnt 4.4 (Mn =D 4 40 Viimnéme si, Ze () < (n"f'l), =n-(n—1)---(n—(i—1)) < n'.

Proto (n 4+ 1)) < (n 4+ 2) - n(®*D = n. (n 4+ 2) - n™ < n™-n" = (n™)2.

3.4 Dikaz provedeme pomoci matematické indukce. Chceme ukazat, ze pro vSechna n > 7 plati

ontl < 3"
- n
Pron = T7: 2! = 28 = 256, 37 = % = 312. Tedy tvrzeni plati.
Pro n > 7: Pfedpoklddejme, 7e 271 < % a chceme dokdzat 2712 < % 7 ptredpokladu dostavame

ont2 — 9. 9ontl < 9. 3% a potrebujeme jesté ukazat, ze 2 - % < 3;:11 . Abychom to 1épe vidéli, nerovnost
zjednodusime, tj. vyndsobime obé strany w Dostaneme 2 - (n+1) < 3n, coz je 2 <n,atopron >7
plati.

3.5

a) Slozitost procedury PRINTERI1 je v O(1), protoze cyklus probéhne vzdy 100000krét bez ohledu na
velikost n.

b) Slozitost procedury PRINTER2 je v ©(n), protoZe vnitini cyklus probéhne vzdy pouze dvakrat.

c) Slozitost algoritmu MAXIMUM je v O(n). Radek 1 je proveden v case O(1). Stejné tak fadky 3 a 4
jsou provedeny v ¢ase O(1). Cyklus (fddky 2—4) se provede (n — 1)-krét, tedy v ¢ase O(n), protoze
algoritmus musi projit celé pole A.

d) Prvné rozeberme, kolikrét se které radky volaji.

Réadek ¢. 1 je volan jen jednou. V cyklu se v kazdém priichodu zmensuje hodnota z na polovinu,
klesa tedy logaritmicky. Podle poc¢tu ,instrukci“ by tedy Slo usoudit, zZe algoritmus pracuje v case

O(log z). Uvédomte si ale, ze ve skutecnosti aritmetické operace netrvaji konstantni ¢as.

3.6
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a)

b)

3.7

b)

3.11

Algoritmus vypo¢itd mocninu pomoci postupného prindsobovéni ¢isla base k pribéznému vysledku,

coz vede k linedrni slozitosti O (exp).

Algoritmus mé logaritmickou slozitost O(logexp) diky puleni ¢isla exp. Neprindsobujeme tedy

postupné po jednom base, ale vysledek se po mocnindch kumuluje v proménné output.

Rekurzivni implementace ma stejnou asymptotickou ¢asovou slozitost. Lisi se vsak doba vypoctu
(alesporti ve vétsiné programovacich jazykt). Procesor si totiz musi udrzovat zdsobnik funkénich
volan{. Rekurzivni feSeni byvaji az na vyjimky pomalejsi (jen co se Casu tyce, ne slozitosti) nez

Vv,

feseni bez rekurze. Vyhodou byva snazsi (struénéjsi) zapis rekurze.

Funkce FIBRECURSIVE patii do 2°("). Diikaz:

Oznacme si ¢asovou slozitost funkce zavolané s parametrem n jako T'(n). Jelikoz v cyklu provadime
4 aritmetické operace (porovnavani, 2 odeéitani a jedno sc¢itani), lze vyslednou casovou sloZitost
zapsat jako

Tn)=T(n—-1)4+T(n—2)+4,
déle hodnoty T'(0) = T(1) = 1.
Pro zjednoduseni také pocitejme dolni hranici, tim, Ze pfedpokldddme T'(n — 1) =~ T'(n — 2).

Tedy T'(n) = 2T (n — 2) + 4, coz muzeme zjednodusit na vyraz

Zde uz mame exponencidlni Clen, ktery je z asymptotického hlediska prevladajici.

Funkce FIBITER pati{ do O(n). V kazdém prichodu for cyklu se rozdil n — i snizi o jedna a kdyz

dosdhne nuly, cyklus konci. Operace v cyklu dle zadani povazujeme za konstantni.

Funkce FIBCONST zadny cyklus neobsahuje, pouze vola funkce POWER a SQRT pfi vypoc¢tu mocniny
a odmocniny, vysledna casova slozitost tedy zalezi na Casové slozitosti téchto funkci. Pokud si
algoritmus naimplementujete, mozna budete prekvapeni, ze neni vyrazné rychlejsi nez predchozi
iterativni algoritmus. To je dano praci s typy pro redlna c¢isla, na nichz jsou operace vyrazné
pomalejsi. Vypocet by mohl byt rychlejsi az na velmi vysokych hodnotéch, pro které uz je jiz kvili

zaokrouhlovani mirné neptesny.

Pomoci matematické indukce ukazeme, ze pro vSechna n > 1 plati

logn < n.

Pron = 1: logn = 0 a tedy tvrzeni plati.
Pro n > 1: Pfedpoklddejme, Ze logn < n. Chceme dokazat, ze log(n + 1) <n + 1.

3.13

log(n+1) <log2n =1log2+logn <1+n
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a) Nejprve odhadneme dobu jedné iterace.

i-236=60-60-24 s

86400
L= 936

S
i~13-107%s
Nyni dobu jedné iterace vydélime 1000, protoze mame 1000krat rychlejsi pocitac.

i'=13-10""s

i' 2" =60-60-24 s

86400 s
gn = OS5
1.3-10-9 s
Loy, 86400
%2 737109
n =45

b) Pro algoritmus se slozitost{ v ©(n!) bychom pro n = 12 zvladli vypocet provést za méné nez 3,5

hodiny, zatimco pro n = 13 bychom potiebovali 1,716 dne.

Pro algoritmus se slozitosti v ©(n") bychom pro n = 12 zvladli vypocet provést za témér 21,5

hodiny, zatimco pro n = 13 by vypocet trval vice nez 30 dni.

3.14

a) Algoritmus na zékladé pulen{ intervalu nalezne dany prvek v ¢ase O(logn), kde n je délka prohleda-
vaného pole.
Intuitivni dikaz: algoritmus konéi, kdyz je rozdil indexi [ a r roven nule. V kazdém prichodu cyklu
se rozdil déli dvéma, v horSim pripadé je vzdy zaokrouhlen doli. Pocet téchto déleni vyjadiime

pomoci funkce log, n.
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Navrh algoritmu

4.1
a)

b)

d)

Zde se nabizi spousta moznosti.

Pokud budeme seznamem listovat tak dlouho, dokud nebudeme na spravné strané, pak muzeme

Tici, ze problém fesime iterativnim algoritmem.

Rychlejsi postup by byl pomoci binarniho vyhledavani, které se da povazovat za rekurzivni algoritmus.
Typicky jde o iterativni algoritmus — dokud nejsem nahore, udélam krok.

Vhodnym fesenim by bylo dat kazdému z opravujicich mensi hromadku, kterou by si kazdy seradil
samostatné. Spojeni hromadek v jednu by probéhlo volenim prvniho jména vzdy z vrcholu ¢tvetice
hromadek. Takovy algoritmus je typu rozdél a panuj. Kdyby tak délili i kazdou podhromadku, tak
by se jednalo o spojeni rekurze a rozdél a panuj (merge sort).

Debugovani je prikladem problému, ktery zahrnuje vice postupt, a tedy i typa algoritmi.
Krokovani programu je iterativni algoritmus.

Casto je jedna chyba vyvoldvana jinou. Pokud tedy pro opravu chyby A potiebujete opravit chybu

B a pro opraveni B je nutné opravit C. .., pak postupujete rekurzivné.

Pokud néco vyvijite ve vice lidech, pak muzete hledat problém i pomoci rozdéluj a panuj, kdy kazdy
hleda problém ve své ¢asti kodu, dale dvojice programétoru hledaji problém v komunikaci mezi

jejich ¢astmi kodu a vétsi skupinky hledaji ve stale vétsim spole¢ném kédu.

4.2 Tterativni feseni muze vypadat napriklad takto:

Procedura REVERSEITERATIVE(A, length)

[ VI V]

vstup: A je fetézec délky length indexovan od 1

vystup: obraceny fetézec

1 for i + 1 to LWJ do

od

return A

SwAP (Aza Alength—i-‘rl )

Rekurzivni feseni mtze vypadat napriklad takto:

Procedura REVERSERECURSIVE(A, from,to)

2

vstup: A je fetézec v rozsahu from, to

vystup: obraceny retézec

1 if from > to—1 then

3 fi
4 return A;, + REVERSERECURSIVE(A, from + 1,t0 — 1) + Afrom

return A

95



KAPITOLA 13. RESEN{ NEKTERYCH PRIKLADU

4.3

a)

b)

4.4

Intuitivni algoritmus ndsobeni matic mize vypadat nasledovné:

Procedura MuLTIPLYMATRIX(A, B, n)

vstup: A je matice n X n, B je matice n X n

vystup: matice C' rozméra n X n

1 for i<+ 1tondo

2 for j + 1 ton do

3 Cli,j] + 0

4 for k< 1 ton do

5 Cli, j] < Cli, 4] + Ali, k] - B[k, j]
6 od

7 od

8 od

9 return C

Vstupni a vystupni podminky jsou:

©(A, B,n) = A je matice rozméri n X n a B je matice rozméri n x n.
P((A4, B),C,n) = C je matice rozméru n x n rovnajici se ndsobku matic A a B.

Casovou slozitost algoritmu miizeme uréit ze 3 zanofenych cykli. Jelikoz kazdy z cykli probéhne
n-krat, ze zanoreni cykla vidime, ze kazdy béh prvniho cyklu vynuti n béht druhého cyklu a ten
taky vynuti n béha tfettho cyklu. V sou¢tu mame tedy n - n - n béhi. Aritmetické operace v cyklech
muzeme brat jako operace s konstantni ¢asovou slozitosti, coz ndm ve vysledku dava slozitost je

O(n?).

Jelikoz algoritmus pro nasobeni dvou matic velikosti n x n musi zpracovat alesponi 2 x n? vstupi,

je jasné, ze algoritmus nikdy nebude lepsi nez se slozitosti n?, tudiz ndsobeni matic je v Q(n?).

Intuitivni feSeni: potfebujeme zkontrolovat, zdali je algoritmus konvergentni, to znamenad, ze musime
oveérit, zdali dojde k zastaveni rekurze. To je vSak zajisténo podminkou na fadcich 1 a 2 a postupnym
snizovanim argumentt, se kterym se funkce vold. Zalezi tedy jen na tom, zdali kvuli zaokrouhleni
nedojde k opakovanému volani se stejnymi argumenty, k ¢emuz vSak dojde jediné v pripadé, ze

x =19y — 1. V takovém piipadé se vSak splni podminka, kterd rekurzivni zanorovani ukonci.

Dalsim krokem je ovéreni, zdali algoritmus pocité, co ma. V nasem piipadé by byl problém, kdyby
algoritmus preskocil nékteré hodnoty v poli. K tomu vSak nedojde, protoze rekurze se vola na

interval, ktery je rozdélen korektné.

Formalné: nésledujici feseni plati i pro n, které neni mocnina 2. Velikost problému je pocet vstupt
v poli, tedy y — = + 1. DokdZeme indukci, ze pro n = y — x + 1 vrati MAXIMUM (2, y) maximalni
hodnotu z pole A. Algoritmus je zjevné korektni pro n < 2. Nyni pfedpokladejme n > 2 a to, zZe
MAXIMUM(z, y) vrati maximélni hodnotu v Afz, y] vzdy, kdyZz y —x + 1 < n. Abychom mohli vyuzit
indukén{ pfedpoklad pro prvni rekurzivni voldni, musime dokdzat |(x + y)/2| — 2 4+ 1 < n. Existuji

dva pripady. Kdyz y — x + 1 je sudé, potom y — x je liché, a tudiz y + x je liché. Proto

z+y—1 y—x+1 n
J T+ 9 T+ 5 2<n

T +y
2
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b)

Nerovnost plati pro n > 2. Jestli je y — x + 1 liché, potom y — z je sudé. Pak

Tz +y y—r+2 n+1
_ 1=2"9 1= = )
J T+ 9 T+ 5 5 <n

Tty
2

Abychom mohli pouzit indukéni predpoklad na druhé rekurzivni volani, musime dokézat, Ze

y—(l(z+9y)/2] +1) 4+ 1 < n. Znovu nastévaji dva pripady. Kdyz y — x 4+ 1 je sudé, pak

T+y z+y—1 y—z+1 n
Y <L2J+>+ Y 9 5 2<n

Pokud je y — x + 1 liché, pak

<n.

z+y z+y y—x+1 1 n
Y ({ 2 J+>+ YT 2 272

N~

Funkce MAXIMUM rozdéluje pole do dvou ¢asti. Pomoci indukéniho predpokladu rekurzivni volani
korektné najdou maximum v téchto castech. A jelikoz funkce vrati maximum ze dvou maxim, vrati

i korektni vysledek.

Necht T'(n) je pocet porovndni ve funkci MAXIMUM(z,y), kde n =y — x + 1 je zpracovivand ¢ast
pole. Pokud n je mocnina 2, T(1) = 0 a pro vSechna n > 1 a mocniny 2 ndm rekurentni rovnice
vyjadruje, ze v kazdém zanoreni rekurze 2krat provadim rekurzivni volani, které pokazdé rozdéli
vstupni interval na ptlku, z ¢ehoZ mame ¢dst 27 (n/2). Zarovell musime piicist 1, kterd vyjadiuje
konstantni slozitost MAX(a,b) (hleddni maxima ze dvou prvki). Dohromady ziskdvame rovnici
T(n) =2T(n/2)+1. Odkud a = 2,b = 2,d = 0. Tedy a > b? a master theorem nam ¥ika, ze slozitost
vyjadiend rekurentni rovnici bude O(n!°8 ¢). Logaritmus v rovnici po dosazeni nam da log, 2 = 1.
Vyfesenim ziskdme vysledek T'(n) = O(n). Casova slozitost ndm vlastné popisuje pocet vykonanych

porovnani za béhu algoritmu.

4.5 Problém muzeme rozdélit na mensi podproblémy a nésledné z jejich feseni zkonstruovat ptavodni

reseni. Intuitivné:

1.

2.

3.

Vezmeme prvek x; a rozhodneme, jestli ho jesté miuzeme pridat k vybranym prvkum.
Resime podproblém na prvecich (z1,...,2;_1) pro oba ptipady, tedy Ze jsme a; vybrali i nevybrali.

Vratime optimdlni feseni.

Postup muzeme popsat rekurentni rovnici, kterd vrati optimalni reseni nasledovné:

0 pokud ¢ =0
OPT(i,V) =< OPT(i—1,V) pokudi >1aV <
max{c; + OPT(i — 1,V —v;),OPT(i —1,V)} pokudi>1aV >uv;

Coz dokazeme algoritmicky popsat rekurzi:
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Funkce PROBLEMBATOHU(v, ¢, V, 1)

vstup: pole v obsahujici n vah objekti, pole ¢ obsahujici n cen objektt, V' maximalni vaha,
rozhodujeme se, zdali do batohu vlozit objekt s indexem i € N
vystup: optimélni cena objektu v batohu
if i =0 then
return 0
else if i > 1 AV < o[i] then
return PROBLEMBATOHU(v, ¢, V7 — 1)
else

=

[ 2L B N U V]

return max(c[i] + PROBLEMBATOHU(v, ¢, V — v[i],i — 1), PROBLEMBATOHU(v, ¢, V,n — 1))

Prozkoumanim vSech moznych feseni dostavame algoritmus o slozitosti 20",

4.8 Zminény ,stfedoskolsky“ algoritmus, ktery rozklada obé ¢isla na prvocinitele a z nich pak vybira ty

spole¢né, mé linedrni slozitost (poctem kroki vzhledem k n = max(a, b)). Euklidav algoritmus patii do

O(log(n)). Toto vyjadieni slozitosti vzhledem k hodnoté a ne délce vstupu je vsak velmi zjednodusené.
Pseudokod Euklidova algoritmu:

Funkce ccp(a,b)

vstup: a,b € N jsou ¢isla, pro kterd hleddme nejvétsiho spoleéného délitele

vystup: nejvétsi spoleény délitel a, b

while b # 0 do

Juy

2 t<b

3 b< amodb
4 a<+t

5 od

6 return a

Eukliduv algoritmus patii mezi iterativni algoritmy.

‘ Daliborek vzkazuje: Algoritmus jde napsat i hezéim zpusobem (éti funkciondlnim
o © zpusobem):
1 gecdal=a

2 gcd a b =ged b (a ‘mod‘ b)

4.9

a) Algoritmus by Sel zapsat napiiklad takto:

Procedura RECURSIVEFACT(n)

vstup: n € N, jehoz faktorial hleddme
vystup: n!

1 if n <1 then

2 return 1

3 fi

4 return RECURSIVEFACT (n —1)-n
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b) Algoritmus by Sel zapsat napifklad takto:

Procedura ITERATIVEFACT(n)

vstup: n € N, jehoz faktoridl hledame
vystup: n!
1 output < 1
2 for i < 2 ton do
3 output <— output - i
4 od
5

return output

¢) V tomto pripadé velmi zdlezi na jazyce a prekladadi, ktery by nemél byt néplni tohoto pfedmétu.
Presto vétsinou plati, ze rekurzivni algoritmy jsou pomalejsi, protoze kazdé funkéni volani znamena
vytvoreni nového ramce na zasobniku. To znamena zbytec¢nou rezii s paméti. Tomuto zpomaleni
Casto zabranuji prekladace, které rekurzivni algoritmy pfelozi do iterativni podoby (minimalné
u jednodussich programi). Programétor by si toho vSak mél byt védom a nemél by se vzdy na
prekladac spoléhat. Vyhoda rekurzivniho zapisu je casto citelnost a stru¢nost, ma tedy smysl

premyslet, ktery zapis ma v dané situaci vétsi vyznam.
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Radici algoritmy

5.1 Smyslem je urychlit pristup k dattiim dané posloupnosti. Napriklad pro moznost vyuziti binarniho

vyhledavani, které vyzaduje na vstupu serazené pole.

Aplikace, které provadéji ¢astd vyhleddavani, mohou sefazenim dat dramaticky urychlit svoji ¢innost.
Je mozné ukdzat rozdil ve slozitosti (rychlosti) sekvenéniho hledani a hledani napi. pulenim intervali

v sefazeném poli (viz piiklad 3.14).

5.2 Binarné nalezneme k. Od tohoto vyskytu by slo sekvencéné postupovat doleva, dokud nenarazime na
mensi prvek. Takové FeSeni by vSak mélo linedrn{ slozitost (pro pripad posloupnosti stejnych ¢éisel).
Spravny postup je tedy pouziti binarniho vyhledavani, ale nespokojime se s pouhym nélezem k. Nase
modifikované bindrni puleni se zastavi az v pripadé, Ze narazi na prvek k, ktery je budto prvnim prvkem
pole, nebo se pred nim nachézi mensi prvek. V pripadé, ze narazime na k, které toto pravidlo nesplnuje,

pak pokracujeme ve hledani v intervalu nalevo od zkoumaného prvku.
5.3 Oproti predchozimu prikladu se reseni lisi jen tim, ze hleddme prvek na pravé strané od nalezeného k.
5.4 Muzeme se opiit o to, ze dokdzeme Tadit v ¢ase O(n -log(n)), tudiZ vstupni pole ndm staci sefadit

a pak v linedrnim ¢ase vyhazet duplicity jednim béhem pies sefazené pole. Casova slozitost takového

algoritmu je O(n -log(n)) + O(n) = O(n - log(n)). Pseudokéd by mohl vypadat nésledovneé:

Funkce ERASEDUPLICATES(A, n)

vstup: Pole A délky n
vystup: Pole bez duplicitnich prvki

-

sort(A) // seradime pole A rtadicim algoritmem, ktery pracuje v case O(n -log(n)), treba mergesort
index < 1
for i + 2 ton do
if Afindex] # Ali] then
index < index + 1
SWAP(Alindex], Ali])

(<IN B NV V]

fi
od

// duplicity zistanou v poli za indexem index

9 return A[l,. .., index]

5.5 Potrebujeme stabilni fadici algoritmus. Prvné sefadime libovolnym algoritmem podle jména a pak

stabilnim Fadicim algoritmem podle bydlisté. Celkova sloZitost ©(nlog(n)).
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Druhd moznost je sefadit lidi podle adresy a pak pro jednotlivé adresy jesté fadit podle jména. ReSeni

ma stejnou asymptotickou slozitost a je slozitéjsi na spravné naprogramovani, proto se v databazich bézné

pouziva prvni pristup.

5.6
a)

b)
c)
d)
e)
f)

5.7

b)

d)

INSERTSORT — vezmeme kartu a prochazime karty na ruce tak dlouho, dokud nenajdeme spravnou

pozici. Zatazenim na danou pozici se posunou nasledujici prvky.

SELECTSORT — trenér nechava postupné predstoupit hrace podle ¢isel na dresech.

MERGESORT — paralelizovatelny, kazdy usporada ¢tvrtinu a ty nasledné spojuji.

BUBBLESORT — idedlné paralelni a obousmérny, ale stac¢i princip porovnavani sousednich dvojic.
BUCKETSORT

Prvneé seradime soubory podle jména libovolnym fadicim algoritmem, a potom je sefadime stabilnim

radicim algoritmem podle data zmény. Na oboji lze pouzit MERGESORT.

Na malé mnozstvi souborti by také slo pouzit RADIXSORT.

INSERTSORT rozdéli vstupni pole na sefazenou a nesefazenou ¢ast. V kazdém kroku vezmeme prvni
prvek z nesefrazené casti a zaradime ho na spravné misto v prvni ¢asti posloupnosti. To mtze byt
udéldno napriklad tak, Ze budeme sefazenou posloupnost prochézet pozpatku (od nového prvku) a

dokud je novy prvek vétsi, nez prvek nalevo od néj, tak je prohodime.

Ve zminéné varianté je INSERTSORT stabilni.

INSERTSORT je in situ, jelikoZ pottebuje jen O(1) mista navic (1 misto pro prohozeni prvku).
Oproti algoritmu SELECTSORT ma INSERTSORT nékolik vyhod. Pro sefazené pole pracuje v Case
O(n), je tedy pfirozeny. Nejvyraznéjsi vyhodou je to, ze umi fadit posloupnosti, které mu teprve
béhem frazeni prichazeji na vstup. Algoritmtim s touto vlastnosti se fika online algoritmy. INSERTSORT

miize byt vhodnou volbou napiiklad pro fazeni paketi, které muze radit prubézné a nemusi cekat,

az ziska celou posloupnost.

Funkce INSERTSORT (A, n)

vstup: pole A délky n
vystup: vzestupné sefazené pole A puvodnich prvku

1 for i< 1tondo

2 J 1

3 tmp « Ali]

4 while j > 1A A[j — 1] > tmp do

5 Alj] « Alj — 1] // posune vetsi prvek doprava
6 -1

7 od

8 Alj) < tmp // zatadi i-ty prvek na sprdvné misto
9 od

10 return A

Ano, stadi ptidat tzv. sentinel — hlida¢, ktery je na pozici A[0] (tedy pfed vstupnim polem) a nabyva
hodnoty, ktera je urcité mensi, nez vSechny prvky posloupnosti. Pak Ize z cyklu odstranit podminku
7> 1
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5.8

a)

b)

c)

Funkce MERGE pouzivd pomocné pole auz. Do néj nejprve zkopiruje obé ¢asti pole A a poté
z pomocného pole bere postupné nejmensi prvky a uklddd je do ptivodniho pole A. Pomocné pole
muze byt pro snizeni pamétové slozitosti globalni pro vSechna volani funkce MERGE. Povsimnéte si,
ze funkce MERGE zachovava poradi prvku v poli, jde o predpoklad stability algoritmu MERGESORT.

Funkce MERGE(A, from, mid, to)

vstup: Pole A, které obsahuje 2 sefazené posloupnosti. Jedna je v rozsahu A[from..mid),
drubd v A[mid + 1..t0]
vystup: sefazené pole A obsahujici prvky z puvodniho pole

1 auz < A // vytvorime kopii pole A

2 leftIndex < from // index aktudlniho porovndvaného prvku v levém poli

3 rightIndex < mid + 1 // index aktudlniho porovndvaného prvku v pravém poli
a for k < from to to do

5 if leftIndex > mid then

6 Alk] < auz|rightIndex]

7 rightIndex < rightIndex + 1
8 else if rightindexr > to then

9 Alk] < auz[leftIndex]

10 leftindex < leftIndex + 1
11 else if auz[leftIndex] < auz|rightIndex] then
12 Alk] + auz[leftIndex]

13 leftIndex < leftInder + 1
14 else

15 Alk] < auz[rightIndex]

16 rightIndex < rightIndex + 1
17 fi

18 od

19 return A

Ano, funkce umi pracovat i s nesefazenymi posloupnosti, ale vysledek spojovani neserazenych
posloupnosti nemtze byt serazeny. Pokud jsou v jedné posloupnosti 2 prohozené prvky, pak i ve

vysledné posloupnosti musi byt jejich poradi Spatné, jen mezi né mtzou pribyt dalsi prvky.

Asymptoticky se nezméni, avsak kvuli vétSimu mnoZstvi porovnavani se zvétsi konstanty funkce.

MERGE musi mit vzdy alespon linearni slozitost.

5.9 Slozitost zadané posloupnosti volani MERGE je ©(n-k?). Diivodem je, Ze spojujeme po kazdém volani

delsi posloupnost, takze pri poslednich voldnich spojujeme posloupnost délky n - (k — 1) s posloupnosti

délky n. Tyto posledni volani ve slozitosti prevazuji. Strom rekurzivniho volani se délkami posloupnosti v

jednotlivych uzlech vypada nasledovneé:
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2n n @k(2n)

O(:52 1)

Problém lze vyftesit i asymptoticky rychleji. Chceme volat funkci MERGE na co nejmensich posloup-
nostech, proto chceme spojovat nejdrive dvojice posloupnosti délky n. Takto vzniklé posloupnosti chceme
spojovat v druhém kroku. Postupné chceme spojovat dvojice stejné dlouhych posloupnosti. Pocet volani
MERGE bude stale k£ — 1, ale budeme castéji spojovat posloupnosti malé délky. Vysledna slozitost je
O(k - n -log(k)). Strom volan{ vypada takto:

Qo (kn)

/ \ .
En O1(kn)
/N //\ .
kn Ln L hn Oy (kn

/N /\ SNCSN
/\ S /\ :

+ N o Otk (k)
! ¥
h o h
e (k-izggz . 21) =0 <k;n> = O(kn - h)=0O(kn - log k)

5.10

a) MERGESORT je navrzeny pomoci metody rozdél a panuj, kde algoritmus rekurzivné vezme vstupni
pole a rozdéli jej na dvé casti. Kdyz algoritmus rozebere vstupni pole na jednotlivé prvky, zacne je

sluCovat a vzajemné sefazovat, na coz vyuziva funkci MERGE.
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Kdyz jiz méame funkci MERGE, napséani radiciho algoritmu MERGESORT je jednoduché. V kazdém
zanoreni rozdélime pole na 2 poloviny (divide) a rekurzivné se na obou ¢astech zavoldme. Z volani

si vracime sefazené ¢asti pole, které nésledné spojime pomoci funkce MERGE (conquer).

Procedura MERGESORT(A, from, to)

vstup: pole A obsahuje permutaci prvka posloupnosti a = (afrom, - - - ; @to)
vystup: sefazené pole A’ puvodnich prvki

1 if to < from then

2 return A // jednoprvkové, nebo prdzdné pole, konec zanotovani (divide) rekurze
3 fi

4 mid < from + {WJ

5 A[from..mid] < MERGESORT (A, from, mid) // divide

6 A[mid + 1..to] <~ MERGESORT (A, mid + 1, to) // divide

7 return MERGE (A4, from, mid, to) // conquer

Nase implementace algoritmu je stabilni, tudiz zachovava poradi prvku se stejnym klicem. Existuji
i implementace, které stabilni nejsou. Jelikoz pouzivime pomocné pole aux v MERGE, tak neni
algoritmus in situ (ale in situ implementace existuje). Casovou slozitost dokéazeme spocitat pomoci
rekurentni rovnice (jak bylo ukazéno na pfedndsce) a vychazi ©(n -log(n)). Vzhledem ke spodni

hranici porovndvacich algoritmu 2(n - log(n)) lepsi asymptotické slozitosti nedokédzZeme dosdhnout.

5.11 Nejjednodussi feseni je vytvorit 2 nova pole — pole zapornych c¢isel a pole kladnych cisel. Obé by
museli mit délku n, protoze rozdéleni prvki predem neznate. Pouziti 2 poli by slo redukovat na pouziti
jednoho pole. Mensi hodnoty bychom uklddali zleva, vétsi zprava. Algoritmus vSak lze napsat i in situ.

Jednim z moznych feseni je napriklad algoritmus PARTITION z prednasky, volany s pivotem O.

5.12

a) QUICKSORT je algoritmus typu rozdél a panuj. V prvni fazi vybereme z posloupnosti pivota, podle
kterého budeme pole délit na ¢ast mensich prvka nez pivot a ¢ast vétsich prvki, nez je pivot.
Podrobny popis tohoto rozdéleni najdete ve slidech z prednésky.

Po rozdéleni nésleduje rekurzivni voldni na podproblémy, tedy zvlast na podpole mensich hodnot

nez pivot a podpole vétsich hodnot nez pivot.
Treti Cast je spojeni obou ¢asti pole. Pokud pracujeme v ramci jednoho pole, tak tato faze odpada.

QUICKSORT ve varianté z prednasky neni stabilni, jelikoz pfi pfehozeni prvki mezi ¢astmi vétsi a

mensi nez pivot muze jeden ze stejnych prvka preskocit jiny.

Procedura QUICKSORT(A, from, to)

vstup: A je pole délky |to — from + 1]
vystup: A’ je pole délky |to — from| 4+ 1, pro které plati, Ze pro vSechna
i € {from,... to}: A'li] < A'[i + 1]

1 if from < to then

2 pivotIndex < PARTITION (A, from, to)
3 QUICKSORT (A, from, pivotIndex — 1)
4 QUICKSORT (A, pivotIndex + 1, to)

5 fi

6 return A
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Funkce rozdéleni pole muze vypadat nasledovné:

Funkce PARTITION(A, from, to)
vstup: A je pole délky |to — from + 1|
vystup: pozice index a pole prvku A je preskladané v tseku mezi indexy from a to tak, ze
pro vSechna i € {from,...,index} plati A[i] < Alindex] a pro vSechna
j € {index, ..., to} plati Alindex] < A[j]
1 pivot + Alto]
2 index < from — 1
3 for i < from to to do
a if A[i] < pivot then
// prvky < pivotu se ddvaji pred pozici index
5 index < inder + 1
6 swap(A[indez], A[i])
7 fi
8 od
9 return index

b) Casova slozitost algoritmu QUICKSORT se odviji od volby pivota. Pokud volime za pivota medidn, pak
se vZdy pole rozdéli na 2 poloviny a celkovy podet rekurzivniho voldn{ bude log(n). Naopak v pifpadé
vybéru okrajového prvku (minima nebo maxima) bude pocet porovnan{ % QUICKSORT tedy

patii do O(n?), avsak u ndhodné sefazeného pole je priimérna slozitost O(n - log(n)).

Algoritmus z prednasky voli za pivota posledni prvek posloupnosti. To je v porddku u ndhodné
usporadanych posloupnosti, kde se mlize median posloupnosti vyskytovat se stejnou pravdépodob-
nosti v celé posloupnosti. Avsak v p¥ipadé usporadané (byt jen ¢dstecné) posloupnosti budeme
vybirat velmi ¢asto maximum. To je pro volbu pivota naprosto nevhodné a Casova slozitost bude az
kvadraticka.

Vzhledem k tomu, ze v praxi ¢asto pracujeme s Cdstecné usporadanou posloupnosti, je vhodné
vybirat pivota jinak nez vybranim posledniho ¢lenu posloupnosti. Casto dosdhneme velmi dobrého

vysledku vybérem prvku ze stredu posloupnosti.

Existuje algoritmus, ktery umi vybirat median v linedrnim case. S jeho pouzitim pro volbu pivota se
QUICKSORT stava algoritmem se slozitosti O(n-log(n)). Algoritmus se jmenuje MEDIANOFMEDIANS
a pro vybér pivota u algoritmu QUICKSORT se nepouziva z duvodu velkych konstant u casové
slozitosti.

¢) Algoritmus z prednésky pro pole stejnych prvki pracuje v kvadratickém ¢ase. Prvni podpole bude
obsahovat vSechny prvky az na pivota, takze rekurze se bude volat jen na posloupnost o 1 mensi.
Opravit tento problém lze vytvarenim 3 podpoli, podpole mensich hodnot nez median, podpole

hodnot stejnych jako medidn a podpole hodnot vétsich nez median.

d) Nejvyraznéjsi optimalizace se tykaji vybéru pivota, coz uz jsme rozebrali vyse. Dalsi zrychlen{
1ze ziskat prepsanim z rekurzivni na iterativni podobu. Posledni v praxi pouzivanou optimalizaci
je usporadani velmi malych celki jinym fadicim algoritmem — INSERTSORT. Ten mé na malych

posloupnostech vyrazné rychlejsi béh nez QUICKSORT.

5.13 Vyuzijeme QUICKSORT. Jako pivot pouziviame postupné stiedy intervalu, tedy k/2,k/4 a 3k/4....
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5.14

a)

5.16

COUNTINGSORT predpokladd, Ze vstupni pole obsahuje ¢isla z intervalu (1,..., k) (pole indexujeme
od 1). Algoritmus si spoéitd pocet prvki, které maji rozdilné klice, a pouzitim aritmetiky rozhodne,
kde ktery kli¢ bude mit svou pozici ve vysledném poli. Jeho ¢asova slozitost je linedrni v zavislosti
na poctu prvkl a rozdilu mezi nejmensim a nejvétsim klicem. To nam ukazuje, ze algoritmus je
vhodny jenom v pripadech, kde variabilita v kli¢ich neni vyrazné vétsi nez pocet prvkia vstupu.
COUNTINGSORT je ale pouzivan jako subrutina v jinych radicich algoritmech jako napriklad radix
sort, ktery se umi vyporddat s vétsimi klici efektivnéji. SloZitost algoritmu je O(k+n) (nejde o fadici
algoritmus zaloZeny na porovnavani, tedy na néj neplati dolni ohrani¢eni slozitosti £2(n - log(n)))
jak bylo dokézdno na prednasce. Algoritmus je stabilni, jelikoz zachovava relativni pozici objekti se
stejnymi kli¢i. Tato vlastnost je predpokladem i pro aplikaci algoritmu COUNTINGSORT v algoritmu
RADIXSORT. Vzhledem k potrebé pomocného pole neni COUNTINGSORT in situ.

Funkce COUNTINGSORT(A, n, k)

vstup: pole A délky n s hodnotami z intervalu (1, ... k)

vystup: vzestupné sefazené pole A ptuvodnich prvka

for i + 1 to k do
count|i] < 0;
od
for i < 1 ton do
count[Ali]] < count[A[i]] + 1
od
for i + 2 to k do
count[i] « countli] + count[i — 1]
od
for ¢ «+— n downto 1 do
Blcount[A[i]] <+ A[i]
count[Ali]] < count[A[i]] — 1
od

return B

© w0 N O oA W N -
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INSERTSORT funguje pro zietézeny seznam témér stejné jako na poli. Navic usetii pocet pfesuni

v paméti.

Jesté vhodnéjsi je vsak MERGESORT.

5.19

Vzhledem k velikosti objektu v poli se budeme snazit minimalizovat praci s paméti, tedy radit

objekty radicim algoritmem, ktery pouziva co nejméné swapu a snazi se pracovat jenom ve vstupnim poli,

tudiz je in situ. Takovym radicim algoritmem je SELECTSORT, ktery je in situ a vykona pravé n swapi.

Oproti predchézejicimu feseni vSak existuje vzhledem ke kopirovani objekti i efektivnéjsi zptsob razeni.

Nemusime totiz pfesouvat celé objekty v paméti, ale mizeme jednoduse sefadit jenom pole ukazateli.

Vzhledem k tomu, ze v paméti uz budeme pracovat pouze s ukazateli, které maji minimalni velikost, je

vhodné je fadit co nejrychlejsim algoritmem, tfeba pomoci algoritmu QUICKSORT.

5.22

a)

BUCKETSORT je radici algoritmus, ktery pro fazeni vyuziva rozdélovani vstupniho pole kli¢i do
wprihradek“. Kazdou prihrddku pak sefadime individualné pomoci jiného fadiciho algoritmu, nebo

rekurzivnim aplikovanim bucket sortu. Bucket sort mtuzeme rozdélit do 4 kroku:
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5.23

5.24

1. inicializace prihradek,

2. rozdéleni vstupu do prihradek,

3. serazeni kazdé neprazdné prihradky,

4. spojeni ptihrddek v poradi do jednoho vystupu.
Jelikoz BUCKETSORT neni porovnavaci fadici algoritmus, nemtzeme pouzit £2(nlogn) jako spodni
odhad slozitosti. Slozitost muzeme odhadnout pomoci poctu prihradek, na prednasce bylo dokdzano,

Ze prihradek je pramérné O(n). Vzhledem na pamét potfebnou pro prihradky nenf algoritmus in

situ.

Funkce BUCKETSORT (A, n)

vstup: pole A délky n

vystup: vzestupné sefazené pole A ptuvodnich prvka

=

bucket < pole délky n // indexované od 0
fort+0ton—-1do
bucket[i] < prazdny seznam
od
for i < 1 ton do
vloz Ali] do seznamu bucket[|n - A[i]]]
od
fori<0ton—-1do
INSERTSORT (bucket][i])
od

spoj seznamy bucket[0], ..., bucket[n — 1] do jednoho seznamu

© 0 N o oA~ W N

=
(==

RADIXSORT je vhodny algoritmus pro fazeni podle riznych kli¢a a lexikalni fazeni fetézci. Polozky
posloupnosti se neporovnavaji jako celek, nybrz se rozdéli na ¢asti a radi se postupné ve skupinach.
RozliSujeme 2 zdkladni rozdilné p¥istupy, fazeni zprava (most significant digit/bit = MSD) a zleva
(least significant digit/bit = LSD). Razeni zprava se hodi pro lexikografické fazeni (vezmi slova
za¢inajici na A a sefad je rekurzivné, pak slova na B---), zleva se jedna o stabilni fazeni. Casto se
pouziva v kombinaci s jinym stabilnim fadicim algoritmem, napiiklad COUNTINGSORT, alternativné

se vola rekurzivné.

SELECTSORT fad{ pole vybirdnim maxima (popiipadé minima). Pole se projde n-krat, pfi¢emz pti
kazdém prichodu vyhleddme maximum ze zatim neusporadané ¢asti posloupnosti. Toto maximum

prohodime s poslednim prvkem neusporadané ¢asti.

SELECTSORT neni stabilni, protoze pfi prohozeni nalezeného maxima s aktualnim nejpravéjsSim
prvkem ménime poradi tohoto prvku. Nicméné toto Teseni je in situ. Za cenu vétsi prostorové
slozitosti vSak lze SELECTSORT napsat stabilné.
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5.25

a)

b)

Casova slozitost algoritmu SELECTSORT je kvadratické, odvozeni jste méli na druhém cvicent.

Procedura SELECTSORT(A, n)

vstup: pole A délky n
vystup: vzestupné sefazené pole A’ puvodnich prvku
for ¢ < n downto 2 do

J + MaAXIMUM (A4, 1)

swap(Ali], Alj]) // prehodi proky

w N =

4 od

return A

o

Funkce MAXIMUM(A, n)

vstup: A je pole a n je pocet prvka v poli

vystup: maximum z prvnich n prvka pole A

1 maz = A[l]

2 for i < 2 ton do

3 if A[i] > maz then
4 max + Ali]

5 fi

6 od

7 return max

Algoritmus BUBBLESORT, neboli bublinkové fazeni, je zalozen na kvadratickém poctu pruchodu
posloupnosti, pricemz pri kazdém prichodu porovnava sousedni prvky a pokud je prvek napravo
mensi nez prvek nalevo, tak je prohodi. Timto zptsobem se v kazdém prichodu nejvétsi prvek
posouva napravo, zatimco mensi se posunou o 1 doleva. Nejvétsi hodnoty tedy "probublavaji" na
konec posloupnosti, z ¢ehoz plyne jméno BUBBLESORT.

BUBBLESORT je stabilni a in situ a mé kvadratickou ¢asovou slozitost. Oproti algoritmu INSERTSORT
ma vSak vyrazné horsi skutecnou ¢asovou slozitost, oproti algoritmu SELECTSORT zase vyrazné vice
swapl. I jeho intuitivnost, pro kterou se nékdy uci, je zpochybnitelna. Jedinou moznou vyhodou
zustava paralelizovatelnost porovnavani sousednich prvkiu. Nicméné pokud hleddme paralelizovatelné

radici algoritmy, je snazsi vybirat mezi algoritmy typu rozdél a panuj.

Funkce BUBBLESORT(A, n)

vstup: pole A délky n
vystup: vzestupné sefazené pole A ptuvodnich prvka

1 for i+ 0tondo

2 for j <~ 0ton—i—1do

3 if A[j] > A[j + 1] then

4 swap(Alj], A[j + 1]) // prehodi proky
5 fi

6 od

7 od

8 return A
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5.26 Reseni sefazend postupné podle jednoduchosti:
e Trividln{ FeSeni je linedrné vyhledat kazdy prvek z A v poli B, tj. O(m - n).
e Pole B je sefazené, a proto mizeme vyhleddvat bindrné, tj. O(n - log(m)).
e Pokud uvazime, které pole je kratsi, slozitost bude mensi z hodnot O(n - log(m)) a O(m - log(n)).

e V piipadé pfiblizné stejné velkych poli mizeme pouzit MERGE, tj. O(m + n).

5.27 Slozitost algoritmu bude O(n +1).

5.28 Slozitost algoritmu bude O(n - k) — staci spocitat pocet inverzi.
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Halda a prioritni fronta

6.1
a) neni Gplny strom, obsahuje neuspofddanou vétev 15, 12, 3, 5 a neni nalevo zarovnana
b) je maximové halda
¢) neni, obsahuje neuspofddanou vétev 10, 8, 9 a uzel 7 obsahuje 3 listy
d) nenf tGplny strom
e) nenf nalevo zarovnand

f) je minimova halda

6.2 Moznosti je 8. Strom ma stéle stejnou strukturu, je to dplny bindrni strom (mimo spodni vrstvu
s listy zarovnanymi doleva). V kofeni je vzdy 5. V levém synovi kofene je bud 4 nebo 3. Kdyz 4, tak
zbyvajici ¢isla mohou byt libovoné (6 moznosti). Kdyz 3, tak 4 musi byt sourozenec (2 moZnosti pro
umisténi 1 a 2).

6.3

a) Bude to uplny strom hloubky h. Vime, Ze kazdé patro ndm exponencidlné zvysi pocet prvki a
v prvni vrstvé se nachazi jenom kofen, tudiz pocet uzli je nyer = 2" — 1.

b) Aby méla halda hloubku h, musi mit h pater, pficemz z definice haldy vime, Ze posledni patro
nemusi byt plné. Aby byl pocet prvka minimélni, posledni patro bude obsahovat 1 prvek a zbylych
h — 1 pater budou plné. Z predchoziho dostavame, Ze nin = (271 — 1) + 1 = 2"7L,
6.4
a) A=[15,14,13,12,7,11,8,4,9,6,5,1, 10, 3, 2]
b) Ano.

c) Ne.

6.5 Podle vlastnosti haldy vime, Ze si uchovava usporadani na svych prvcich. Tudiz nejmensi prvky

v maximové haldé se nachazeji v listech stromu.

6.6

110



KaprToLA 13. RESEN{ NEKTERYCH PRIKLADU

1. INSERT(H, 36)

2. INSERT(H,19)
1. vlozeni 2. po kontrole zdola nahoru

3. INSERT(H,25)

@ @ G @ ®

1. vlozeni 2. po kontrole zdola nahoru

4. INSERT(H,100)

1. vlozeni 2. po kontrole zdola nahoru

5. INSERT(H,17)

19 1)
(39 ORI 29
(9 @ 9 GO

1. vlozeni 2. po kontrole zdola nahoru
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6. INSERT(H,?2)

1) (2)
(19 OO (1D
9 G @ @ G @

1. vlozeni 2. po kontrole zdola nahoru
7. INSERT(H,3)
(2 (2)
(19 (17 (19 (3)
(W G ® @O W ® ® O
1. vlozeni 2. po kontrole zdola nahoru

8. INSERT(H,7)

1. vlozeni 2. po kontrole zdola nahoru

9. INSERT(H,1)

(2 (D
(1) (3) (2) (3)
1 @ @ W @O ® @ O
9 W (09 @9

1. vlozeni 2. po kontrole zdola nahoru
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1. EXTRACTMIN(H)

b)
1. odstranéni korene 2. po kontrole shora dolu
2. EXTRACTMIN(H)
(09 (3
(7) (3) (7) (17
W @@ ® W W @ ®
1. odstranéni kotfene 2. po kontrole shora dolu
3. EXTRACTMIN(H)
(09 Q
(7) RO (17
W & ©® O ® ©
1. odstranéni kotene 2. po kontrole shora dolu
6.7

a) Efektivnost jednotlivych operaci na prioritni fronté reprezentované ruznymi datovymi strukturami

znazornuje nasledujici tabulka:

insert  remove fz'.nd remove Ch,a”?'e join
maximum maximum priority

maximova halda  log(N) log(N) 1 log(N) log(N) N
minimova halda  log(N) log(N) N N log(N) N
sefazené pole N N 1 1 N N
sefazeny seznam N 1 1 1 N N
neserazené pole 1 1 N N 1 N
neserazeny seznam 1 1 N N 1 1
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b) Pro zadanou aplikaci staci, aby byla prioritn{ fronta implementovina datovou strukturou se sloZitost{
FinpMaximuM v O(1). To jsou vSechny sefazené posloupnosti a halda.

¢) Z porovnani datovych struktur je sefazeny seznam efektivnéjsi v piipadé, ze se ze struktury casto

odebiraji prvky.

6.8 ResSeni muze vypadat tak, 7e si udrzujeme paralelné dvé haldy — jednu minimovou a druhou
maximovou. Pti vkladani vlozime prvek do obou hald. Pro pfipad mazani si musime s kazdym prvkem
pamatovat referenci na tentyz prvek v druhé haldé. Pak pfi mazani odstranime prvek z obou hald za

vyuziti reference.

6.9

a) Prvek najdeme pomoci (k — 1)-krdt zavolané operace EXTRACTMIN. To ndm presune hledany prvek
na vrchol haldy. Odstranéné prvky muzeme docasné uchovavat v jiné datové struktufe a po nalezeni
k-tého prvku je znovu do haldy vlozit, coz nam slozitost nepokazi (provedeme k vlozeni). Celkova
slozitost tedy bude O(k - log(n)).

6.10

Procedura HEAPSORT(A, n)

vstup: pole A délky n
vystup: vzestupné sefazené pole A puvodnich prvkua

=

BuiLDHEAP (A, n)

A.heapsize < n

for i + n downto 2 do
SwaP(A[1], A[i])
A.heapsize + A.heapsize — 1
HEAPIFY (A, 1)

(<IN B N V]

7 od

b) HEAPSORT mé4 ¢asovou slozitost n - log(n). V linedrnim ¢ase vybuduje maximovou haldu pomoci
BuiLDHEAP, pak vZdy prohodi kofen s poslednim uzlem haldy (kofen je maximum, takZe se zaradi
na spravné misto) a ndsledné v logaritmickém case haldu opravi pomoci kontroly shora dolti. Tato
casova slozitost vede ke srovnani s algoritmami MERGESORT a QUICKSORT.

HEAPSORT je narozdil od algoritmu MERGESORT in situ.

Diky nulové extrasekvencni slozitosti se HEAPSORT hodi do slabsich pocitacu. Diive fungoval
rychleji nez MERGESORT, ale diky rychlejsi pamétové hierarchii dnesnich PC uz prevlada lepsi
Casova slozitost algoritmu MERGESORT (MERGESORT a HEAPSORT se lis{ jen v konstantéch).
MERGESORT je navic snadno paralelizovatelny.

¢) Neni. Protiptiklad mizeme byt napiiklad pole obsahujici dvé jednicky (jejich pofadi se zméni).

6.11
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a) Muzeme psdt ndsledujici funkce pro ziskani rodice a potomki v haldé:

Funkce PARENT(%)

vstup: index uzlu ¢
vystup: index rodice uzlu s indexem i

1 return |i/2]

Funkce LEFT(7)

vstup: index uzlu @

vystup: index levého potomka uzlu s indexem ¢

1 return 2;

Funkce RIGHT(%)

vstup: index uzlu @

vystup: index pravého potomka uzlu s indexem ¢

1 return 27+ 1

b) Procedura vrati kli¢ v kofeni haldy. Tedy operace ma konstantni ¢asovou slozitost.

Procedura MiNnimuM(h)

vstup: halda reprezentovana polem h

vystup: minimalni hodnota v haldé i

1 return h[l]

¢) MoZné FeSeni miZe vypadat ndsledovné:

Procedura HEAPIFY (h, 1)
vstup: pole h reprezentujici haldu a index i uzlu, kterého podstrom se ma kontrolovat

if LEFT(i) < h.size A h[LEFT(i)] < h[i] then

=

smallest < LEFT(4)

else

fi
if RIGHT(7) < h.size A h[RIGHT(3)] < h[smallest] then
7 smallest < RIGHT(4)
s fi
9 if smallest # i then
10 SWAP(h[i], h[smallest])
11 HEAPIFY (h, smallest)
12 fi

2
3
4 smallest < 1
5
6

Procedura HEAPIFY nam zajistuje dodrzeni zédkladni vlastnosti haldy. Musime vybrat nejmensi
z uzli i, LEFT(4) a RIGHT(¢). Pokud je nejmens{ uzel v nékterém z potomki, pak daného potomka
s uzlem i prohodime a néasledné provedeme kontrolu na potomku. Toto rekurzivni volani nam
zarucuje, ze se opravi libovolna nové vznikla dvojice porusujici pravidlo haldy. Operace probéhne
v logaritmickém case, jelikoz maximalni pocet kroku je délka dané vétve. Této procedure se nékdy

rika top-down check.
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d)

Mozné reseni muze vypadat nasledovné:

Procedura BUILDHEAP(A,n)

vstup: pole A délky n

1 for i + |n/2] downto 1 do
2 HEAPIFY (A, 1)
3 od

Intuitivni postup, jak z pole vytvorit haldu, by bylo postupné vkladani prvka od zacatku pole a
stavéni haldy ,shora“. Tento postup by mél ¢asovou slozitost n - log(n), jelikoz bychom museli

n-krét vlozit prvek do haldy se slozitosti log(n).

Algoritmus BUILDHEAP buduje haldu ,,zdola nahoru“. Tento algoritmus prvné prohldsi dolnich [n/2]
uzli za korektni jednoprvkové haldy. V dalsim kroku je zacne spojovat pres uzly v predposlednim

patre, pricemz vzdy provede kontrolu procedurou HEAPIFY.

Casova slozitost je linedrni, coz se zdd mozné trochu prekvapivé (co se zménilo oproti intuitivnéjsimu

algoritmu?).

Necht n = 2" — 1, kde h je vyska haldy, pfedpokladdme tedy plné zaplnénou haldu. Na nejspodnéjsi
patro se HEAPIFY nevola, cena je tedy 0. Na predposlednim patie je cena HEAPIFY pro jeden uzel

2h71 2h71

1, uzli je , celkova cena pro patro je , na vyssich patrech je cena vzdy pocet uzli krat

viska, tedy 2% . k. Celkova slozitost je ddna souc¢tem slozitosti jednotlivych pater, tedy
h h oh g
— h—k __ __oh
T(n)=) k-2 _Z/{-ka_z 227.
k=0 k=0 k=0

h
Soudet sumy Y 2% je 2 (je to harmonicka fada, kterou znate z predasky), celkova slozitost tedy je

ohtl = 9 42 € O(n).

Mozné Teseni muze vypadat nasledovné:

Procedura DECREASEKEY (h, i, key)

vstup: pole h reprezentujici haldu, key reprezentujici vkladanou hodnotu na pozici 4

if key > h[i] then
return nova hodnota je vétsi nez vkladand
fi
hli] + key
while ¢ > 1 A h[PARENT(7)] > h[i] do
SwAP(h[i], h[PARENT(%)])
i + PARENT(i)
od

[eJ] N 0 oA W

Pokud snizujeme hodnotu néjakého uzlu, musime néasledné provést kontrolu od tohoto prvku smérem
nahoru, abychom mu dali moznost ,,vybublat“ az na misto korene, pokud byla uzlu prirazena
hodnota mensi nez koren. Kontrolujeme, zdali neni hodnota v uzlu mensi nez rodi¢ uzlu. Pokud je,
pak je prohodime a rekurzivné voldme DECREASEKEY (v pseudokddu vyse je rekurze prevedena na

iteraci). Maximaln{ pocet voldni funkce je log(n), coz je maximéln{ délka vétve.

Této procedure se také nékdy rika bottom-up check.
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f) Mozné feSeni mize vypadat ndsledovné:

Procedura INSERT(h, key)

vstup: pole h reprezentujici haldu, key reprezentujici vkladanou hodnotu
1 h.size < h.size + 1
2 hlh.size] + oo
3 DECREASEKEY (h, h.size, key)

Do haldy vzdy vkladame na prvni prazdnou pozici, tedy za posledni prvek v poli, kterym haldu repre-
zentujeme. Vlozime prvek a provedeme kontrolu od tohoto prvku smérem nahoru. Abychom vyuzili

uz existujici kéd, tak muzeme vlozit kli¢i co a spustit na dany prvek proceduru DECREASEKEY.

g) Mozné feseni muze vypadat nésledovné:

Procedura EXTRACTMIN(R)

vstup: pole h reprezentujici haldu

vystup: minimum (tedy byvaly koten) haldy

if h.size < 1 then

return prazdna halda

=

fi

min < h[1]

h[1] < h[h.size]
h.size < h.size — 1
HEAPIFY(h, 1)

return min

o NI o o ok~ W N

Pokud bychom méli odstranit néjaky uzel haldy, pak na jeho misto davame vzdy posledni uzel,
aby byla halda stdle zarovnand. Pokud odstranujeme minimum (coZ potfebujeme napiiklad pro
HEAPSORT), pak po vloZeni posledniho prvku musime provést kontrolu shora doli, tedy HEAPIFY.

6.19 Zménu haldy Ize nejsndze provést vytvorenim nové haldy. Pomoci BUILDHEAP to lze udélat

v linedrnim case (lépe to nejde).
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Binarni vyhledavaci stromy

7.1

a)

b)

7.2

Stromy reflektuji strukturu vztaht jednotlivych uzli. Mohou ndm popisovat hierarchii dat. Pokud
ddme mezi rodice a potomka vazbu ,vétsi nez“, ziskdAme maximovou haldu. Jinym serazenim

muzeme ziskat vyhleddvaci strom.

Stromy vyuzivate napiiklad pii feSeni matematickych rovnic, které 1ze reprezentovat jako stromy
tak, ze do lista date ¢isla a jejich rodice budou operatory. Cim mé operator vyssi prioritu, tim nize
ve vétvi stromu je. Pokud jsou potomci uzlu listy, pak muzeme hodnotu tohoto uzlu vypocitat.

Takto mizeme postupovat az ke kofeni a ziskame korektni vysledek.
Pravé diky vazbam mezi uzly ndm stromy davaji jednoduchou reprezentaci usporadani prvka, diky
kterému dokadzeme urc¢it v jakém vztahu jsou vzajemné prvky v urcité hierarchii.

Dalsi vyhodou nékterych stromt miize byt jejich snadné spojovani. Pokud ndm nebrani speci-
fické usporadani, pak muzeme spojeni stromiu realizovat prevésenim jednoho stromu na druhy

v konstantnim case.

Typicky na BVS definujeme tyto operace: SEARCH, INSERT, DELETE, MINIMUM a MAXIMUM,
které jsou v linedrnim case vzhledem k délce vétve. Jesté maji smysl PREDECESSOR a SUCCESOR

(v nejhorsim piipadé se stejnou slozitosti).

Tento binarni strom obsahuje uzel s klicem 8 na levé strané od kofenu s klicem 7. Nejsnazsi opravou

je tedy prohozeni téchto dvou klic¢t.

Jedné se o korektni BVS.
Jednd se o korektni BVS.

Tento strom porusuje celou rfadu pravidel. Nejzretelnéjsi je, ze se nejedna o binarni, ale ternarni
strom. Dalsi chybou je Spatnd pozice uzlu s kli¢i 5, 12 a 16. Diky vice chybam existuje vice moznosti

opraveni chyb.

118



KaprToLA 13. RESEN{ NEKTERYCH PRIKLADU

V levém podstromu by bylo vhodné najit jiny koren. Ideilni je median, aby byl strom alespon trochu
vyvéazeny. Proto zvolime za kofen ¢islo 3. 2 zavésime za uzel 1, dvojici uzlt 8 - 5 mizeme nechat,
ale musime 5 zavésit jako levého potomka. Tim je levy podstrom vyfesen. V pravém podstromu

musime 12 zavésit doleva pod 13 a uzel 16 pfesuneme na misto levého potomka pod 18.

e) Zde je jen uzel s klicem 11 zavéSen na Spatné strané stromu. Staci jej pfesunout na pravou stranu a

ziskdvame BVS.

f) Jednd se o korektni BVS.

7.3
a) 15
b) nil
c) Node(11)

d) 19

7.4

a) Prichod preorder mize slouzit ke snadnému kopirovani stromu. Vystupni sekvence obsahuje informaci
o struktufe stromu (,,pohledem shora“). Stac¢i tedy vystupni sekvenci pouzit jako vstup nového

stromu a vznikne stejny strom, jako byl ptivodni prochéazeny.

Inorder vypis mizeme pouzit napriklad k vypisu sefazené posloupnosti, kterou ukladame do

binarniho vyhledavaciho stromu. Lze tedy pouzit ke kontrole validity stromu.

Postorder prichod je vhodny naptiklad pro mazani stromu. Jelikoz se prochézi strom od listi ke

koreni, mame zaruceno, Ze neprijdeme o zddnou pamét ztratou ukazatele.
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Priichod stromem preorder v rekurzivni podobé:

Procedura PREORDERRECURSIVE(root)

vstup: root — kofen stromu/podstromu

1 if root = nil then
2 return

3 fi

4 vypis root.key

5 PREORDERRECURSIVE(root.left)
6 PREORDERRECURSIVE(root.right)

Priichod stromem preorder v iterativni podobé:

Procedura PREORDERITERATIVE(700t)

vstup: root — kofen stromu/podstromu

1 stack < prazdny zasobnik

2 PusH(stack, root)

3 while stack neni prazdny do
4 root < POP(stack)

5 vypis root.key

6 if root.right # nil then

7 PusH(stack, root.right)
8 fi

9 if root.left # nil then

10 PusH(stack, root.left)
11 fi

12 od

Prichod stromem inorder v rekurzivni podobé:

Procedura INORDERRECURSIVE(ro0t)

vstup: root — kofen stromu/podstromu

1 if root = nil then

2 return

3 fi

4 INORDERRECURSIVE(root.left)
5 Vypis root.key

6 INORDERRECURSIVE(root.right)

Priichod stromem postorder v rekurzivni podobé:

Procedura POSTORDERRECURSIVE(T00t)

vstup: root — kofen stromu/podstromu

if root = nil then

=

return
fi
POSTORDERRECURSIVE( root.left)
POSTORDERRECURSIVE( r00t.1ight)

(=22~ ' NV R V]

vypis root.key

b) Ano, lze. Jen si v pomocné struktufe musime pamatovat uzly, ve kterych jsme jiz byli. Tato struktura
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by méla slouzit pouze pro vkladani a odstranovani, na coz se hodi tfeba zasobnik.

Pokud bychom pouzili misto zasobniku frontu, pak bychom se stromem pohybovali stejné, jak
vypadé reprezentace haldy polem. Takovému prichodu se v kontextu grafu fiké Breadth-first (pii
vyhleddvani Breadth-first search = BFS). To se muze hodit naptiklad pfi teoretickém nekoneéném
stromu. Pfi vyuziti zdsobniku se prvné zanofime az na uroven listu, coz odpovidd Depth-first

pruchodu (vyhledavéani DFS), coZ u stromt odpovida preorder priichodu.

Pokud nédm jde jen o vypsani, pak staci samotnd rekurze. Pti ni si vSak sdm procesor bude tvotit

zasobnik prichodu, rekurzivni feseni je tedy také Depth-first.

7.4 Pruchod stromem se provede pomoci prohledavani do sitky:

Procedura BREADTHFIRST(root)

vstup: root — koten stromu/podstromu

1 queue < prazdnifronta

2 ENQUEUE(queue, root)

3 while queue neni prazdna do
a root < DEQUEUE( queue)

5 vypis root.key

6 if root.left # nil then

7 ENQUEUE( queue, root.left)
8 if root.right # nil then

9 ENQUEUE( queue, root.right)
10 od

a) Pro ovéfeni vaseho FeSeni mizete pouzit online nastroj. Vysledny strom vypadd ndsledovné:

b) Minimum je vzdy v nelevéjsim uzlu, musime tedy postupovat tak dlouho doleva, dokud to jde, coz

nam dava uzel s klicem 0. Obdobné funguje funkce maximum, kterd najde nejpravéjsi uzel s klicem
10.

c) Pro ovéfeni vaseho Feseni muzete pouzit online néstroj. (Pozor ndstroj nefunguje presné podle

prednédskové implementace)

e Smazani hodnoty 10:
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e Smazani hodnoty 3:

e Smazani hodnoty 4:

7.6

a) Vklddand posloupnost bude sefazend. Naptiklad posloupnost hodnot 1, 2, 3,4, 5, 6 a 7.

b) Posloupnost si mtizeme rozdélit v tom bodu, kde prava strana bude obsahovat 5 prvki. Jako kofen

zvolime kli¢ 3 a ten vlozime jako prvni. Posloupnost tedy bude: 3, 1, 2,4, 5, 6 a 7.

c) Posloupnost hodnot musi byt v takovém poradi, Ze nejprve se vlozi kofen vysledného stromu nasledné
jeho déti atd. (vkladdme prvky postupné po patrech vysledného stromu). Posloupnost hodnot tedy
bude 4, 2, 6, 1, 3, 5 a 7. Vysledny strom je vSak vzdy stejny.

d) 32 moznych posloupnosti.

7.7 Od korene rekurzivné ovérime, zdali uzly spliuji vlastnost binarntho vyhledavaciho stromu. Strom

miuzeme prochazet napriklad pomoci inorder priuchodu.

Dtlezité je také spravné predavat navratovou hodnotu. Povsimnéte si tedy, ze listy jsou korektni

vyhledédvaci stromy, od nich se predava informace true. Ale jakmile se nalezne uzel, ktery néjak pravidla
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porusuje, je okamzité propagovana informace false, kterou jiz nelze zménit.

Funkce CHECKTREE(node, min, max)

vstup: node — koten binarniho stromu, min a mazx jsou hranice mozného intervalu pro klice

vystup: true pokud je strom s korenem node korektni binarni vyhledavaci strom, jinak false

if node = nil then

-

2 return frue

3 else

4 if node.key < min V node.key > mazx then

5 return false

6 fi

7 return CHECKTREE(node.left, min,node.key) N CHECKTREE(node.right, node.key, max)

8 fi

Pro kontrolu celého stromu voldme funkci s nasledujicimi parametry CHECK TREE(root, —00, 00).

7.8

Dana sekvence uzlu predstavuje binarni strom tvoreny jednou vétvi. Cilem je rozhodnout, zda je tento
strom BVS.

Sekvence uzli b) netvoii BVS — uzel 912 lezi v levém podstromu uzlu 911.

Stejné tak sekvence e) netvori BVS — uzel 299 lezi v pravém podstromu uzlu 347.

7.9 Rekurzivni reseni mize vypadat nasledovneé:

Funkce HEIGHT (node)

vstup: node — kotfen binarniho stromu

vystup: vyska stromu s kofenem node

1 if node = nil then

2 return 0

3 fi

4 return 1+ MaAX(HEIGHT (node.left), HEIGHT (node.right))

vV,

7.10 Nejjednodussi algoritmus je postupné vklddat hodnoty z mensiho stromu do vétsiho. Slozitost
tohoto algoritmu je odpovidad soucinu velikosti obou stromi (O(n - m), kde n je velikost prvniho stromu a
m druhého).

Lepsi algoritmus by postupoval takto. Z kazdého stromu bychom vytvorili usporadany seznam (k tomu
nam stadi inorder prichod), to je v ¢ase O(n+m). Nésledné bychom pouzili proceduru MERGE, kterd ndm
spoji oba seznamy podobné jako spojeni poli v Merge sortu (slozitost znovu O(n + m)). Ze sefazeného
seznamu lze vytvorit bindrni vyhleddvaci strom v linedrnim ¢ase (uz samotny seznam muze byt BST
pokud si jej predstavime jako jednu jedinou vétev).

Algoritmus nelze provést lépe nez v O(n + m). Musime totiZ projit vSechny uzly stromu.

7.11
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a) Procedura SEARCH muZe vypadat ndsledovné:

Procedura SEARCH(node, key)

vstup: prohledavany podstrom s korenem node, hledany kli¢ key

1 if node = nil V key = node.key then
2 return node

3 fi

4 if key < node.key then

5 return SEARCH(node.left, key)

6 else

7 return SEARCH (node.right, key)
8 fi

Nejsnadnéji se algoritmus SEARCH zapisuje rekurzivné. V kazdém prichodu porovname hledany
kli¢ s klicem aktualniho uzlu, pokud je hledany kli¢ mensi, pokracujeme doleva, jinak pokracujeme
doprava. Rekurzivni zarazkou je nalezeni hledaného uzlu, nebo nalezeni nil. Casové slozitost zavisi

na délce vétve. Jelikoz je délka vétve az n, slozitost hleddni patii do O(n).

b) Procedira INSERT mize vypadat ndsledovné:

Procedura INSERT(tree, key)

vstup: vkladany kli¢ key do stromu tree

[

tmp <« nil
node < NEW (key)
subroot < tree.root
while subroot # nil do
tmp < subroot
if node.key < subroot.key then
subroot < subroot.left

else

© 0 N o oo~ W N

subroot < subroot.right
fi

=
(=]

11 od

12 node.parent < tmp

13 if tmp = nil then

14 tree.root < node

15 else

16 if node.key < tmp.key then

17 tmp.left < node
18 else

19 tmp.right < node
20 fi

21 fi

Procedura INSERT se skldda ze dvou ¢asti. V prvni ¢asti musime vyhledat pozici, na kterou dany
prvek budeme vkladat, aby nebyla porusena vlastnost vyhledavaciho stromu. To provedeme tak, ze
ve smycce porovnavame kli¢ vkladaného prvku s klicem aktualniho uzlu. Pokud je kli¢ vkladaného
prvku mensi, postupujeme na levého syna, pokud je vétsi, postupujeme na pravého syna. Tento
cyklus se zastavi s nalezenim prazdného uzlu, coZ je misto, kam staci uzel vlozit (coz uz probéhne
v konstantnim ¢ase). Prvni ¢dst algoritmu mé ¢asovou sloZitost zdvislou na délce stromu. V ptipadé

nevyvazeného BVS mize byt délka vétve az n, takze slozitost vkladani pati{ do O(n).
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¢) Procedira MINIMUM miuZe vypadat ndsledovné:

Procedura MINIMUM (node)

vstup: node je koren podstromu od kterého hleddme minimum

1 if node = nil then
return nil

fi

while node.left # nil do
node < node.left

od

return node

i =R ) B VR V]

Minimum se nachazi v nejlevéjsim uzlu kazdého stromu. N&as algoritmus se tedy musi zanotrovat
doleva a v pripadé, ze néjaky uzel levého néaslednika nemd, algoritmus tento uzel vrati. Casova

slozitost se zase odviji od délky nejvétsi vétve, je tedy v O(n).

d) Procediira TRANSPLANT mtiZze vypadat ndsledovné:

Procedura TRANSPLANT(tree, u, v)

vstup: strom tree, podstrom u a podstrom v

1 if w.parent = nil then
tree.root <— v

else if u = u.parent.left then
u.parent.left < v

else
u.parent.right < v

if v # nil then

v.parent <— u.parent

© 0 N o o oA~ W N

fi

Popis této procedury je soucasti popisu DELETE.

e) Procedura DELETE miuzZe vypadat nasledovné:

Procedura DELETE(tree, node)

vstup: uzel node k odstranéni ze stromu tree

1 if node.left = nil then
2 TRANSPLANT(tree, node, node.right)
3 else if node.right = nil then

a TRANSPLANT(tree, node, node.left)
5 else

6 y  MINIMUM (node.right)

7 if y.parent # node then

8 TRANSPLANT (tree, y, y.right)

9 y.right <— node.right

10 node.right.parent < y

11 fi

12 TRANSPLANT(tree, node, y)

13 y.left < node.left

14 node.left.parent < y
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Procedura DELETE je zavisla na procedurdch TRANSPLANT pro spravné spojeni stromti a MINIMUM
pro nalezeni nadhradniho uzlu za ten, ktery jsme smazali.

Procedura se da podle situace rozdélit na 3 pripady. Prvnim je, Ze uzel nemda zadného potomka,
druhym pripadem je uzel s pravé jednim potomkem a tfetim pripadem je uzel s obéma potomky.
Nas pseudokdd to vsak diky vyuziti TRANSPLANT Fesi trochu jinak. Rozdéleni podle pseudokédu
vypada spise takto:

1. Pokud uzel, ktery chceme odstranit, nema levého nebo pravého potomka, pak mizeme rovnou

zavolat TRANSPLANT s parametry ptivodni strom, uzel pro odstranéni a druha vétev.

e DELETE(x) @
@ ‘ 1

2. Pokud ma uzel oba potomky, pak musime v pravém potomkovi najit minimum. Pokud je toto
minimum synem odstranovaného uzlu, situace se zjednodusi v prosté posunuti minima na

misto odstranéného potomka.

AR

3. Pokud se minimum nachéazi nékde jinde, musime v TRANSPLANT minimum na misto odstrato-

vaného uzlu presunout a pravy podstrom minima se presune na puvodni misto minima.

DELETE(z)

Casova slozitost je v O(n), coz zabere vyhleddni prvku a nésledné hledan{ minima od tohoto prvku.
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7.13 Predpokliadejme, ze v poli @ mame inorder prichod stromu. Pak muzou nastat 2 pripady.
1. Byly prohozeny sousedni kli¢e. Pak plati, Ze existuje jenom jeden index p takovy, ze a[p] > a[p + 1].

2. Byly prohozeny klice, které nejsou na sousednich pozicich. Pak existuje dvojice indexii p a g takové,
ze plati a[p] > a[p + 1] a alg — 1] > a[q]. Coz znamen4, Ze jsou prohozeny klice a[p] a alq].

7.14 Resenim jsou vSechny posloupnosti splitujici nasledujici vlastnosti:
1. zacinaji prvkem 8§,
2. prvek 3 se v nich vyskytuje pred obéma prvky 1 a 5,
3. prvek 19 se v nich vyskytuje pfed obéma prvky 18 a 24.

Vsechny posloupnosti, které zacinaji ¢islem 8. Cislo 3 se musi vkladat difve nez ¢isla 1 a 5. Stejné tak

¢islo 19 musime vlozit dfive nez 18 a 24.

7.16 Infixove: ((8 —1)+2) x ((2+1) x 2)
Prefixové: x + —812 x +212
Postfixové: 81 — 2 + 21 4+ 2 x X
Jak lze vidét ze zapisu, infixovy zapis je jediny, ktery je nutno zéavorkovat. Ackoliv je tedy pro ¢lovéka

moznd nejintuitivnéjsi (protoze se jej uc¢ime cely Zivot), ostatni zapisy rovnici popisuji jednoduseji.

7.23 Vyhody razeni stromem jsou: je online, spravna implementace je stabilni, pro vyvazené stromy ma

optimalni slozitost O(nlog(n)).
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Cerveno-cerné stromy

8.1

a)

b)

8.2

Pokud muzeme konstruovat stromy ruc¢né, pak je nejvyhodnéjsi jako koren stromu volit median
vsech hodnot, které se ve stromé nachazeji. To v nasem pripadé odpovida uzlu 5. Stejné pravidlo

aplikujeme i na podstromy a ziskame strom vysky 3.

Nejjednodussim néapadem je po kazdém druhém vlozeni provést levou rotaci na drovni korene a
jeho pravého syna. To ndm vSak strom sniZi pouze na polovinu (vzniknou 2 vétvé), hloubka tedy

stale zustavd v O(n). Rotace tedy musime délat i na nizsich drovnich.

ev v

vrchol v 1. patfe atd. az po koren. Pak pfi vkladani do naseho stromu bychom vzdy po kazdém
druhém vlozeni provedli levou rotaci v 1. patfe (v nejpravéjsim vrcholu — to je misto, kde tento
strom roste), po kazdém 4. vloZen{ levou rotaci v 2. patie a obecné po kazdém 2¢ vloZenf levou rotaci
v patfe i. Strom, ktery by vznikal, by nebyl perfektné vyvazeny, ale presto by mél logaritmickou

hloubku.
Timto jsme vytvorili vlastni samovyvazujici se bindrni vyhledavaci strom, ktery vSak funguje jen
pro vkladani stéle vétsich a vétsich ¢isel. Mohli jsme samoziejmé pouzit jiny samovyvazujici se

strom, tieba c¢erveno-cerny strom.

Tento strom porusuje pravidla 1 (kofen je Cerveny), 2 (uzel 1 je ¢erveny a mé cerveného rodice) a
zaroven se kvili spatnému poradi nejednd ani o vyhledavaci strom. Opraveny strom muze vypadat
tedy takto:

Nil

Nil Nil

Jednd se o korektni cerveno-cerny strom.

Tento strom neni BVS, jelikoz uzel 22 je levym synem uzlu 18. Také jsou oba tyto uzly obarveny
Cervené, coz porusuje pravidlo 2. Stac¢i provést obdobu levé rotace a prebarveni, forméalné bychom
vSak méli Tici, ze prvné musime vymeénit klice uzlt 18 a 22, pak provést pravou rotaci téchto dvou
uzli a nakonec provést levou rotaci, aby se 18 dostala do korene. 18 bude mit tedy ¢ernou barvu, 7

a 22 budou mit stejnou barvu, pfi¢emz je jedno, zdali budou ¢ervené nebo Cerné.

128



KaprToLA 13. RESEN{ NEKTERYCH PRIKLADU

Nil Nil Nil Nil

d) Toto neni bindrni strom (je terndrn{). Déle je porusena ¢ernd hloubka jelikoz uzlu 22 chybi synové

nil. Opravou vznikne stejny strom jako je ten predchozi ze zadani c).

e) Malou chybou je, ze uzel 25 nema listy nil. Déle je poruseno pravidlo 3., ¢ernd hloubka se lisi u levé
a pravé vétve od korene. Je potieba provést levou rotaci, aby se uzel 18 stal kofenem a nasledné jej

prebarvime na cCerno.

Nil  Nil

f) Jednd se o korektni Gerveno-Gerny strom.

8.3

a) Provedeme rotaci doprava kolem uzlu x a abychom uchovali ¢ernou hloubku zménime barvu uzlu z

na ¢ernou.

b) Nejprve orotujeme doprava okolo z:
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Ted mutzeme rotovat doleva okolo y:

JANRVAVANRAY

A upravime obarveni tak, aby v kazdé vétvi byly 2 ¢erné uzly a 1 podstrom:

Nil Nil Nil Nil Nil Nil Nil Nil Nil Nil Nil Nil
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Obarveni se pokousime najit pomoci nejkratsi vétve, kterou obarvime na cerno. V tomto pripadé je tou
vétvi: 3 — 4 — nil. Jelikoz uzly 3 a 4 jsou také soucasti vétve 3 — 4 — 5 — nil, kterd je delsi, vime, ze vrchol
5 musi byt ¢erveny, abychom neporusili pravidla ¢erveno-éerného stromu. Zbylé vétve obarvime podobné

tak, abychom zachovali v§ude stejnou ¢ernou hloubku.

8.5

INSERT(12)

AN

INSERT(5)

f;\N
Nil Nil

INSERT(9)

(5) (12)
Nil Nil Nil Nil

INSERT(18)

N

N NI NI (18)
Nil  Nil
INSERT(2)
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Nil  Nil Nil  Nil

INSERT(15)

Nil (18)

Nil Nil Nil Nil Nil Nil

INSERT(13)

Nil Nil Nil Nil Nil

Nil  Nil

INSERT(19)
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INSERT(17)

Nil

Nil  NilNil  NilNil Nil

DELETE(9)

Nil

Nil Nil Nil Nil

DELETE(5)
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Nil

Nil Nil Nil Nil

DELETE(15)

Nil

Nil Nil

DELETE(12)

Nil

Nil Nil Nil Nil

8.6

a) ReSenim je Gplny bindrni strom se sudym poctem trovni, kde uzly na liché trovni jsou ¢erné a na

sudé trovni ¢ervené. Vkladany prvek se vlozi jako cerveny list.

b) ReSenim je tplny bindrni strom se sudym poctem trovni, kde vSechny uzly jsou ¢erné. Odstratiuje

se list.
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8.7 Funkce INIT m4 slozitost opét ve t¥idé ©(1). Ostatni funkce maji slozitost O(logn), protoze hloubka

¢erveno-Cernych stromu patii do tiidy O(logn).

8.8

a) Operace, které nemodifikuji strom, mtzeme implementovat stejné jako ve vyhleddvacim bindrnim
stromé. Rozdilné ale budou ty, které néjak méni strukturu stromu, tedy DELETE a INSERT. Im-
plementace je rozdilné proto, ze vkladanim a mazanim prvka dochézi k porusovani ¢erveno-cerné

hierarchie, proto potfebujeme mit pii operacich také opravu stromu, pti které se také strom vyvazuje.

b) Rotovéni vypadd ndsledovné:

° RightRotate(y)
_—

LeftRotate(x)
%

Algoritmus rotace vlevo:

Procedura LEFTROTATE(tree, )

vstup: strom tree a jeho uzel x, ktery je korenem rotace

Y < T.7Tight

z.right < y.left

if y.left # nil then
y.left.parent < x

fi

y.parent <— x.parent

if x.parent = nil then

tree.root <— 1y

© 0 N O A W N -

else if x = z.parent.left then
10 z.parent.left < y

11 else

12 x.parent.right < y

13 y.left < x

14 z.parent <y

Casova slozitost rotac je konstantni. Dojde maximalné ke zméné 7 ukazatelt (+ néjaké v pomocnych

proménnych) a otestovani 3 podminek. Rotace se nijak déle ve stromé nepropaguji.
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c) Algoritmus rotace vpravo:

Procedura RIGHTROTATE(tree, )

vstup: strom tree a jeho uzel x, ktery je korenem rotace

y < x.left

z.left < y.right

if y.right # nil then
y.right.parent < x

fi

y.parent <— x.parent

if x.parent = nil then

tree.root <— 1y

© w0 N O A W N -

else if © = x.parent.right then
10 z.parent.right < y

11 else

12 x.parent.left < y

13 y.right < x

14 z.parent <y

Casovi slozitost RIGHTROTATE je konstantni, podobné jak LEFTROTATE v podpfikladu b).

d) Prvné provedeme vloZeni pomoci INSERT pro BVS. Nésledné obarvime vlozeny uzel na Gerveno, aby se

nezménila barevna hloubka a poté provadime kontrolu a upravy tak, aby zustaly zachovany zakladni

Procedura INSERT(tree, node)

vstup: strom tree a vkladany uzel node

1y < nil
T 4— tree.root
while z # nil do
Yy
if node.key < x.key then
T+ xleft
else

T < x.right

© 0 N o ook~ W N

fi

pravidla ¢erveno-cerného stromu. |19 od

11 node.parent < y

12 if y = nil then

13 tree.root <— node

14 else if node.key < y.key then
15 y.left < node

16 else

17 y.right <— node

18 node.left < nil

19 node.right < nil

20 node.color < red

21 INSERTFIXUP(tree, node)
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Bottom-up oprava vlastnosti BVS:

Procedura INSERTFIXUP(tree, node)

1 while node # tree.root A\ node.parent.color = red do

2
3

® N o o

10
11

12

13
14
15

16

17

18

vstup: strom tree a opravovany uzel node

if node.parent = node.parent.parent.left then

d < node.parent.parent.right
if d.color = red then
// pripad 1
node.parent.color < black
d.color < black

node.parent.parent.color < red

node <— node.parent.parent

else if node = node.parent.right then

// pripad 2

node < node.parent

LEFTROTATE(tree, node)
else

// pripad 3

node.parent.color < black

node.parent.parent.color < red

RIGHTROTATE(tree, node.parent.parent)

else

// podobné jako pri then bloku, jenom prohodime right za left

od

tree.root.color < black
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Procedura DELETE(tree, node)

vstup: strom tree a smazavany uzel node

10 y < MINIMUM (node.right)
11 ortginalColor < y.color

12 x < y.right

13 if y.parent = node then

14 zT.parent <y

15 else

16 TRANSPLANT (tree, y, y.right)
17 y.right <— node.right

18 y.right.parent < y

19 TRANSPLANT(tree, node, y)
20 y.left < node.left
21 y.left.parent < y

22 y.color <— node.color

23 if originalColor = black N\ x # nil then

24 DELTEFIXUP (tree, x)
25 fi

1 y < node

2 originalColor <+ node.color

3 if node.left = nil then

4 x < node.right

5 TRANSPLANT(tree, node, node.right)
6 else if node.right = nil then

7 T < node.left

8 TRANSPLANT(tree, node, node.left)
9 else
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Procedura DELETEFIXUP(tree, node)
vstup: strom tree a opravovany uzel node
1 while node # tree.root A\ node.color = black do
2 if node = node.parent.left then
3 sibling < node.parent.right
4 if sibling.color = red then
// pripad 1
5 sibling.color < black
6 node.parent.color < red
7 LEFTROTATE(tree, node.parent)
8 stbling < node.parent.right
9 if sibling.left.color = black A sibling.right.color = black then
// pripad 2
10 sibling.color < red
11 node < node.parent
12 else if sibling.right.color = black then
// pripad 3
13 sibling.left.color < black
14 sibling.color < red
15 RIGHTROTATE(tree, sibling)
16 stbling <— node.parent.right
17 else
// pripad 4
18 stbling.color <— node.parent.color
19 node.parent.color < black
20 sibling.right.color < black
21 LEFTROTATE(tree, node.parent)
22 node < tree.root
23 else
// podobné jako pri then bloku, jenom prohodime right za left
24 fi
25 od
26 node.color = black

8.10 Priiblizny postup je nésledujici: orotujme nejmensi uzel prvniho BVS az ke kofenu a postupné
rotujme nasledujici uzly tak, abychom dostali strom s hloubkou n, kde kazdy levy potomek je NIL.
Udélejte totéz s druhym BVS. Z toho vidime, Ze existuje posloupnost rotaci kterd dokaze prevést jeden
BVS na druhy.

Neni zndm polynomiélni algoritmus, ktery by urcil minimélni pocet rotaci na preménu jednoho BVS na
druhy (i kdyz ,vzdilenost* rotaci je nanejvys 2n — 6 pro BVS s alespon 11 uzly).

8.11

a) Z libovolné posloupnosti vytvorime ¢erveno-cerny strom postupnym vkladanim, tudiz jedno vloZeni

nédm zabere O(logn) a téchto vklddani bude n. SloZitost vytvoreni stromu je tedy O(nlog(n)).
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b)

8.16
a) Nepravdivé je tvrzeni d).

b) Nepravdivé je tvrzeni c).

140



B-stromy

9.1

a)

b)

9.2

b)

c)
d)

log(2)
log(n)
Alternativné se d4 Tict, Ze do stromu stejné hloubky muzeme ulozit vice kli¢t (pfekvapivé inverzni

Hloubka stromu se zmensi o konstantni faktor (z bindrniho na n-drni je to = log, 2).

pomér oproti minulému).

Hloubka stromu se snizi pomérem log,, 2, ale pfi vyhledavani budeme muset projit vechny klice
v uzlu, coz ndm dava u binarntho stromu jedno porovnani, u n-arniho az n — 1 porovnani. Vysledkem

je tedy zpomaleni v poméru log,, 2 - n.

Snizime pocet ¢teni a zapist celych uzli. Pokud bychom vzdy museli nac¢ist znovu kazdy kli¢ v uzlu,
pak by ndm zvyseni arity moc nepomohlo, ale vhodnou implementaci ndm zajisti mensi pocet I/O

operaci, coz se ndm hodi napiiklad pfi pristupu na disk.

Neni korektni. Podle definovaného B-stromu na prednasce musi mit kazdy uzel kromé korene stupen
alespont t — 1 (uzly 1 a 19 jsou stupné jedna tedy je opravime posunem prvkii z vedlejsich uzli, ale
tato Uprava byla provedena aZ po nésledujicich ipravich). Podle pravidel B-stromu jsou hodnoty
v uzlech usporadény. Je tedy nutné usporadat hodnoty uzlu 10,9. Déle uzly s hodnotami 15,16, 17
a 12,13 jsou sSpatné zatazeny. Uzly je tfeba prohodit tak, aby 12,13 byly mezi hodnotami 11 a 14
u rodice a 15,16, 17 mezi hodnotami 14 a 18 u rodice.

[1]2] [4]5] (78] [ofwo] |12]13] [15]16] [18]19]

Neni korektni, protoze kofen obsahuje 3 klice, ale m4 jen 3 potomky (mél by mit 4). Je tedy potieba

vytvorit vétev napravo od 12, k tomu potfebujeme presunout prvky. Opravit strom lze tfeba takto:

Je to korektni B-strom.

Neni, B-strom stupné 2 nemuze obsahovat uzly s vic nez 3 kli¢i. Proto uzel rozdélime do sousednich

uzlu.
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9.3 Mizeme si jednotlivé pripady rozdélit podle toho, kolik prvka bude v kofeni.

1. Kofen s jednim klicem:

2. Koren se dvéma klici:

3. V koreni nemiizeme mit tii klice, jelikoz bychom uz neméli dost kli¢t pro 4 potomky.

9.4

a) Vypsany B-strom musi byt stupné ¢ = 2 a vypada nésledovné:

b) Vypsany B-strom musi byt stupné alespon ¢ = 3 a vypad4 nésledovné:

[7]13]16]25 ]33]

c) Vypsany B-strom musi mit stupen pravé ¢t = 2 a vypadd nasledovné:

5]
AN
1) [ B @) Glo

d) Vypsany B-strom musi mit stupen préavé ¢t = 2 a vypada ndsledovné:

[ 8] 20 | 31

(2]8] [16] [w] [28] [40]
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e) Z inorder pruchodu mame nékolik moznosti, jak mize zadany strom vypadat. Jedno z feSeni je

naptiklad B-strom se stupném alespon t = 5:

(1]2]s[4]s]6[7[8]9]

Nebo pro t = 2 napriklad:

9.5

a) Strom musi mit hloubku 4. Prvni{ kli¢ je vétsi nez druhy, takze nejde o uzel s vice kl{¢i. Dvojice 10 a
12 by mohla tvorit uzel B-stromu, ale jelikoz neexistuje zadny kli¢ vétsi nez kli¢ v koreni, nemtize byt
strom B-stromem, protoze by kofen nemél druhého potomka. Stejné tvrzeni, jen s ¢ernou hloubkou
lze aplikovat na ¢erveno-Cerny strom, jelikoz vidime, Ze tento strom nemuize byt vyvazeny. Jedna se

tedy o obecny bindrni vyhledavaci strom:

b) Trojice 4, 8 a 2 urcuje, ze nemuze jit o bindrni vyhledavaci strom. Kli¢ 8 by musel byt pravym
potomkem klice 3, ale ndsledné nemame kam zavésit kli¢c 2, protoze je mensi nez 4, ale uz se musi
nachézet v pravé vétvi od 4. Jedna se tedy o nasledujici B-strom, jehoz stupén je 3 nebo 4.

¢) Zde budujeme strom zdola nahoru. Prvné musime ovérit, zdali se miZe jednat o B-strom. Ten by
musel mit v posledni n-tici ¢isel rostouci posloupnost klici, jedind moznost je tedy koren s jednim
klicem — 3. Aby mél strom vsude stejnou hloubku, museli bychom zbytek posloupnosti rozdélit
na 2 listy, coz nelze, protoze se v nich nenachézi 2 rostouci posloupnosti. Jedna se tedy o binarni
strom s klicem 3 v koreni. Pak lze zbylé klice sefadit jen dvéma zpisoby, z nichz jeden by porusoval
pravidlo vyhledavaciho stromu. Vzhledem k tomu, Ze vysledny strom je vyvazeny, je mozné jej

obarvit tak, aby se jednalo o ¢erveno-cerny strom:
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d) Ne, vSechny vyhleddvaci stromy se stejnou mnozinou kli¢a maji inorder vypis stejny (vzestupnou

munozinu kli¢).

9.6 Pro reseni muzeme zvolit nékolik postupt. Pokud zacneme stépit uzly od korene po patrech az do
listl, garantuje nam algoritmus, Ze projdeme vSechny uzly. Algoritmus si mizeme predstavit, jak kdyby
jsme vkladali prvky do kazdého z listh a pfi prichodu plnym uzlem ho rozstépili. Vysledek v tomto

ptipadé vypada nasledovné. Nejdrive rozstépime levy uzel:

//\\

910 11 12\ ]15 16 19\

Kofen je plny, musime ho tudiz stépit:

11| 14
]

9.7

a) V feSeni jsou vysdzeny pouze konfigurace, kdy bylo tfeba néjaky uzel rozdélit a také vyslednd

konfigurace.

e Vytvoreni stromu a vlozeni prvkua 5, 3 a 21:

e Vlozeni 9:

e Vlozeni 1, 13 a 2:

e Vlozeni 7:
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b)

e Vlozeni 10 a 12:

1. Smazani 4:
[2]5]
2. Smazéni 5:
3. Smazéani 1:
9.7

1. Vlozeni 1:

2. Smazani 1:
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9.8 Strom bude mit plné uzly ve vétvi, do které se vklada novy prvek.

9.9 Aby se uzly v stromu nerozstépili muzeme vkladat hodnoty jenom dokud se kofen nezaplni.

319115

~
[0 2] [16]17] 18]

Maximéalné jsme mohli doplnit 16 prvki.

9.10 Uzly se budou plnit a stépit pouze v pravé ¢asti stromu. Uzly v levé ¢asti stromu budou mit
minimaln{ aritu a budou se postupné ,posouvat doli“ (budou nad nimi vznikat stdle vySe nové kofeny).

Pro B-strom se stupném 2 a posloupnost éisel [1,...,11], vypad4 strom nésledovné:

9.11 Minimalni B-strom bude takovy, jehoz kazdy uzel bude obsahovat minimélni pocet potomku. Tedy
miuzeme uvazovat v kofeni 2 potomky a ve zbylych uzlech 32 potomkti. Tedy sc¢itinim postupné po
vrstvach spocitame celkovy pocet uzli, tedy prvni vrstva méa 1 uzel a ve druhé vrstvé mame 2 uzly.
V dalsi vrstvé je opét pocet uzli mozné spocitat ndsobenim poctu uzli v predchozim patie vétvicim
faktorem (tedy stupeti stromu ¢ = 32). Miniméln{ pocet uzli je tedy 1 +2+42-32+2-32-32 = 2115 uzli.
Zachyceno tabulkou pro pocet uzlu a klictu (celkovy podet je suma sloupce):

Patro | Pocet uzli Pocet klicu
1 1 1

2 2 2-31

3 2-32 2-32-31

4 2-32-32 2-32-32-31

Podobnou tivahou muzeme spocitat maximélni pocet uzli s tim, ze budeme nasobit maximalnim vétvicim
faktorem, coz je 2t, tedy 64, coz je 1 4+ 64 4+ 64 - 64 + 64 - 64 - 64 = 266305 uzlt. Zachyceno tabulkou pro

pocet uzll a kli¢u (celkovy pocet je suma sloupce):

Patro | Pocet uzli Pocet kli¢u

1 1 63

2 64 64 - 63

3 64 - 64 64 -64-63

4 64-64-64 64-64-64-63

9.12

a) Na 2,3,4-stromu je jasnéjsi vyznam vSech ti{ zdkladnich pravidel.
Pravidlo ,kofen je vzdy cerny“ odpovida tomu, ze prostiredni kli¢ korene je vzdy cerny.

Do ¢erveného uzlu (okrajovy kli¢) se dostaneme jediné z ¢erného uzlu (stfedovy kli¢), proto musi

mit kazdy cerveny uzel ¢erného otce.

Stejna ¢ernd hloubka vsech vétvi znamend stejnou celkovou hloubku vzniklého B-stromu (vSechny

listy B-stromu jsou ve stejném patte).
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b) Maximdlni hloubka ¢erveno-cerného stromu je 2 - logo(n + 1). U naseho 2,3,4-stromu s aritou 4

musime logaritmus prevést na zdklad 4, tedy 2 - log,(n + 1).

¢) Rotace jsou disledkem §tépeni, spojovani a zmén pozic v uzlech 2,3,4-stromu.

9.13 Binarni vyhledavani zrychli vyhledavani klice v uzlu, ale nelze pouzit v ptripadé, ze chceme do

vkladat do listu, ¢i z néj potiebujeme odstranovat.

Zrychleni neni vzhledem k velikosti stromu, ale vzhledem k arité stromu.

9.14

a) Pii prohleddvani B-stromu na rozdil od bindrnich stromt musime prochézet také vSemi kli¢i v uzlu

abychom nasli spravnou vétev, kam se zanorit. Pseudokéd muze vypadat nasledovneé:

Procedura SEARCH(node, k)

vstup: uzel node, ktery ma n potomkt, pod kterym hleddme hodnotu &
vystup: nalezeny uzel a index hledaného prvku, nebo nil, pokud neexistuje
1141
2 while i < node.n A k > node.key; do
// hleddani spravné vétve
3 1 1+1
4 od
5 if i < node.n A\ k = node.key; then
// kli¢ se nachdzi v uzlu node
6 return (node, i) // vrdti uzel a index hledaného proku
7 fi
8 if node je list then
// Kli¢ se nenachdzi v node a node je list
9 return nil
10 else
// kli¢ se nenachdzi v node
11 return SEARCH(node.child;, k)
12 fi

b) Pii vkladani je nutné dat si pozor, kam vkldddme. MiZe se ndm stét, Ze bychom chtéli vlozit kli¢ do
uz plného uzlu, proto je nutné jej rozdélit. Na prednasce byl predstaveny optimalizovany algoritmus,
ktery pri prichodu doli preventivné rozdéluje vsechny plné uzly, aby po vlozeni do uzlu nemusel
opét prochéazet stromem nahoru a opravovat jej, pokud vyvolal stépeni v dolnim uzlu, které by se
muselo propagovat nahoru. Pro jednoduchost kédu vyuzijeme metodu SPLITCHILD, kterd rozdéli
uzel s 2t potomky na 2 uzly s t potomky a INSERTNONFULL, kterd vlozi kli¢ do uzlu, ktery neni
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plny. Algoritmus vkladani je tedy nésledovny:

Procedura INSERT(T, k)

1

2

© 0w N o o oA~ W

11

12

vstup: strom T do kterého vkladame kli¢ k

node <— T.root
if node.n = 2t — 1 then

// koten je plng a md 2t potomki

s < NEWNODE()

T.root < s// vytvorime novy koren

s.leaf < false

sn <+ 0

s.child, < node

SPLITCHILD(s,1) // rozdélime proniho potomka

INSERTNONFULL(Ss, k) // vloZime prvek do nového uzlu
else

INSERTNONFULL(node, k) // vloZime prvek do node
fi

Pomocné procedura SPLITCHILD:

Procedura SPLITCHILD(node, )

© 0 N o oA W N -

=
o

=
=

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22

vstup: uzel node a pozice i, na které se nachazi dité k rozdéleni

z < NEWNODE()

y < node.child;

zleaf < y.leaf

zn+—t—1

for j«1tot—1do
z.key; < y.key;q+

od

if not y.leaf then
for j < 1tot do

z.child; < y.child;j+

od

fi

yn+—t—1

for j «+ node.n + 1 downto ¢ + 1 do

node.child; 1 < node.child;
od
node.child;{, < z
for j <+ node.n downto ¢ do
node.key;1 < node.key;
od
node.key; < y.key;
node.n < node.n + 1
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Pomocna procedura INSERTNONFULL:

Procedura INSERTNONFULL(node, k)

vstup: vlozi hodnotu k do stromu s kofenem node, kde uzel node neni plny

1 1 < node.n
2 if node.leaf then
3 while ¢ > 1 A k < node.key; do

4 node.key;+1 < node.key;

5 1+i—1

6 od

7 node.key;+1 < k

8 node.n < node.n + 1

9 else
10 while i > 1 A k < node.key; do
11 1+1—1
12 od

13 1+ 1+1
14 if node.child;.n = 2t — 1 then

15 SPLITCHILD(node, %)

16 if k > node.key; then

17 14 1+1

18 fi

19 fi

20 INSERTNONFULL(node.child;, k)
21 fi

Preemptivni Stépeni uzlu optimalizuje pocet ¢teni z disku za cenu mirného zvyseni pamétovych
naroku. Preemptivni Stépeni lze aplikovat jenom na B-stromy sudé arity. Sudou aritu mame

zajisténou tim, ze B-strom definujeme pomoci stupné ¢ a arita je 2t.

¢) Pii odstranéni kli¢e z uzlu musime dbat na dodrzeni pravidla o minimalnim poc¢tu kli¢t ve stromé.
Trividlni implementace by postupovala tak, ze najdeme kli¢, ten smazeme a nasledné strom opravime
prichodem ke kofeni. Operaci opét dokdzeme optimalizovat tim, zZe si strom pii prichodu dola
budeme upravovat (stlacovat) abychom po mazani uz nemuseli nic opravovat. Mazani klice si

muzeme rozdélit na vicero podpripadu:
1. pokud Kkli¢ je v listu, odstran kli¢ a

2. pokud kli¢ je ve vnitinim vrcholu:

(a) pokud ma potomek v intervalu mezi kli¢i k a k + 1 dostatek kli¢d, tedy ¢, nahrad k jeho

predchtidcem a rekurzivné opakuj odstranovani na ptivodni pozici predchudce,

(b) pokud mé potomek méné kli¢l, tak podobné prozkoumej potomka, ktery je v intervalu k

a k + 1. Pokud podminku spliiuje, nahrad k za jeho naslednika a néslednika smaz a
(¢) pokud ani jeden z potomku nevyhovoval, spoj oba potomky, pfesuti k do jejich spojeni a

rekurzivné smaz k z nového uzlu.

9.15 Vsechny tii procedury jsou u B-stromt obdobné jako u bindrniho vyhledévaciho stromu.
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Procedura MINIMUM(node)

vstup: uzel node — kofen stromu, jehoz minimum hledame
vystup: ukazatel na uzel s minimalnim klicem

1 if node.leaf then

2 return node

3 fi

4 return MINIMUM (node.childy)

Procedura SUCCESSOR(node, key)

vstup: uzel node a jeho kli¢ key, jehoz naslednika hledame
vystup: ukazatel na uzel s minimalnim klicem
1141
2 while ¢ < node.n A key > node.key, do
// hleddni sprdvné vétve
3 t—1+1
4 od
5 return MINIMUM (node.child;+1)

Algoritmus k dohleddn{ pfedchtdce je symetricky k nédslednikovi (tedy vold se maximum na levy

podstrom, ktery je pod o 1 mensim indexem).

9.17

a) Mirné se zvedne pamétova slozitost, jelikoz klie vnitinich uzll jsou jen pomocné, data se v nich

fyzicky neukladaji.

Ukladani do listti ndm vSak d& moznost rozlisit klice od dat. Kli¢e nemusi byt stejného typu jako
data. Dale jednodusSeji ziskdame predchidce a naslednika, coz se hodi, pokud chceme ¢ist data
v n&jakém intervalu, coz odpovida naptiklad ¢teni souboru, kde uklddand data jsou jen Casti (coz

mize byt tfeba 4kB) souboru, takZe pro predteni celého souboru potifebujeme precist vice listi.

b) Zatimco v B+ stromé sta¢i najit po¢atek bloku a pak sekvenéné ¢ist, dokud nejsme na konci,
u B-stromu potrebujeme po kazdém precteni celého listu vyjit do rodice, do dat ptridat dany klic¢ a jit

do dalsiho listu. Zatimco v B+ stromé se tedy ¢teni podobé ¢teni zietézeného seznamu, v B-stromé

se jedna o inorder vypis.

9.18 Nasledujici tabulka shrnuje slozitost operaci z vyhledavacich datovych struktur.

datova struktura search insert search prumér
pole — sekvenéni hledani n n n/2

pole — bindrni hledani logn n logn
binarni vyhleddvaci strom n n 1.39 -logn
¢erveno-Cerny strom 2 -logn 4-logn logn
B-strom 2t -logoym 2t - logg, n t-logyn

150




Hasovaci tabulka

10.1

a)
b)

c)

d)

f)

10.2

a)

b)

Zéasobnik. Oteviraci zavorka se vklada na zasobnik, uzavirajici maze z vrcholu zasobniku.
Fronta. Chceme, aby byly dokumenty tisknuty v poradi, v jakém do tiskarny prisly.

Rejstiik je setfazené pole dvojic pojmu a ¢isel stranek s vyskytem. Pravé diky odkazu na ptislusnou
stranku se dé rejstrik povazovat za hasovaci tabulku, ackoliv vyhledavani v rejstiiku pro ¢lovéka

nen{ v konstantnim case (ale pro pocita¢ muze byt, pokud Tetézec pfevedeme na &islo).

Pro fetézce, u kterych je mozna modifikace z libovolného mista, nelze efektivné pouzit pole (linedrni
Cas pro vkladdni i odstranovani uprostied). Zretézeny seznam by zvladal tyto operace v konstantnim
Case, ale na druhou stranu by musel linedrné vyhledavat pozici v fetézci. V textovych editorech se
tedy pouzivaji stromy, kterym se fiké lano (rope). Jsou to stromy s omezenou hloubkou a v listech

se nenachazi jednotlivé znaky, ale rizné dlouhé casti retézce.
Strom, kde rodi¢em bude $éf a zaméstnanci budou potomky.

Pro zajisténi konstantniho p¥istupu by §lo pouzit pole vSech studentil, kde by bylo indexem UCO.
V poli bychom uchovavali informaci, zdali ma student dany predmét zapsany. Takové pole je vlastné
hagovaci tabulkou, kde hasovaci funkef je pifimo UCO a velikost tabulky je pocet studentit MUNI
(450000 studentti, coz jsou velké naroky na pamét). Proto je lepsi pouzit hasovaci tabulku, kterd

bude uchovavat studenty na zakladé hase jejich identifikac¢niho ¢isla.

Vysledna tabulka vypada nasledovneé:

0_
1_

2 |@r—|30|—
3 |@F—]10|—
4_

5: > 40 | —
6: 5 20 | —

Vysledna tabulka vypada nasledovné:
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)
d)

10.3

10.4

Slozitost muze byt v nejhorsim pripadé az linearni vzhledem k poc¢tu prvk.

Muzeme namisto zietézeného seznamu budovat vyvazeny vyhledavaci strom. Alternativou je pouziti
vnofenych tabulek pro policka s hodné kolizemi (takové Feseni vSak muZe byt v nejhorsim piipadé

linedrn{). Vnofenou tabulku musime haSovat jinou funkei.

Libovolna hasovaci funkce, ktera vraci pouze hodnotu 0.
Resenim je naptiklad hasovaci funkce h(z) = (z + 1) mod 5.

Nejedna se o hasovaci tabulku, hasovaci funkce v tomto piipadé neni funkce, protoze zobrazuje

stejné vzory na 2 ruzné obrazy.
Resenim je napriklad nasledujici hasovaci funkce:

1 pokud z € {0,4,8}
h(z) =< 2 pokud z € {1}
3 pokud z € {3,7}

Coz muze byt napiiklad h(z) = (2%) mod 5. Takovéd funkce by mimochodem nikdy nevyuzila pozici

0, protoze zadnd mocnina dvojky nekon¢i éislici 0 ani 5.

V idedlnim piipadé umoznuje hasovaci tabulka konstantni pristup k prvku danému kliéem. Pristupem
je zde mysleno vkladani, odstranovani a vyhledavani. Cenou je pamétovd narocnost dana velikosti

pouzité tabulky.

Hasovaci tabulka se hodi v situacich, kdy potrebujeme rychly pristup k prvku. Priklady pouziti
tedy muzou byt vyhleddvan{ fetézce (rejstiik, slovnik) a routovaci tabulka.

Rozsahem hodnot hasovaci funkce urcujeme, jak ¢asté budou kolize proti pamétové slozitosti. Velky
rozsah hodnot znamend malo koliz{ ale i spoustu volnych sloti. Maly obor hodnot zase znamena
mensi pamétové naroky ale vice kolizi a z toho pramenici vétsi casovou slozitost pristupu. Idealni je

rozsah roven oc¢ekdavanému poctu prvki, coz vSak vétsinou nevime predem.

Dobrym fesenim, pouZivanym v praxi, je proménliva velikost hasovaci tabulky. Pokud pocet prvku
preroste hranici zaplnéni tabulky (vétsinou pfiblizné %), vytvorime tabulku novou s vétsSim rozsahem
hodnot hasovaci funkce a tabulku postupné znovu zaplnime. Toto prepocitani je drahd operace,
kterd je provedena v linedrnim ¢ase, takze ziskdavdme ¢asovou sloZitost pro vlozeni O(n). Pokud
budeme velikost tabulky vzdy zdvojnasobovat, pak bude prumérna slozitost stejnd jako vlozeni

normélniho prvku.
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10.5

a)

b)

d)

e)

10.6

a)

b)

c)

10.7

a)

Tato funkce vraci pro ruzné retézce stejné hodnoty — pouha zména poradi znakua v fetézci zachovava
stédle stejny has.

Také je jeji obor hodnot prili§ velky, neni shora omezen.

Stale vraci pro ruzné permutace stejnych znaki stejnou hodnotu. Obor hodnot je jiz omezen, a to

na velikost abecedy (feknéme 256 hodnot). To muZe byt velmi mélo a vést k Castym kolizim.

Stale vraci pro rizné permutace stejnych znaki stejnou hodnotu. Obor hodnot je nastaven podle
nés. Problémem vsak je, ze pokud se v Fetézci nachdzi znak s hodnotou 0, pak uz vysledek stéle
zustane 0. Stejné tak se k 0 1ze dostat posloupnosti nasobeni, kde se v sou¢inu prvociniteli bude
vyskytovat hodnota modula. Obor hodnot tedy neni uniformné rozdélen.

Uz témér idealni reseni, problémem zustava jen pripad, kdy pozice znaku je ndsobkem velikosti
tabulky, pak se hodnota znaku do feseni nezapocita. Druhym problémem je, ze pozice, které maji
vysokého nejvétsiho spolecného délitele s velikosti tabulky maji vysokou pravdépodobnost, Ze jejich
znaky miizou byt vyhodnoceny stejné pro rizné symboly.

Napravuje 2. problém predchoziho feseni.

Vysledna tabulka vypada nasledovné:

0:—>E
1:—>|Z
2:—>E
4:—>E
5 ol
6_

P1i neptiznivych podminkich dostavame az linedrni slozitost, kdy musime projit celou tabulku,
abychom nasli nas prvek.

Vsimnéme si, ze nase linedrni sondovani uklada hodnotu pfi kolizi na prvni volné misto za pozici
s kolizi. Pokud se pti hledani volného mista vratime na pocéatecni misto v tabulce, pak prohlasime,
ze je tabulka plna. Pro napravu muzeme zvétsit n v hasovaci funkci, ¢im se zvétsi rozsah tabulky a
muZeme piekopirovat hodnoty z mensi tabulky do vétsi (znovu za pouziti hasovaci funkce, aby se
hodnoty nachédzely na spravnych pozicich).

Postupné vkladame hodnoty:

1. Vlozime 17: Tedy h(x,0) = h(z) +0 = 3.
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2. Vlozime 24: Jelikoz je uz pozice 3 zabrana zvétsime krok na ¢ = 1 pak

h(z,4) = (h(z) + 2i +i?) mod 7 = 6

e
s
m
3:
4

i
6:

3. Vlozime 16: Tedy h(z,0) = h(z) +0 = 2.

e
e
2:
3:
4

n
6:

4. Vlozime 13: Jelikoz je uz pozice 6 zabrand zvétsime krok na i = 1, pak
h(z,4) = (h(z) + 2i +i?) mod 7 = 2
Coz je ale opét zabrana pozice, proto musime zvétsit krok na ¢ = 2, pak

h(z,4) = (h(z) +2i +i*) mod 7 = (h(x) +4+4) mod 7 =0
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0:—>E
1_
2:—>E
3:—>|Z
4_
5_
6:

b) Pfi nepfiznivych podminkach opét dostdvdme az linedrni slozitost, kdy musime projit celou tabulku,

abychom nasli nas prvek.

10.8 Mnozinu lze v knihovnach programovacich jazyka najit v raznych implementacich. Dfive se pro
malou pamétovou slozitost preferovaly Cerveno-cerné stromy, dnes se diky vétsim kapacitdm paméti
rozsituji hasovaci tabulky, jelikoz mohou mit mensi ¢asovou slozitost.

10.9 Vyvéazeny vyhledavaci strom — napiiklad ¢erveno-cerny strom. Navic vSak vSechny uzly musime
spojit do obostranné spojovaného seznamu. K nému si budeme udrzovat posledni vlozeny prvek a v pripadé
vklddani na novy prvek odkazeme z byvalého posledniho prvku. Pfi odstranovani budeme odstranovat

nejen ze stromu, ale musime i napravit ukazatele seznamu.

10.10 Obecny n-arni strom (ne vyhleddvaci). Byt podstromem je stejnd relace jako byt podiizenym.

Nalezeni nadrizeného pak znamena nalezeni nejmensiho spole¢ného predka.

Ne vzdy vsak jde o strom, jeden zaméstnanec muze zastavat vice roli a tak mit riizné nadiizené, nebo

si sém muze byt nadiizenym. Obecnym TFesenim je tedy orientovany acyklicky graf.

10.11

a) Pouziti seznamu k FeSen{ kolizi:

Procedura INSERT(T,(k,v))

vstup: tabulka T, (k,v) je dvojice klice a hodnoty
1 h <+ HasH(k) mod |T|

2 vloz (k,v) do seznamu T'[h]
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Pouziti kvadratické sondovaci metody pro feseni kolizi:

Procedura INSERT(T,(k,v))

(<IN B N V]

© 0w 3

10

11

vstup: tabulka T, (k,v) je dvojice klice a hodnoty
10
h <+ HasH(k) mod |T|
while i < |T| do
if T[h] je prazdny slot then
T[h] < (k,v)
return
fi
1+ 1+1
h < (Hasu(k) + %) mod |T|
od

return tabulka je plna

b) Pouziti seznamu na Feseni kolizi:

Procedura SEARCH(T, k)

1

2
3
4
5
6

vstup: tabulka T, kli¢ k

h < HasH(k) mod |T|

if (k,v) je v seznamu T'[h] then
return v

else

return nil

fi

Pouziti kvadratické sondovaci metody pro feseni kolizi:

Procedura SEARCH(T, k)

o NI o oA~ W N

10

vstup: tabulka T, kli¢ k

10
h < Hasu(k) mod |T)|
while i < |T'| do
if T[h] je plny a T[h].k = k then
return v
fi
ti+1
h « (HasH(k) + %) mod |T|
od
return nil

c) Pouziti seznamu na feSeni kolizi:

Procedura DELETE(T, k)

1

2

vstup: tabulka T, kli¢ k
h < Hasu(k))mod|T|

smaz (k,v) ze seznamu T[h]
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Pouziti kvadratické sondovaci metody pro feseni kolizi:

Procedura DELETE(T, k)
vstup: tabulka T', kli¢ k

1 h < SEARCH(T, k) // upraveny SEARCH vraci index
2 if h # nil then

3 smaz prvek v T'[h]

a fi

10.13

a) Vyhodou metody déleni je jeji rychlost, protoZe vyzaduje jenom jednu operaci déleni. Naopak zase
nevyhodou je potfeba se vyhybat nékterym konstantdm m, pro které hasovaci funkce neni efektivni.
To plati napiiklad pro m jako mocniny dvou, kdy h(k) vraci spodni bity klice k. Vyhodné klice jsou
naopak prvocisla vzhledem k jejich nesoudélnosti. Abychom se vyhnuli problému s mocninou dvou,

je dobré vybirat prvocisla dédle od téchto mocnin.
b) Multiplikativni metodu mtizeme nadefinovat takto:

1. Zvolime konstantu A v rozsahu 0 < A < 1.
2. Vynasobime kli¢ k konstantou A.
3. Nechdme si desetinnou ¢ast z vysledku.
4. Tuhle ¢ast vynasobime m.
5. Zaokrouhlime dolda.
Ve zkratce h(k) = |[m(kA mod 1)], kde kA mod 1 = kA — |kA| = desetinnd ¢ast z kA.

Nevyhodou multiplikativni metody je mensi rychlost oproti metodé délenim. Ale naopak vyhodou

je, ze hodnota m neni kriticka.

10.14

a) Idealni hasovaci funkce by méla zachovivat uniformnost hasovani. Tedy pro ndhodnou mnozinu
vstupli by jednotlivé hase mély mit stejnou pravdépodobnost vyskytu, ¢imz zajistime minimalni
pocet kolizi. Tato vlastnost také souvisi s lavinovym efektem, ktery riké, Ze malé zmény vstupu

znamenaji velké zmény vystupu.

V praxi tahle podminka ale nemusi byt postacujici, vzhledem k tomu, Ze nevime nic o pravdépodob-
nostnim rozlozeni mnoziny klict. Pro lepsi vysledky se v praxi vyuzivaji heuristické funkce, které

vychézeji z védomosti o doméné klici.

Déle od funkce ocekavame jednoduchost a rychlost vypoctu.

b) Jednim z moznych zpisobi je spocitat si hase pro jednodussi podobjekty a nésledné xorovat, nebo
scitat hase danych podobjektii.

10.15 Hasujeme vstupni klice:
10mod7=3;13mod 7=6;18mod 7=4;3mod 7= 3;8mod 7= 1;40 mod 7 = 5;28 mod 7 =0
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Prvky tabulky

Metoda retézeni

Metoda linedrniho sondovani

Metoda kvadratického sondovani

[28]
8]

[
(10, 3]
[18]
[40]
[13]

[40]

3]
8]

[\
oo

—
=)

AN AR )

10.16 Vyvazeny binarni vyhleddvaci strom fadici podle primarniho klice, ktery v uzlu kromé ukazatelu

na potomky obsahuje i ukazatel na BVS radici podle sekundarnich klici, ktery obsahuje vSechny hodnoty

se zadanym primarnim klicem. Pro dalsi klice lze postupovat obdobné.

10.17 Vyvazeny vyhledavaci strom — napriklad cerveno-cerny strom.

10.18 2 seznamy, jeden pro prvky s klicem 0, druhy pro prvky s klicem 1.

10.26 Tvrzeni plati.
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Graty I.

11.1

a)

b)

d)

)

g)

Orientovany ohodnoceny graf (orientovany, protoze miize obsahovat jednosmérky), kde uzel odpovida

kiiZzovatce a hrana je silnice (ohodnocend délkou, nebo ¢asem).

V idedlnim svété neorientovany neohodnoceny graf. Vhodna bude asi reprezentace seznamem

naslednikl, matice by byla pro cely svét moc velka.

Neorientovany neohodnoceny graf. Jednotlivé uzly reprezentuji mozné stavy Rubikovy kostky, hrany
pak naznacuji, ze existuje prechod mezi danymi dvéma stavy. Pozor na to, ne vSechny stavy musi
byt redlné existujici (teoreticky jsme schopni presklddat kostku tak, Ze ji rozebereme a ndhodné
seskldddme kosticky, coz je ale nedovoleny tah). V praxi je pak drzeni vSech moznych stavii v paméti

pocitace nerealné.

Orientovany neohodnoceny graf. Co stav Sachovnice, to uzel, hrany opét symbolizuji prechody mezi

stavy.
Neorientovany (ohodnoceny) graf. Vrcholy jsou elektrické souc¢astky v obvodé, hrany jsou spoje.
Mame nékolik moznosti.

1. Graf toku fizeni je orientovany neohodnoceny graf. Vrcholy jsou bloky kédu, hrany znaci

vétveni podle skokti v kodu.

2. Graf volani funkci je orientovany neohodnoceny graf. Vrcholy jsou funkce, hrany vzijemné
volani.
3. Syntakticky strom je orientovany neohodnoceny graf. Vrchol reprezentuje operatory, jeho

potomci slouzi jako operandy, na které je operator aplikovan.

Orientovany graf. Vrcholy jsou tkoly, které je potieba pfi vyrobé splnit, hrany odpovidaji zavislostem
mezi tkoly a jsou v topologickém usporddéni (abych mohl svafit karoserii, musim mit vyrobeny jeji

Césti).

11.2 Matice pro tento graf vypada nasledovné:

a b c d
aloo 1 o0 o0
b| 0 3 4
c|loo oo oo b
d| 8 2 oo T

Seznam nésledniki bude tedy (pfichdzime o ohodnoceni hran):
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2 [l [T
bl o | @——] v | @—fc |
el
alel o | o——] v | @——]a

11.3

a) K zadanému vrcholu se dostaneme s konstantni slozitosti, pocet vystupnich hran pak uréime jako
velikost seznamu nésledujicich vrchold. To mé budto linearni slozitost vzhledem k poc¢tu hran ze

zadaného vrcholu, nebo konstantni slozitost, pokud si pamatujeme velikost seznamu.

b) Abychom nalezli vSechny vstupni hrany do zadaného vrcholu, musime projit vsechny hrany grafu.
Slozitost je tedy linearni vzhledem k poctu hran celého grafu. V grafu reprezentovaném matici by

slozitost vstupnich i vystupnich hrany byla linedrni vzhledem k poc¢tu vrcholu v grafu.

11.4

a) Provedeme BFS prichod. Bilou barvou znad¢ime nenavstivené vrcholy, Sedou vrcholy, které méme

ve fronté a ¢ernou jiz zpracované vrcholy.

(a) Zacneme prohleddvat z vrcholu ¢:

A4

0
v w x z
O % O/

Fronta obsahuje s, ¢, w.

(b) Pokracujeme lexikograficky do s:

® ® F—0

Fronta obsahuje t, w, v.
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(¢) Pokracujeme do t, ktery je prvnim prvkem fronty:

— o @ :

® ) @——0

Fronta obsahuje w, v, x, y.

(d) Pokracujeme do w:

e e

® :

Fronta obsahuje v, , y.

(e) Pokracujeme do v:

T e e

P
o Q/\o\@

Fronta obsahuje z, y.
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(f) Pokracujeme do z:

o o

Fronta obsahuje y, z.

(g) Nalezneme y, ve vzdélenosti 2 zanofeni z ¢:

o 0/\@\@

b) VSechny kromé vrcholli 7 a u. Pravé z vrcholu r Ize cely graf projit, jelikoZ se z r vede hrana do u a

také se pres y lze dostat do g, ze kterého jsme nalezli zbytek grafu.

¢) Provedeme DFS pruchod, pficemz budeme znacit ¢asové zndmky.

(a) Zacneme z vrcholu ¢:

(SI) (D) 0 ” :

Zésobnik obsahuje q.
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(b) Pokracujeme do s:

Zasobnik obsahuje s, g (dno je vpravo).

(¢c) Pokrac¢ujeme do v (zdsobnik obsahuje v, s, ¢) a w (zdsobnik obsahuje w, v, s, ¢), pak w opoustime:

Zasobnik obsahuje v, s, ¢ (dno je vpravo).

(d) Opustime vrchol v, poté s a pokrac¢ujeme do ¢, x a z:

Zasobnik obsahuje z, z, t, ¢ (dno je vpravo).
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(e) Opustime vrchol z, poté = a pokracujeme do y (zdsobnik obsahuje y, ¢, ¢ a pak jej vyprazdnime):

NS

2 10,11

Zasobnik je prazdny.

(f) Pokracujeme novym prichodem z 7r:

N

2 10,11

Zasobnik obsahuje r.

(g) Ukoncujeme prichod z u, a jelikoz maji vSechny vrcholy ¢asové zndmky, ukonc¢ujeme prichod:

8 15 17,20

(+)

NN

3,6 9,12 10,11 18,19

DFS les vypada takto:
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Hrany klasifikujeme podle zvoleného lexikografického prichodu nasledovné:

d) Z vrcholu u se lze dostat do vrcholu w, ale z ¢asovych zndmek to vycist nelze. Pfesto mizeme
z Casovych znamek urcit slabsi tvrzeni. Ma-li vrchol a ¢asové znamky v intervalu ¢asovych znamek

vrcholu b, pak existuje cesta z b do a. Opac¢né tvrzeni vsak neplati.

Casové znamky jsou zavislé pouze na stromovych hrandch, jiné hrany v grafu byt nemusi. Proto ze
znamek neur¢ime podobu grafu.

e) BFS prozkoum4 vrchol z jako 8. vrchol, DFS jako 7.

Obecné se pred pruchodem nezle rozhodnout, ktery prichod bude vyhodnéjsi. MizZete se rozhodovat

jediné v pripadé, ze mate néjaké dalsi informace o grafu, ktery prochézite.
f) Z pohledu ¢asové sloZitosti oba algoritmy patii do O(|V| + |E|), protoze musi prozkoumat vSechny

vrcholy a otestovat vSechny hrany. Pameétova slozitost se ale 1isi. U grafi s vrcholy s vysokym

vystupnim stupném si udrzujeme ve fronté vice vrchold, nez bychom méli v zasobniku v pripadé

vevs

g) Graf jednoduché cesty.

11.5
a) Neplati. Protipriklad:

3,4

b) Neplati. Protipiiklad:
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¢) Neplati. Protipiiklad:

d) Neplati. Protipiiklad:

2,3

e) Neplati. Protipfiklad:

1,6 2,3

——®

O,

4,5

f) Plati. Nemohu ukonéit prochdzenf vrcholu u, pokud mém hranu do vrcholu v, ktery zaénu prochézet

az nékdy pozdéji.

11.6

a) Graf s maximalnim poc¢tem hran obsahuje hranu mezi kazdymi dvéma vrcholy. To odpovida
poc¢tu kombinaci dvojic vrcholi. Abychom vyjadrili pocet pro orientovany graf, musime jesté pocet

vynasobit dvéma. Pak jesté musime pridat vSechny smycky nad vrcholy.

2-(;)—&—71:712

Alternativné na pocet hran muzete prijit tak, ze si zafixujete jeden vrchol. Z néj vedou hrany do

vSech. Pak je pocet hran:
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b)

c)

11.7

11.8

jisté,

n — 1.

Pokud hrany tvori orientovanou cestu, pak staci pridat 1 hranu pro uzavteni cyklu. V nejhorsim
pripadé vsak vsechny vrcholy mohou byt ve vzdalenosti 1 od jednoho vrcholu. Pak musime pridat
jesté n — 1 hran.

Alternativné si muizete predstavit, ze pomoci n — 1 hran mizete doplnit jednu hranu tak, aby vznikl

cyklus.

Vzdalenost zadanych vrcholu ve stromé nam déva horni odhad vzdalenosti vrchola v grafu. Je tedy

ze vzdalenost v grafu je mensi nebo rovna vzdélenosti v BFS stromé.

Rozdil hloubky ndm dava dolni odhad vzdalenosti.

11.9

a)

b)

Nalezeni cyklu odpovida nalezeni zpétné hrany. Muzeme tedy pouzit ¢asové znamky a pouzit je

pouze k hledani zpétné hrany.

Jednodussi algoritmus je DFS s poznamenavanim aktudlni prochézené vétve. Pouzijeme znacku,
ktera k4, Ze vrchol je zatim prochézen. Kdyz vrchol za¢neme prochazet, nastavime znacku na true.

Kdyz kon¢ime prozkoumavani, znacku nastavime zpét na false.

Graf obsahuje cyklus praveé tehdy, kdyz pri prozkoumavani narazime na vrchol, ktery ma znacku

nastavenou na true.

Dle predchoziho najdu zpétné hrany (na kazdém cyklu néjaka je). Pro kazdou zpétnou hranu (u, v)
uz pak jen potrebuji najit nejkratsi zbytek cyklu, tj. nejkratsi cestu z v do u. K tomu mohu pouzit
BFS z v.

11.10

a)

b)

Graf obsahuje nédsledujici silné souvislé komponenty (vypsany jsou v poradi, v jakém je objevi

algoritmus):

1. r

RATE S
8
w

Algoritmus muzeme provést v nékolika néasledujicich krocich:
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1. aplikuj DFS na G s ulozenim c¢asovych znamek pro dalsi vyuziti,

2. vypoéti transponovany graf GT,

3. aplikuj DFS na G7 tak, ze v hlavnim cyklu se vrcholy uvazuji v pofadi od nejvétsi casové
znamky ukonceni prozkoumévani vrcholu z prvniho kroku algoritmu a

4. vrcholy kazdého DFS stromu vypoéteného pii aplikaci DFS na GT tvoii samostatné silné
souvislé komponenty.

11.11 K feseni problému lze pouzit prichod DFS. Priichod ndm vytvoii DFS strom, ze kterého lze zvolit

libovolny list a bude o ném platit, Ze je vrcholem, ktery lze z puvodniho grafu odstranit.

Obecnéji 1ze odstranit libovolny list libovolné kostry grafu. DFS svym prichodem nalezne jednu

z koster.

Vrchol miizeme z grafu odebrat pravé tehdy, kdyz po jeho odebrani existuje cesta mezi libovolnou

dvojici vrcholu. Jelikoz jsme vzali vrchol, ktery je listem v kostfe, musi kazdou dvojici vrcholt spojovat

pravé zbyla kostra.

U orientovanych grafa toto tvrzeni neplati, protipfikladem je orientovana kruznice na 3 vrcholech, kde po

odstranéni lze oba vrcholy dosahnout pouze z jednoho ze zbylych vrcholu.

11.12

a)

b)

c)

d)

Jedn4 se o korektni DFS priichod, jen nepoznamenavé ¢asové zndmky (coz neni povinna funkcionalita
DFS).

Spatny algoritmus BFS. Nepoznamenévé barvy vrcholt, takze pokud se v grafu nachézi cyklus, tak
se tento algoritmus zacykli.

Algoritmus cykli, jelikoz opakované pridava jiz prozkoumané prvky do zasobniku. Je potieba pridat
kontrolu, ze prvek, ktery chceme do zasobniku pridat jiz nebyl prohledavan. Vysledny algoritmus je
DFS bez ¢asovych znamek, barvy slouzi pouze k poznaceni nalezenych prvk.

Algoritmus projde vSechny vrcholy v poradi, v jakém je pfi inicializaci vlozi do fronty. Vsechny dalsi
pridavani vrchold do fronty uz jsou zbytecné, vrcholy jiz budou v dobé DEQUEUE cerné. Navic diky

opakovanému pridavani vrcholu do fronty algoritmus cykli.

Pouziti prioritni fronty misto bézné fronty zptsobi, ze algoritmus neni ani DFS ani BFS. Navic
algoritmus muze cyklit, jednoduchym prikladem je graf:

“O—0O

11.14 Graf mizeme reprezentovat vicero zptisoby:

1.

Matice sousednosti je matice rozméru |V| x |V, kde V je pocet vrcholi v grafu. V matici M
kazda pozice M;; vyjadiuje, zdali mezi i-tym a j-tym vrcholem existuje hrana (1 pokud hrana
existuje, 0 jinak). Vyhodou reprezentace matici je konstantni ¢asova slozitost zjisténi jestli jsou 2
vrcholy spojené hranou. Také se v nékterych algoritmech pouziva reprezentace matici pro operace
nad grafem (napiiklad ndsobeni matic pro hleddni nejkratsich cest). Jeji nevyhodou je pamétova

slozitost, kterd je kvadratickd vici poc¢tu vrcholi. Proto je vyhodné matici pouzivat jen na grafy
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s mnoha hranami. Dalsi nevyhodou mutze byt, ze pri poc¢atku zpracovavani grafu nevime, kolik

vrcholi graf obsahuje.

U ohodnoceného grafu si mizeme predstavit, Zze do matice budeme namisto 0 a 1 uklddat ceny

konkrétnich hran mezi vrcholy, pro reprezentaci, ze hrana neexistuje mizeme zvolit nekonec¢no.

Pro reprezentaci neorientovaného grafu nam staci jenom trojuhelnikova matice, protoze bude

symetricka kolem diagonaly.

Dalsi zndma reprezentace je pomoci seznamu nasledniki. Reprezentujeme graf tak, ze mame pole
vrcholt a kazdému z nich pfifadime provdzany seznam nésledniktl (sousednich vrcholit). Vyhodou
této reprezentace je, ze uklada do paméti jenom ty hrany, které v grafu existuji, tedy ma mensi
pamétové naroky nez reprezentace matici. Proto se vyuziva pri reprezentaci grafa, které maji mensi
pocet hran. Nevyhodou je naopak zjistovani, zdali 2 vrcholy spolu sousedi, coz lze provést v linedrnim

Case vuci poctu naslednikia daného vrcholu.

11.18

a)

b)

d)

Vypisy pre/in/post order vyuZivaji priuchodu stromu do hloubky. Lis{ se pouze v pozici vypisu klice
v uzlu. Pokud vypiSseme pred zanofenim, jedné se o preorder, pokud mezi zanorenimi, pak se jedna

o inorder a pokud aZ po obou zanofrenich, pak se jedna o postorder.

Procedura PREORDERDF'S(u)

vstup: vrchol u — kofen stromu/podstromu

1 if u = nil then

2 return

3 fi

4 vypis u.key

5 PREORDERDF'S(u.left)
6 PREORDERDF'S(u.right)

Zbylé pruchody vypadaji podobné, jen se lisi v pozici prikazu vypis u.key.

Nelze. DFS algoritmus se od naseho prichodu stromem lisi v tom, Ze testuje, zdali jsme jiz dany
vrchol nenavstivili. To vsak u vypisu netestujeme, protoze u stromu se ndm to nemize stat. Jakmile
vsak graf obsahuje cykly, i nas vypis by se zacyklil. Museli bychom tedy pridat kontrolu, zdali
vrchol, do kterého se chceme zanofit, jiz neni v zdsobniku (k takové kontrole vSak zasobnik vitbec

neni vhodn4 datova struktura).

o

Prichod do sitky. DFS by se na nekonec¢né vétvi zaseklo, zatimco BFS alespon projde vsechny
konecné vétve. V praxi bychom vsak nastavili jak pro BFS, tak pro DFS maximalni hloubku zanoteni

(omezenim velikosti zdsobniku/fronty, podle dostupné paméti).

Algoritmus by iteroval hodnotu 7 € N. Podle aktudlni hodnoty i by prozkoumal i-tou hranu prvniho
uzlu, v prvni vétvi by se zanoril o 7 krokti. Obecné by pro kazdé ¢ prozkoumal vSsechny hodnoty ve
vzdalenosti i, kde vzdalenosti mame na mysli soucet délky cesty od kofene a pocet hodnot, které

jsme prozkoumévali ve vSech uzlech cesty.

Navrzeny algoritmus je inspirovan metodou ,,dove tailing“.

11.29 Na frontu vlozime aZ exponencidlné mnoho vzhledem k |E| vrcholu.
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Graty II.

12.1

a) Graf vybudovany z bludisté vypadd takto:

—

b) Na graf mizeme pouzit BFS. Cesta ma délku 6 a vypada nésledovné:
@—E@©
Q ) @ ()

@@ @

@@

¢) Graf musime predélat na orientovany. Déle se nam nékteré uzly rozdéli, maji totiz jiné sousedy

podle sméru, ze kterého do nich prichazime.

V nasledujicim grafu jsou rozdéleny uzly fady b a c¢. Kdyz se do nich dostavame poprvé, maji

puvodni popis. Kdyz se opakuji, pouzivame popis b’ a c’.

Také si vsimnéte, ze vrcholy ay4, by a dy jsou v novém grafu nedostupné.

170



KaprToLA 13. RESEN{ NEKTERYCH PRIKLADU

@& @

W”D
@ ©

.;;

D=
@

12.2

a) Cesta ma délku 7, strom nejkratsich cest vypada ndsledovné:

O,
© @

b) Slozitost je v O(|E| - |V]), coz lze urcit ze 2 cykll, které iteruji nad vrcholy a hranami. Slozitost
Bellmanova—Fordova algoritmu je vyssi nez u Dijkstrova algoritmu, ten vSak neumi zpracovavat
graf se zapornymi hranami. Dalsi vyhodou Bellmanova—Fordova algoritmu je pomérné snadnd
paralelizovatelnost (1ze relaxovat nardz podle vSech hran).

¢) Pro vSechny hrany grafu provedeme kontrolu, zda je nalezend vzdalenost jejich konce mensi nez
vzdélenost jejich zac¢dtku plus délka hrany (pro hranu (u,v): v.d < u.d + §(u, v)).

d) PouZijeme detekei cyklu se zdpornou délkou. Vzdy, kdyz algoritmus takovy cyklus nalezne, projdeme
vsechny vrcholy, které lze dosdhnout od vrcholu na cyklu a vrcholtim pritadime vzdélenost v.d = —oco.

Takto hleddame vsechny vyskyty cykli.

12.3 Mohou vam jako chybné prijit udaje, Zze cesta a — b je jinak dlouhd, nez b — a. To je dano tim, Ze
silni¢ni sit je orientovany graf.

Chybné informace v tabulce je délka cest z Hrobu na Onen Svét. Trasa mé ve skutecnosti mit 165 km
(zpét 164 km). Chybu nalezneme relaxaci zminéné cesty. Pokud se rozhodneme cestovat pres Zahrobi,
bude cesta Hrob — Zahrobi + Zahrobi — Onen Svét mérit pouze 1654+41,4=206,4 km.
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Algoritmickym feSenim tikolu je spustit algoritmus BELLMAN-FORD ze vsech vesnic. Pfi tom byste
kontrolovali, zdali se nékterd ze vzdalenosti nezménila. Pokud se zadné nezméni, pak je tabulka v poradku.
Takové feseni odpovida pristupu, kdy pro kazdou trojici vrcholi provedete relaxaci. Pokud by néktera
z relaxaci zménila délku cesty, nalezli jste Spatny tudaj.

Tabulka bez chyb vypada takto:

| Peklo | R4j | Hrob | Onen Svét | Zahrobi

Peklo 149 | 223 | 197 230
R4 150 84 129 139
Hrob 222 | 84 206,4 165
Onen Svét || 197 | 129 | 205,4 41,4
Zéhrobi 230 | 139 | 164 | 414

124
a) Nejkratsi cesta vede pres vrcholy a, ¢, b a f a ma délku 4.

b) Dijkstruv algoritmus nefunguje na grafy se zdporné ohodnocenymi hranami. V grafu se zdporné
ohodnocenymi hranami totiz muze vzdalenost vrcholu od pocatku klesat, coz ale neni v souladu
s tim, ze zpracovavame vrchol tehdy, kdy je jeho vzdalenost z pocatku minimalni.

V nasem pripadé jako prvni po a uzavieny vrchol oznacime d se vzdéalenosti -1. Pak stejné uzavieme
vrchol ¢ se vzdéalenosti 0. Nakonec uzavieme vrchol b se vzdalenosti 1, ale pokud bychom z tohoto
vrcholu pokracovali, tak objevime vrchol ¢ ve vzdélenosti -3 a vrchol d ve vzdélenosti -2, coZ jsou

mensi hodnoty, nez se kterymi jsme vrcholy uzavteli.

Pro hledani nejkratsi cesty se zaporné ohodnocenymi hranami se pouzivda Bellmantv—Fordav

algoritmus, cenou je vsak vétsi casova slozitost.

Obecné 1ze mit zaporné hrany do vrcholl, ze kterych nevede zadna hrana. Také lze mit zaporné

hrany u vrcholt, které jesté nemaji zpracovaného zadného néaslednika.

d) Algoritmus se ndm zméni v BFS (které zbyte¢né relaxuje hrany). Pokud je graf neohodnoceny

(ohodnoceny kladnou konstantou), pak bude takto upraveny Dijkstruv algoritmus fungovat.

12.5 Zména operace nevede ke korektnimu algoritmu pro hledani nejdelsi cesty. Protiptiklad (hledani
cesty z a do d):
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Takto upraveny algoritmus by nasel cestu a — b — d s délkou 3, maximélni cesta vsak jea —c—b—d

délky 4. Problém je v tom, ze po vyjmuti vrcholu z prioritni fronty vrchol jiz ddle nezpracovavame.

Pokud by algoritmus fungoval, pak by redukci resil problém Hamiltonovské kruznice, ktery je NP-tézky.

12.6

a) Je zobecnéni hledani nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy. Pro tento el se pouzivaji zase Dijkstruv

nebo Bellmantv—Forduv algoritmus.

b) Problém si dokdZeme rozbit na podproblémy. Tfeba pokud hleddme cestu z a do b pfes ¢, pak
muzeme Fesit nejkratsi cestu z a do ¢ (na grafu bez b), nasledné z ¢ do b (na grafu bez a) a vysledky

spojit.

¢) Problém mizeme redukovat na problém hleddni nejkratsich cest z jednoho vrcholu do vSech ostatnich
tak, ze nas cil prevedeme na pocatek cesty a vsechny orientace hran obratime, ¢imz muzeme vyuzit

feSeni z piikladu a).

d) Problém lze fesit pomoci Dijkstrova algoritmu. Neprovadime jej do néjakého vrcholu, ale do té doby,
dokud bude prioritni fronta obsahovat vrcholy v zadané vzdélenosti. Jakmile prekro¢i vzdalenost,

algoritmus ukonéime a nalezené vrcholy jsou v zadaném okoli.

e) Staci na to algoritmus pro hledani nejkratsi cesty, ktery umi zpracovat graf se zdporné ohodnocenymi

hranami. Zaporné cykly nas neohrozi, protoze mame acyklicky graf.

Kdyz mame takovy algoritmus, sta¢{ ndm ohodnoceni hran prevést na negaci (hrandm pfiradime

jejich opacnou délku) a algoritmus nechat hledat nejkratsi cestu. Vystup musime zase znegovat zpét.

f) Lze provést V-krat hledani nejkratsich cest do vSech vrcholu z jednoho vrcholu. K tomu muzeme
pouzit Bellmanuv—Forduv algoritmus, coz je zbytecné slozité. Alternativou jsou algoritmy pro

hledani vsech cest v grafu — Floyduv—Warshalliv a nebo Jonsnav algoritmus.

g) Tento problém, také zndmy jako problém obchodniho cestujiciho, patii do t¥idy NP-tézkych problému.
Nejjednodussi feseni je vyzkouset vSechny cesty. Pro problém existuji i ruzné heuristiky, které snizuji

¢as vypoctu problému.

12.7 Algoritmus upravime tak, Ze nalezne nejkratsi cestu do vsech vrcholt. Do grafu priddme novy vrchol,
ktery bude inicidlni vrchol k prohledavani a z néj vedeme hrany délky 0 do vSech ptuvodné inicidlnich

vrcholu.
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12.8

Resenim je upravit graf tak, ze si ve vrcholu pamatuji i pfichozi hranu. Zvétsim si takto mnozinu

vrcholi podobné jako v prikladu o zdkazu odbocovani vlevo. Podle hodnoty prichozi hrany pak umazu

vychozi hrany, jejichz ohodnoceni je mensi nebo rovno ohodnoceni ptichozi hrany.

12.9

a)

b)

c)

d)

P1i hledani nejkratsich cest si udrzujeme pro kazdy vrchol informace o hornim odhadu délky cesty
ze zdroje az k danému vrcholu (v.d), pfi inicializaci nastaveny na oo. Ddle udrzujeme i informaci
pro kazdy vrchol o jeho pfedchidci v hledané cesté (v.m), pokud pfedchidce neexistuje je nastaveny

na nil.

Procedura INITIALIZE(V s)

vstup: V seznam vrchold, s inicidlni vrchol

1 forveV do
2 v.d 00

3 v nil
4 od

5 s.d+ 0

Operace RELAX vyhodnoti, zdali napocitana cesta do v je delsi neZ cesta do u + hrana (u,v).

Procedura RELAX(u,v)

vstup: vrcholy u a v

1 if v.d > u.d + w(u,v) then
2 v.d <+ u.d+ w(u,v)

3 T u

4 fi

Resenti:

Procedura BELLMAN-FORD(G, s)

vstup: graf G = (V, E) a pocétek cesty s

INITIALIZE (V) 5)

2 for i« 1to|V|—1do

3 for kazdou hranu (u,v) € F do
4 RELAX (u,v)

5 od

=

6 od

7 for kazdou hranu (u,v) € E do

8 if v.d > u.d + w(u,v) then

9 return false // obsahuje zdporny cyklus
10 fi

11 od

12 return true

BF'S se zastavilo v hloubce 4 a nalezlo nejkratsi cestu z a do f.

BF'S prochazi ptvodni vrcholy pravé ve chvili, kde je zanoreno v hloubce odpovidajici délce nejkratsi
cesty z vrcholu a do zkoumaného vrcholu. Vzdélenost se rovna pravé hloubce zanoreni. Pokud tedy
béhem priichodu do $itky pfitazujeme pri nalezeni vrcholim aktualni hloubku BFS, vytvarime

strom minimalnich cest.

174



KaprToLA 13. RESEN{ NEKTERYCH PRIKLADU

f) Zpracovavame vrchol, ktery mé nejmens{ vzdélenost z poc¢dtku a nenf jiz zpracovan.

g) Vzdalenost se nemuze ménit. Pfi prvnim nalezeni vrcholu musi byt nutné nalezena nejkratsi cesta k
nému. Nicméné hrany, které jsou rozdéleny pomocnymi vrcholy mtizeme zacit prozkoumavat drive,
nez k nim najdeme cestu pres jiné vrcholy. Piikladem je vrchol b, ktery nalezneme z vrcholu ¢ a

jesté se poté vracime pomoci BFS kus hrany {a, b} smérem do a.

Procedura DIJKSTRA(G, s)

vstup: graf G = (V, E) a polétek cesty s

1 INITIALIZE(V 5)

2 Q<+ V //Q je mnoZina vrcholi pro zpracovdni
3 while Q # 0 do

a u < EXTRACTMIN(Q)

h) 5 for kazdou hranu (u,v) € E do
6 if v.d > u.d + w(u,v) then
7 v.d + u.d+ w(u,v)
8 VT U
9 DECREASEKEY(Q, v, v.d)
10 fi
11 od
12 od

Vsimnéte si, ze Dijkstruv algoritmus umi hledat i cestu s hranami ohodnocenymi 0, zatimco v

pripadé BFS by takova hrana neexistovala.
i) Minimové halda je datova struktura, kterd mé& dobrou rychlost operace DECREASEKEY pro relaxaci
a EXTRACTMIN pro vybér vrcholu, ktery je v minimalni vzdalenosti a mizeme jej zpracovat.

Oproti haldé, kterd operace realizuje v logaritmickém case, seznam a pole maji linearni slozitost

alespon jedné z operaci.

Pani Bila pripomina: Jesté vhodnéjsi pomocnou strukturou pro Dijkstruv algorit-
mus je Fibonacciho halda, kterda podporuje DECREASEKEY v konstantnim amortizova-

ném case.

Jelikoz algoritmus projde vSechny hrany a v kazdém prichodu while cyklu musi vybrat minimalni
vrchol, bude slozitost algoritmu v O(|E|+ |V|-|V|) pfi pouziti pole nebo seznamu pro EXTRACTMIN
a O(|E| + |V] -log |V|) pti pouziti haldy (prioritni fronty).

12.11

a) Upraveny graf:
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Nejkratsi cesta v tomto grafu je posloupnosti a, b, ¢, d a f s délkou -10. To znamena, ze v pivodnim
grafu byla nejdelsi cesta na stejné posloupnosti vrchol a méla délku 10.

Pokud bychom vsak tikol jen trochu modifikovali tim, ze bychom pracovali s neohodnocenym
neorientovanym grafem a ptali bychom se, zdali obsahuje kruznici pres vSechny vrcholy, jednalo by
se o problém hamiltonovské kruznice, ke kterému zatim neexistuje (a nevime, zda bude existovat)

algoritmus Tesici jej v polynomidlnim case.

12.23
a) Algoritmus pouze nalezne vSechny ndsledniky pocétecniho vrcholu.

b) Algoritmus dokéze korektné nahradit cesty délky 2 tranzitivni zkratkou, ale dels{ cesty nemusi byt
korektni.
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