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Modelovani shora

@ souhrnné proménné, abstrahovani od jednotlivci,
lokalnich vztaht

@ model = systém rovnic

@ simulace = numerické reSeni téchto rovnic



Lovec-korist: matematicky model
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Lovec-korist: systémovy model
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Matematické modelovani

Zakladni princip:
@ stav systému = vektor stavovych proménnych

@ chovani systému (zména) = rovnice nad stavovymi
proménnymi

Zakladni délent:
o diskrétni cas

@ spojity Cas
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Diskrétni ¢as

Diskrétni cas

@ rekurentni rovnice

@ stavova proménna = posloupnost X;
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Diskrétni ¢as

Fibonacciho kralici: model

(velmi zjednoduseny) model mnozeni kralikd
X; = pocet part krélika
kralici nesmrtelni
od véku 2 let se mnozi
model:
e pocatecni stav: Xy = Xo =1
@ rovnice popisujici zménu:

Xep1 = Xe + X1
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Diskrétni ¢as

Fibonacciho kralici: chovani

Model:
Xt+1 = Xt + Xt—l Xl = X2 =1

Test: které z nasledujiciho je explicitnim fesenim?

X, = ¢t2+1 1
ve vsech pripadech:
O =0y
5
ve ¢ =(1+V5)/2

(1+9¢)
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Diskrétni ¢as

Fibonacciho kralici: chovani

Model:
Xt+1 = Xt + Xt—l Xl - X2 =1
Explicitni reseni:
t (1 — @)t
X, = u,kde ¢ =(145)/2

V5

Simulace (= dosazeni):
1,1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, ...
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Diskrétni ¢as

Fibonacciho kralici: poznamky

@ populace roste nade viechny meze (exponencialné)
@ pouze pozitivni zpétnd vazba

@ chybi korigujici negativni zpé€tnd vazba
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Diskrétni ¢as

Logisticka rovnice: model

@ r — mira reprodukce
@ K — kapacita prostredi
@ rovnice:
Xey1=r-Xe- (1= Xi/K)

Jak se bude model chovat pro K =1, X; = 0.2 a rdzné
hodnoty r?
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Diskrétni ¢as

Logisticka rovnice: chovani
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Diskrétni ¢as

Logisticka rovnice: Feigenbaumiv diagram
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Diskrétni ¢as

Logisticka rovnice: poznamky

@ kombinace pozitivni a negativni zpé€tné vazby
@ velmi jednoduchy systém — slozité chovani (chaos)

@ nutnost pouziti vypocetni simulace
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Spojity Cas

@ motivace pouziti spojitého Casu:
e nelze Cas rozdélit na diskrétni kroky, napf. pfitok a odtok
vody
e jednodussi matematické zpracovani nez diskrétni ¢as

@ diferencidlni rovnice

o zaklad: % ~ ,zména hodnoty proménné X v case t"
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Spojity &as

Model populace |

zména velikosti populace = pocet narozeni — pocet Umrti

X
d—:pX—uX

r=p-—u

2 _ X
dar
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Spojity &as

Model populace I: chovani

Explicitni reseni diferencidlni rovnice:

X(t) = X(0)e"

exponencialni rist (pokles) — srovnej Fibonacciho kralici
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Spojity &as

Model populace Il

Podobné jako pro diskrétni logistickou rovnici:

dX X
7, x. 12
g X0

Explicitni reseni:
K K

X(t)=7———,c= =
(t) 1+cer € X(0)

-1
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Spojity &as

Numerické reseni rovnic

@ explicitni obecné reseni — malokdy
@ numerické reseni:
e priblizné reseni pro konkrétni hodnoty
e mirné nepresné, ale pro modelovani dostatecné
e nutno vSak pamatovat na nepresnost, robustnost, ...
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Spojity &as

Zakladni myslenka

(podrobnéji viz predméty na PFF: ,,Numerické metody")
numerické metody — zalozeny na diskretizaci

Cas — intervaly délky At

v bodech t, =t + n- At pocitdme hodnoty y,

zbytek aproximujeme (napf. pfimkou)
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Spojity &as

pfesné feseni e

1,5 1 -7 D

1,0 i f f f f
0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0
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Spojity &as

Metody aproximace

hodnotu y,.1 aproximujeme s vyuzitim hodnoty y,,:

@ Eulerova metoda: pouziti diferencnich rovnic,
Y1 = Yn + At - f(yn, t)

@ Runge-Kutta metody (2. fadu, 4. fadu): sofistikovanéjsi
metody aproximace; vice operaci, ale o hodné presnéjsi
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Spojity &as

Presnost a vypocetni narocnost

zmensujici se At:

@ metody konverguji k presnému reseni

vievs
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Spojity &as

Figure 13-5
Comparison of Euler's, 2nd-Order, and 4th-Order Runge-Kutta

Time Exactvale  qCilS pumgekutta  Runge Kutta

{100%a M5 time ) (df = 0.025) {at = 0.05) [dt=0.1)

u] 130.000000 1C0.303030 100.000000 130.000000
0.1 95,.22942 9L.032371 95.123447 95,.229<3
0.2 90.483742 9C. 426732 90, 484702 90.4837<2
0.3 85.070798 B8E.939465 86.072168 85.070798
0.4 81.873075 81.759333 51.874813 81.873076
0.3 77.880078 77757464 77.882143 77.880079
0.6 74.08.822 7Z.941383 74.084181 74.081823
0.7 71.468809 7C.313533 70.471427 71.46881
0.8 67.032005 6E.853223 67.034851 67.032006
0.9 63.7628.5 6z.53223 63, 765861 63.762817
1.0 61.653066 60 452232 60.636283 61,653068
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Spojity &as

Vybér metody: doporuceni

@ Runge-Kutta metoda — nevhodnd pro modely s
diskrétnimi prvky, na Cisté spojitych lepsi nez Eulerova
@ Eulerova metoda — nepresna u modeli s
vysokofrekvencnimi oscilacemi
@ volba diskrétniho kroku 0t (v softwaru Stella znaéeny
DT):
e maximalné polovina minimalniho intervalu vyskytujiciho

se v modelu
o vyzkousSet simulaci pro riizné hodnoty Jt



Matematické modelovani
00000000000e

Spojity &as

Nepresnosti numerickych metod a typy modeli

@ ,presné” modely, ucel predpovédi — stabilita a presnost
numerickych metod zasadni

@ ,hrubé" modely, el pochopeni/vhled — nepfesnosti
modelovani vesmés vyznamnéjsi neZ nepresnosti
numerickych metod
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Systémova dynamika

~graficky front-end" pro matematické modelovani

© grafické vyjadreni zakladnich vztah(
© automatické vygenerovani diferencialnich rovnic
© doplnéni zbyvajicich rovnic a hodnot parametri

© simulace (numerické feSeni rovnic)
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Priklad

porodnost umrtnost
lisek p, lisek u,
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Zakladni prvky

Systémovy model: zakladni prvky

© zasobarny
@ toky

© parametry
©Q vztahy
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Zakladni prvky

Proc?

pro¢ nepsat rovnou rovnice?

pro¢ rozdéleni na uvedené 4 kategorie?

7

prehlednost — snadnéjsi ndvrh, ladéni, komunikace

v modelovani omezeni miZe byt vyhodou
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Zakladni prvky

Zakladni prvky: priklady

zasobarna tok parametr

populace narozeni, umrti porodnost, Umrtnost,
mira emigrace

penize na G¢tu  Uroky Grokovd mira
teplota ohrivani tepelna kapacita

podil na trhu novi zakaznici naklady na reklamu,
acinnost reklamy, kva-
lita vyrobku
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Zakladni prvky

Zasobarny

= systémové proménné, reservoirs, stocks
= podstatna jména v modelu

@ komponenty systému, kde se néco
akumuluje

@ Ize Ciselné vyjadfrit, v Case stoupd a
klesa

@ nereprezentuje (vétsinou)
geografickou lokalitu

@ systém zmrazeny v urcitém
okamziku — zasobarna ma
nenulovou hodnotu

velikost
populace

penize na
actu
teplota

podil na
trhu



Systémova dynamika
0000e00

Zakladni prvky

Toky

= processes, flows
= slovesa v modelu

@ aktivity, které urcuji hodnotu
zasobaren v Case

@ urcuji zda obsah zasobarny
nardstd/klesa

@ jednosmérné i obousmérné

@ systém zmrazeny v urcitém
okamziku — toky maji nulovou
hodnotu

narozeni,
amrti,
emigrace
aroky
ohrivani,
ochlazeni
novi
zakaznici
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Zakladni prvky

Parametry

= convertors, auxilaries, system constants

@ tempo s jakym dochazi ke zméné
obsahu zasobarny vlivem tok

@ Casto vnéjsi (exogenous) proménné
systému — chovani nemodelujeme

@ hodnoty — pozorovani, Givaha,
odhad

porodnost,
umrtnost

rokova
mira
tepelna
kapacita

naklady na
reklamu,
Gcinnost
reklamy
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Zakladni prvky

Vztahy

= interrelationships

@ zavislosti mezi jednotlivymi ¢astmi systému

@ co s ¢im souvisi, co na ¢em zavisi
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Priklady

Lisky a kralici

porodnost
liek p,

5,

prirGstek lisek

ligky

Umrtnost
lisek u,

pfirtstek kralikd

A

krélici
K

O B

Ubytek liSek

Ubytek kralik(

D@

porodnost
kralikd p,

Umrtnost
kralik( u,



Systémova dynamika
0®00

Priklady

Specifikace modelu

@ pocatecni hodnoty zdsobaren (K a L)
@ hodnoty parametr (p;, p, Uy, uy)

@ rovnice pro velikost toku:

pribytek lisek = p;KL,

piibytek kralikii = py K,

(bytek lidek = ujL,

Ubytek kralikd = ug KL.
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Priklady

Automaticky vygenerované rovnice

zména hodnoty zasobdrny = vstupni toky — vystupni toky

dL/dt = ,D/KL — U/L
dK/dt = pkK — UkKL
(Jde o Lotka-Voltera model.)
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Priklady

Casté problémy

toky mezi zdsobarnami vs. ,mimo model”
konstanty ve Spatném fadu (0,05 vs. 5)
prekombinované , skryté” rovnice

magické nepojmenované konstanty

nesmyslné jednotky — tok ,lidé na druhou”
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Epidemie

@ model epidemie SIRS (susceptible — ill — resistant —
susceptible)

@ predpokladejme uzavreny systém (ryby v rybniku)

@ stavy: zdrava, nemocna, odolna

@ parametry epidemie: infekénost, imrtnost, doba nemoci,
doba odolnosti

(vice o epidemiich pozdéji)



Epidemie

Susceptible Fish

Priklady
o] 1o}

Getting infected

N

Fatality rate

Losing resistance

Sick Fish

‘ Exposure Rate
Infeciiousness

Contact Rate
~

Resisiant Fish Recaverin

Recovery Time
Resistance Time

Pozn. Sick fish, Resistant fish — ,fronta" = rozsifeni zasobarny
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Epidemie

1: Susceptible Figh 2: Bick Fish 3: Resistant Figh
1 1500.00
2:
3
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\1/\/\’-1_—-—. |
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a
;Z 2\_/\../‘!—-!2"—-—-——.
3 0.004
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Polya process

Polya process

@ model:
e pytel s Cernymi a bilymi kameny
e tahdme kameny — pravdépodobnost, Ze vytdhneme cerny
je pfimo imérnd podilu dosud vytazenych cernych
kamen(
@ otdzky:
e Jaky bude pomér vytazenych cernych/bilych v
dlouhodobém horizontu?
e Co situace modeluje?
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Polya process

Black Stones

Added
per Period
+
rtion of Black
Stones Stones
Le)
+
Total Stones Random
Number of Added per Draw
Stones Period
+
<
+
tionof g— | White
Stones Stones

White Stones 3
Added
per Period

J. Sterman, Business Dynamics
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Polya process

Chovani

Pocatecni nahodné tahy stanovi pomér, kterého se systém
nadéle drzi (Ize dokazat téz analyticky).

100% T T T T T

podil ¢ernych kament

10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100
pocet vytazenych kament
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Polya process

Variace

pravdépodobnost vytazeni je nelinedrné zavisla na poméru
kamen(i = pomér konverguje k 0 nebo 1

100%

100% T T 0%

tine
neline
o 3
H e
S sov |- q
2 g
g g 60%
° £
8 6o - 4 g
5 8
B = 0%
B <1
G o |- ] <3
g aon
g
5
8
3
g 20%
8
T 20w | 4
g
a
I L I L 0%
% 20% 0% 60% 80% 100% 10 20 30 40 50 60 70 80 9% 100

podil éernych kament pocet vytazenych kamenl



Polya process

Polya

Priklady
00000

process: komentare

lock-in: systém se zamkne do urcité konfigurace, aniz by k
tomu byl specificky divod

systém frizeny pozitivni zpétnou vazbou

o osudu rozhoduji nahodné vychylky na pocatku

existence radu neni diky ndhodé€, je zarucena pozitivni
zpétnou vazbou

priklady?
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Polya process

Polya process: priklady

typicky priklad: dvé firmy soutézi o dominanci na trhu se
stejnym produktem

@ videokazety: VHS X Betamax

o Wintel

e Facebook vs MySpace

o QWERTY

@ Silicon Valey
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Demografie

Demografie: Kvizova otazka

@ populacni dynamika

@ zemé s vysokou porodnosti a nizkou imrtnosti (tj. prudky
rist populace)

@ porodnost prudce klesne na cca 2 déti/zenu

@ jak bude vypadat vyvoj velikosti populace?

o kdy se ustali?
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Demografie

Vékové pyramidy — kviz

Brazilie, CR, Japonsko, Nigérie, Rusko, USA

Bl e ] C
.
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Demografie

Vékové pyramidy — kviz

Brazilie USA Rusko

Japonsko Nigérie

http://esa.un.org/unpd/wpp/Graphs/DemographicProfiles/
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Vékova pyramida

Rapid Growth
Ethiopia

Female

108 6 420246 810

100+
95-99
90-94
85-89
§0-84
75-79
70-74
65-69
60-64
55-59
50-54
45-49
40-44
35-39
30-34
25-29
20-24
1519
10-14
5-9
0-4

10 8 6

000@0000000

Slow Growth Decrease
United States Italy
Birth Year
Before 1906
1906-1910
19111915
1916-1920
19211925
1926-1930
Female 1931-1935 Male
1936-1940
19411945
1946-1950
19511955
1956-1960
19611965
1966-1970
19711975
1976-1980
1981-1985
1986-1990
1991.1995
1996-2000
2001-2005
420246 3710 WS 6420 246310

P ST

Female

Joe McFalls (2007), Population: A Lively Introduction
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emografie

Vékova pyramida: Némecko

Germany's Population by Age and Sex, 2006

Age Males Females Birth Year
95+ 1907
90 ‘ 1912
85 war casualties 1917
80 ficitof De(\‘\é\e inbirths, 1922
eficit of men,
75 World War Il | World War | 1927
war casualties Decline in births, 1932
70 economic crisis
p 937
60 1942
55 Decline in births, 1947
forld War Il 195,
50
- 1957
© R 1962
Post World 1967
35 War Il 1972
30 baby boom
1977
2 1982
20
Long-term 1987
15 fertility decline 1992
10 1997
5 2002
o

2006
800 600 400 200 0 400 600
Population in thousands

Joe McFalls (2007), Population: A Lively Introduction
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Demografie

Ceska republika - 1980 Ceské republika - 1980 Ceska republika - 1999 Ceska republika - 2007
. o " H o . )
P + “ w ¥ w +

ocet i (1 1000t

otetjedrc (1 1000t Pott i (12 1000 bt

Wikipedia: Vékova pyramida
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Demografie

Modelovani demografie: Rozklad zasobaren

rozklad zasobarny na podzasobarny, kterymi elementy
sekvenc¢né prochazi
@ populace: vékové skupiny
@ zaméstnanci: postaveni ve firmé, akademické tituly
o CFC, pesticidy

@ finance: solventnost klient(



Demografie

Priklady
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ot |

T g Cohort1
Inflow L outfiow
Cohort 1 Cohort 1
Transition
Rate Cohort

1-2
Dﬁ—‘3:>r Cohort 2 ————P3

Inflow
Cohort 2

[oe

Outflow
Cohort 2
Transition
Rate Cohort

2-3
Cohort 3 —‘

B’m’" n-2)

Transition
Rate Cohort
(n-2)-(n-1)

Infloy
Cohort (n - 1)

Cohort n J
Outflow

Cohort (n-1)
Transition
Rate Cohort
(n-1)-n

Inflow
Cohort n

-

Cohort n
=
L1 Outflow
Cohort n

J. Sterman, Business Dynamics
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Modelovani demografie: zakladni parametry

@ porodnost (distribuce podle véku zeny)
@ Gmrtnost (distribuce podle véku)
@ migrace

| jednoduchy model pfinasi zajimavy vhled (viz kvizova
otazka), priklady:

@ http://www.learner.org/courses/envsci/
interactives/demographics/

@ Modelovani zakladnich demografickych procest, BP Jan
Bleha


http://www.learner.org/courses/envsci/interactives/demographics/
http://www.learner.org/courses/envsci/interactives/demographics/
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Demografie

Demograficky prechod

Birth/death rates

| I [
Stage 1 | Stage 2 | Stage 3 | Stage 4
| I |
| [ [
| I I
a__ A I I I
o ' '
v | | Birth rate !
[
| 1
| Natural !
: increase :
| I
| I
:Death rate :
: -t
[ [
| I |

Time

Joe McFalls (2007), Population: A Lively Introduction
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Demografie

Demografie — dopad, kontext

dopad mj. na:
@ ekonomika
@ zdravotnictvi

@ Skolstvi

dilezité faktory mj.:

@ pomér pracujicich k celkové populaci, demograficka
dividenda

@ pomér skupiny 15-25 v populaci — socidlni nepokoje
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Svét sedmikrasek

Hypotéza Gaia

Hypotéza Gaia (James Lovelock)

Ziva hmota na planeté Zemi funguje jako jeden organismus
udrzujici si vhodné podminky pro zivot.
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Svét sedmikrasek

Svét sedmikrasek (Daisy world)

—

U&el modelu
Podpora teorie Gaia.

Zéakladni myslenka modelu

Hypoteticky svét obihajici slunce, jehoz teplota roste a ktery je
schopen castecné regulovat svou teplotu.
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Svét sedmikrasek

Svét sedmikrasek

@ cerné a bilé sedmikrasky
@ rst zavisly na teplot€, ristova krivka = parabola
@ cerné absorbuji svétlo

@ bilé svétlo odrazi
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Svét sedmikrasek

Svét sedmikrasek

u@*@m

f J\W Solar Enangy [ S
N
Radited Heat (LW)

TS | Lol A
SV
ﬂ/k_

Incoming Solar Radiation {(short-wavyelength)

=/~ Reflected 5hort-Wavelength Radiation
— ™ _~w= Emiltted Long-Wavelength Radiation (heat)



Svét sedmikrasek

Priklady
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Svét sedmikrasek: regulacni mechanismus

slunecéni
zéafivost

podil ¢ernych
sedmikrasek

SN

teplota albedo
na planeté planety

\ podil bilych 7

sedmikrasek
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Svét sedmikrasek

Daisyworld

Uncovered Area

white growth black gqruwth

S8 constant

Solar Flux Constant

ck Growth fact

Ternp Black Land
Ternp ‘White Land

fy
planetary abedo
T of Desd Planet heat abzorp fact
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Svét sedmikrasek

Chovani modelu

=)
o S
o -
@ _| @ 7 Z
=]
ol
g & S 8+
T o 2
= — black El
&
© — white 5 9
s T — bare =3 /
e =
- - o S — ikt
I
& f
& / temp with daisies
o / — temp without daisies
=) - s
2 4
T T T T T T T T
0 500 1000 1500 [t} 500 1000 1500
time time

Chovani: prekvapivé stabilni, dosahuje homeostasis (schopnost
udrZovat rovnovahu pomoci regulaénich mechanism)



Zakladni médy chovani

Zakladni médy chovani

@ dobré dilo (viz napf. diim):
o malokdy Gzasné nové zakladni dily
e spi$ dobrd kombinace osvédéenych dill

@ modelovani — zdkladni médy chovani



Zakladni médy chovani

Zakladni médy

Q lineadrni vyvoj

© exponencidlni vyvoj
© logisticky vyvoj

© prestrel a kolaps
© oscilace
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Linedrni vyvoj

Linearni vyvoj

Zzasobarna

) O—

pplrusiek

ROQoAW®w

mira Time

charakteristika ~ zména konstantni rychlosti

zpétnd vazba zadna

diff. rovnice dR/dt = k

explicitni feSeni  R(t) = Ry + kt

priklad fixni ¢erpani neobnovitelného zdroje
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Exponencialni vyvoj

Exponencialni vyvoj

Zagobarna

ppitust -

AOQOMHw»

Ptz samamun,
mira

Time
charakteristika  rychlost zmén (mérna velikosti zasobarny
zpétna vazba pozitivni zpétna vazba
diff. rovnice dR/dt = k - R(t)
explicitni ¥eeni R(t) = Ry - ekt

priklad populaéni rlst pfi neomezenych zdrojich
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Logisticky vyvoj

Logisticky vyvoj

zasobarna
T ( f
pirust fytek

~AOQCH®»

kapacita

Time
charakteristika  nejdrive exponencialni rist, nasledovany pfriblizo-
vanim k rovnovaze (kapacita C)

zpétna vazba kombinace pozitivni a negativni zpétné vazby

diff. rovnice dR/dt = k( ) - R(t), kde k(t) = ko - (1 — B

explicitni feseni  R(t) = m kde A =

priklad populacni rist s fixnimi ZdI’OJI, epidemie (vyléci-
telnd nemoc), Sifeni informaci
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°
Prestrel a kolaps

Prestrel a kolaps

populace

AROQOH®

Time

catpani

charakteristika dvé zasobarny, jeden neobnovitelny, druhy na ném
zavisi a spotrebovdva jej

zpétnad vazba  kombinace pozitivni a negativni zpétné vazby

diff. rovnice -

priklad populacni rlst s neobnovitelnymi zdroji, epidemie
(nevylécitelnd nemoc)
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Oscilace

Oscilace

kanzument

Q umrti

poradnost umrtnost

OO0 ®»

2

konzfimace

Time

mira rusty

mira konzumace
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Oscilace

Oscilace (pokracovani)

charakteristika dvé vzajemné zdvislé zasobarny (Consument C, R
source R)

zpétnad vazba  negativni zpétna vazba (se zpozdénim)

diff. rovnice dC/dt = kgR(t) — kp
dR/dt = ky — kQC(t)

rovnovaha C = ’,‘(—W R = ’;—D
Q G
priklad dravec-korist, konzument a obnovitelny zdroj, reg
lace teploty

Vysvétlivky: kg: rGst konzumenta, kp: umrti konzumenta, kyy:
rGst zdroje, kg: konzumace zdroje
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Oscilace

Shrnuti

pohled shora: sumarni proménné, rovnice popisujici zménu
matematické modelovani: diskrétni, spojité
numerické reseni diferencialni rovnic

systémova dynamika: grafickd nadstavba

priklady: lovec a kofist, epidemie, Svét sedmikrasek, cerné
a bilé kulicky
@ zdkladni médy chovani
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