Diskrétni matematika — 2. tyden
Elementdrni teorie &isel — kongruence a prvodisla

Jan Slovdk

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

jaro 2015



Obsah prednasky

@ Kongruence
@ Zakladni vlastnosti kongruenci

@ Prvotisla
@ Poznamky
@ Délitelé znovu
@ RozloZeni prvolisel



Doporucené zdroje

@ Jan Slovak, Martin Pandk, Michal Bulant
Matematika drsné a svizné, e-text na
www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne.


www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne
http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/um/main-print.pdf
http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/um/main-print.pdf
http://wstein.org/ent/ent.pdf
http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/ATC10.pdf

Doporucené zdroje

@ Jan Slovak, Martin Pandk, Michal Bulant
Matematika drsné a svizné, e-text na
www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne.

@ Michal Bulant, vyukovy text k pfednasce Elementarni teorie
Cisel, http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/
um/main-print.pdf

@ Jifi Herman, Radan Kudera, Jaromir giméa, Metody reseni
matematickych aloh. MU Brno, 2001.

@ William Stein, Elementary Number Theory: Primes,
Congruences, and Secrets, Springer, 2008. Dostupné na
http://wstein.org/ent/ent.pdf

@ Radan Kucdera, vyukovy text k predndsce Algoritmy teorie
Cisel,
http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/ATC10.pdf


www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne
http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/um/main-print.pdf
http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/um/main-print.pdf
http://wstein.org/ent/ent.pdf
http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/ATC10.pdf

Kongruence

Plan predndaky

@ Kongruence
@ Zakladni vlastnosti kongruenci



Kongruence
[ 1}

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. A&koliv je to pojem velice
jednoduchy, jeho dilleZitost a uZite€nost v teorii isel je
nedocenitelnd; projevuje se zejména ve struénych a prehlednych
zapisech nékterych i velmi komplikovanych tvah.
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Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. A&koliv je to pojem velice
jednoduchy, jeho dilleZitost a uZite€nost v teorii isel je
nedocenitelnd; projevuje se zejména ve struénych a prehlednych
zapisech nékterych i velmi komplikovanych tvah.

Definice

Jestlize dvé cela &isla a, b maji p¥i déleni pfirozenym &islem m tyz
zbytek r, kde 0 < r < m, nazyvaji se a, b kongruentni modulo m
(téz kongruentni podle modulu m), co? zapisujeme takto:

a=b (mod m).
V opaéném pFipadé fekneme, Ze a, b nejsou kongruentni modulo

m, a pisSeme
azb (mod m).
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Lemma

Pro libovolnd a, b € Z, m € N jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

Q@ a=b (mod m),
@ a=b+mt provhodnét e Z,
©@ m|a—b.
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Zakladni vlastnosti kongruenci

P¥imo z definice plyne, Ze kongruence podle modulu m je reflexivn{
(tj. a= a (mod m) plati pro kazdé a € Z), symetrickd (tj. pro
kazdé a,b€ Z z a= b (mod m) plyne b = a (mod m)) a
tranzitivni (tj. pro kazdé a,b,c€Zza=b (mod m)ab=c
(mod m) plyne a = ¢ (mod m)) relace, jde tedy o ekvivalenci.
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Zakladni vlastnosti kongruenci

P¥imo z definice plyne, Ze kongruence podle modulu m je reflexivn{
(tj. a= a (mod m) plati pro kazdé a € Z), symetrickd (tj. pro
kazdé a,b€ Z z a= b (mod m) plyne b = a (mod m)) a
tranzitivni (tj. pro kazdé a,b,c€Zza=b (mod m)ab=c
(mod m) plyne a = ¢ (mod m)) relace, jde tedy o ekvivalenci.
DokaZeme nyni dalsi vlastnosti:

o Kongruence podle téhoz modulu miZzeme séitat. Libovolny
s¢itanec mlzeme prenést s opaénym znaménkem z jedné
strany kongruence na druhou. K libovolné strané kongruence

ey s

muzeme pricist jakykoliv ndasobek modulu.
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e Kongruence podle tého? modulu miizeme nasobit. Ob&
strany kongruence je mozné umocnit na totéz ptirozené
¢islo. Ob& strany kongruence je moZné vynasobit stejnym
celym ¢&islem.
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délitelem, jestlize je tento délitel nesoudélny s modulem.
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e Kongruence podle tého? modulu miizeme nasobit. Ob&
strany kongruence je mozné umocnit na totéz ptirozené
¢islo. Ob& strany kongruence je moZné vynasobit stejnym
celym ¢&islem.

@ Obé strany kongruence mizeme vydélit jejich spoleénym
délitelem, jestlize je tento délitel nesoudélny s modulem.

@ Obé strany kongruence i jeji modul mizeme sou€asné
vynasobit timtéZz p¥irozenym &islem.

@ Obé strany kongruence i jeji modul mizeme vyd&lit jejich
spole¢nym kladnym délitelem.

o Jestlize kongruence a = b plati podle modult my, . .., mg,
plati i podle modulu, kterym je nejmensi spole¢ny
nasobek [mjy, ..., my| téchto &isel.

@ Jestlize kongruence plati podle modulu m, plati podle
libovolného modulu d, ktery je délitelem &isla m.

o Jestlize je jedna strana kongruence a modul délitelny néjakym
celym &islem, musi byt timto &islem délitelnd i druhd strana.
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Poznamka

Nékteré vlastnosti kongruenci jsme jiz pouzivali, aniz bychom si
toho povsimli — napfiklad p¥iklad z minulého tydne Ize
preformulovat do tvaru "jestlize a=1 (mod m), b=1 (mod m),
pak také ab=1 (mod m)", coZ je specidlni p¥ipad zptedhoziho
tvrzeni.

Nejde o ndhodu. Libovolné tvrzeni pouZivajici kongruence miZeme
snadno prepsat pomoci délitelnosti. UZite¢nost kongruenci tedy
netkvi v tom, Ze bychom pomoci nich mohli fesit dlohy, které bez
nich ¥esit nejsme schopni, ale v tom, Ze jde o velmi vhodny zpiisob
zapisu. Osvojime-li si ho, vyrazn& tim zjednodu¥ime jak
vyjadfovani, tak i nékteré dvahy. Je to typicky jev: v matematice
hraje vhodnd symbolika velmi zavaznou tlohu.
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520

Naleznéte zbytek po déleni &isla Cislem 26.

Doka¥te, ¥e pro libovolné n € N je 3772 4 161 + 23" dilitelné
sedmi.

DokaZte, Ze &islo n = (835° + 6)18 — 1 je d&litelné &islem 112.

Dokazte, ze pro libovolné prvodislo p a libovolna a, b € Z plati

aP 4+ bP = (a+ b)? (mod p).
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PRIMES is in P

Poznamka

Jiz jsme se zminili, Ze je sloZité o velkych &islech s jistotou
rozhodnout, jde-li o prvotislo (na druhou stranu je o naprosté
V&tSing slozenych &isel snadné prokazat, Ze jsou skutetn& slozend).
P¥esto se v roce 2002 podafilo indickym matematikim (Agrawal,
Saxena, Kayal: http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/
algebra/primality_v6.pdf) dokdzat, Ze problém prvo&iselnosti
je mozné rozhodnout algoritmem s asovou sloZitosti polynomidlné
zavislou na poctu cifer vstupniho &isla. Nic podobného se zatim
nepodafilo v otdzce rozkladu &isla na prvotisla (tfebaZe se obecné
nev&fi, Ze je to mozné, exaktni diikaz zatim nebyl podan).



http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf
http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf
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Is FACTOR in P?

Nic podobného se zatim nepodaf¥ilo v otdzce rozkladu &isla na
prvotisla (tfebaZe se obecn& nevéfi, Ze je to mozné, exaktni dikaz
zatim nebyl podédn). Nejrychlejsi obecn& pouzitelny faktoriza¢ni
algoritmus, tzv. sito v &iselném télesel, je sub-exponencialni &asové
slozitosti O(e!9(log N)/3(log log N)2/3).

1Pro podrobnosti navitivte M8190 Algoritmy teorie &isel
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Is FACTOR in P?

Nic podobného se zatim nepodaf¥ilo v otdzce rozkladu &isla na
prvotisla (tfebaZe se obecn& nevéfi, Ze je to mozné, exaktni dikaz
zatim nebyl podédn). Nejrychlejsi obecn& pouzitelny faktoriza¢ni
algoritmus, tzv. sito v &iselném télesel, je sub-exponencialni &asové
slozitosti O(e!9(o8 N)'/3(log log N)2/3).

Poznamka

Peter Shor v roce 1994 vymyslel algoritmus, ktery faktorizuje v
kubickém Zase (tj. O((log N)3)) na kvantovém potitaci. Je k tomu
nicméné tfeba sestrojit pocitace s dostate¢nym poctem qubits —
jak je to obtizné, lze vysledovat z toho, ze v roce 2001 se IBM
poda¥ilo pomoci kvantového poditace rozloZit ¢&islo 15 a v roce
2012 byl dosaZen dalsi faktoriza¢ni rekord rozkladem &isla 21.

'Pro podrobnosti navitivte M8190 Algoritmy teorie &isel
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RSA Challenge

Poznamka

(Re je problém rozkladu pFirozeného &isla na prvocisla vypoletné
sloZity, o tom sv&d&i i (jiz neplatnd) vyzva uin&nd v roce 1991
firmou RSA Security (viz
http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093).
Pokud se komukoliv podaf¥ilo rozloZit ¢isla oznac¢end podle po&tu
cifer jako RSA-100, ..., RSA-704, RSA-768, ..., RSA-2048, mohl
obdrzet 1000,..., 30000, 50 000, ..., resp. 200000 dolari (&islo
RSA-100 rozloZil v témZe roce Arjen Lenstra, &islo RSA-704 bylo
rozlozeno v roce 2012, n&ktera dosud rozloZena nebyla).



http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093
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Diky jednozna&nosti rozkladu na prvotisla jsme schopni (se znalosti
tohoto rozkladu) snadno odpovédét i na otdzky ohledn& pottu &i
souttu dé&liteld konkrétniho &isla. Stejn& snadno dostaneme

i (z d¥ivéjska intuitivng znamy) postup na vypolet nejvétsiho
spole¢ného délitele dvou &isel ze znalosti jejich rozkladu na
prvodisla.

Dusledek

o Kazdy kladny délitel &isla a = p* - - - - ppr je tvaru

pyte pr*, kdemy,....my e Ngamy <ni, m<ny, ...
mkgnk.
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Diky jednozna&nosti rozkladu na prvotisla jsme schopni (se znalosti
tohoto rozkladu) snadno odpovédét i na otdzky ohledn& pottu &i
souttu dé&liteld konkrétniho &isla. Stejn& snadno dostaneme

i (z d¥ivéjska intuitivng znamy) postup na vypolet nejvétsiho
spole¢ného délitele dvou &isel ze znalosti jejich rozkladu na

prvodisla.
Dasledek
o Kazdy kladny délitel &isla a = p* - - - - ppr je tvaru
pyt pe*, kdemy,...,myeNgamy <ni, m<ny, ...,
my < ng.
o Cislo a ma tedy pravé t(a) = (ny + 1)(np +1) - ---- (nk +1)
kladnych déliteld, jejichZ soucet je
m+l 4 ng+1 1
cr(a) _ P1 Py

-1 -1
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Dasledek (Pokr.)
@ Jsou-li p1,...,px navzajem rizna prvocisla a ny, ..., ng, my,
., my € Ng a ozna&ime-li r; = min{n;, m;},
t; = max{n;, m;} pro kazdé i = 1,2,... k, plati

(pfl ..... pzk , p{nl ..... plr(nk) — p{l ..... pl:k ,

ty

[pflp2k7p£nlplr(nk]:p]flpk
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Mersenneho prvodisla a dokonala &isla

S pojmem soucet vSech kladnych déliteli Cisla a souvisi pojem tzv.
dokonalého &isla a, které spliiuje podminku o(a) = 2a, resp.
slovné: soucet vsech kladnych déliteli &isla a mensich neZ a
samotné je roven ¢islu a.

Takovymi &isly jsou napf. 6 =1+2+3,28=1+42+4+7 + 14,
496 a 8128 (jde o vZechna dokonald &isla men3i nez 10000).



Prvotisla
00®00

Mersenneho prvodisla a dokonala &isla

S pojmem soucet vSech kladnych déliteli Cisla a souvisi pojem tzv.
dokonalého &isla a, které spliiuje podminku o(a) = 2a, resp.
slovné: soucet vsech kladnych déliteli &isla a mensich neZ a
samotné je roven ¢islu a.

Takovymi &isly jsou napf. 6 =1+2+3,28=1+42+4+7 + 14,
496 a 8128 (jde o vZechna dokonald &isla men3i nez 10000).

Poznamka

Lze ukazat, Ze sudd dokonala ¢&isla jsou v Gzkém vztahu s tzv.
Mersenneho prvocisly. Plati totiz: a je sudé dokonalé ¢&islo, pravé
kdy? je tvaru a = 2971 . (29 — 1), kde 29 — 1 je prvoéislo.

Mersenneho prvoiisla jsou pravé prvoiisla tvaru 2K — 1. Bez
zajimavosti neni ani to, Ze pravé Mersenneho prvocisla jsou mezi
viemi prvolisly nejlépe ,vidét" — pro Mersenneho &isla existuje
pomérné jednoduchy a rychly postup, jak ovéfit, Ze jde o prvodisla.
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Hledani velkych prvodisel

Proto neni ndhodou, Ze nejvétsi zndma prvodisla jsou obvykle tvaru
2k — 1 (viz napt.
http://www.utm.edu/research/primes/largest.html).
Jakkoliv miiZze byt hledani nejvétsiho znamého prvodisla chapano
jako pochybnd zibava bez valného praktického uZitku?, jednak
posunuje hranice matematického poznani a zdokonaluje pouZité
metody (a &asto i hardware), jednak miZe pFinést benefit i
samotnym objevitelim (Electronic Frontier Foundation vypsala
odmény EFF Cooperative Computing Awards za nalezeni prvodisla
majiciho alespoi 10°, 107,108 a 10 &islic — odm&ny 50, resp. 100
tisic $ za prvni dvé& kategorie byly vyplaceny v letech 2000, resp.
2009 — v obou p¥ipadech projektu GIMPS — na dalsi odmény si
jesté zfejm& n&jaky Cas potkame).

2V/iz nap¥. titulek iDnes z 6.tinora 2013: Nejvétsi zndmé prvoéislo na=svété


http://www.utm.edu/research/primes/largest.html

Prvotisla
000®0
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Proto neni ndhodou, Ze nejvétsi zndma prvodisla jsou obvykle tvaru
2k — 1 (viz napt.
http://www.utm.edu/research/primes/largest.html).
Jakkoliv miiZze byt hledani nejvétsiho znamého prvodisla chapano
jako pochybnd zibava bez valného praktického uZitku?, jednak
posunuje hranice matematického poznani a zdokonaluje pouZité
metody (a &asto i hardware), jednak miZe pFinést benefit i
samotnym objevitelim (Electronic Frontier Foundation vypsala
odmény EFF Cooperative Computing Awards za nalezeni prvodisla
majiciho alespoi 10°, 107,108 a 10 &islic — odm&ny 50, resp. 100
tisic $ za prvni dvé& kategorie byly vyplaceny v letech 2000, resp.
2009 — v obou p¥ipadech projektu GIMPS — na dalsi odmény si
jesté zfejm& n&jaky Cas potkame).

Na druhou stranu popsat lichd dokonala &isla se dodnes
nepodafilo, resp. dodnes se nevi, jestli viibec néjaké liché

s w7

2V/iz nap¥. titulek iDnes z 6.tinora 2013: Nejvétsi zndmé prvoéislo na=svété
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Jak testovat Mersenneho prvocisla?

P¥estoze zatim nemame jasno v tom, jak efektivné implementovat
pouZité operace, ani neumime dokazat jeho spravnost, uved me si
pro ilustraci test, kterym Ize zjistit, je-li dané Mersenneho ¢&islo
prvodislem.
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Jak testovat Mersenneho prvocisla?

P¥estoze zatim nemame jasno v tom, jak efektivné implementovat
pouZité operace, ani neumime dokazat jeho spravnost, uved me si
pro ilustraci test, kterym Ize zjistit, je-li dané Mersenneho ¢&islo
prvodislem.

Lucas-Lehmertv test

Definujme posloupnost (s,)7, rekurzivné pfedpisem
so =4,Sn+1 = sg — 2.
Pak je Cislo M, = 2P — 1 prvodislo, pravé tehdy, kdyz M, d&li s, _>.
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RozloZeni prvolisel

Nyni se budeme snaZit zodpové&dét nasledujici otdzky:
Q Je prvodisel nekone¢né mnoho?
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RozloZeni prvolisel

Nyni se budeme snaZit zodpové&dét nasledujici otdzky:

o
2]

o

Je prvotisel nekone¢n& mnoho?

Je prvotisel nekone¢n& mnoho v kazdé (nebo aspofi n&které)
aritmetické posloupnosti?

Jak jsou prvocisla rozloZena mezi pFirozenymi Cisly?

There are two facts about the distribution of prime
numbers. The first is that, [they are] the most arbitrary
and ornery objects studied by mathematicians: they grow
like weeds among the natural numbers, seeming to obey
no other law than that of chance, and nobody can
predict where the next one will sprout. The second fact is
even more astonishing, for it states just the opposite:
that the prime numbers exhibit stunning regularity, that
there are laws governing their behavior, and that they
obey these laws with almost military precision.

Don Zagier

90000000
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Prvodisel je nekone¢né mnoho

Véta (Eukleidés)

Mezi pFirozenymi &isly existuje nekone¢né mnoho prvocisel.




Prvotisla
0@000000

Prvodisel je nekone¢né mnoho

Véta (Eukleidés)
Mezi pFirozenymi ¢isly existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Pfredpokladejme, Ze prvolisel je kone¢né mnoho a oznaéme je

P1, P2, -, Pn. Polozme N =p;-po...p,+ 1. Toto &islo je bud
samo prvodislem nebo je délitelné néjakym prvocislem riznym od
P1,---,Pn (Cisla p1,..., p, totiz d&li &islo N — 1), coZ je spor. [
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Prvodisel je nekone¢né mnoho

Véta (Eukleidés)

Mezi pFirozenymi ¢isly existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Diikaz.

Pfredpokladejme, Ze prvolisel je kone¢né mnoho a oznaéme je
P1, P2, -, Pn. Polozme N =p;-po...p,+ 1. Toto &islo je bud
samo prvodislem nebo je délitelné néjakym prvocislem riznym od
P1,---,Pn (Cisla p1,..., p, totiz d&li &islo N — 1), coZ je spor. [

Pozndmka

Existuje mnoho variant dlkazid nekonecnosti prvodisel z riiznych
oblasti matematiky, uved me jest& alespoi né&kterd tvrzeni, z nich?
zarovei ziskdme alespoii ¢dste€nou informaci o rozlozeni prvodisel
mezi p¥irozenymi &isly.
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Prvodisel je vcelku hodné

Pro celé n > 2 existuje mezi &isly n a n! alespon jedno prvodislo.
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Prvodisel je vcelku hodné

Pro celé n > 2 existuje mezi ¢isly n a n! alespori jedno prvodislo.

Reaeni

Ozna&me p libovolné prvotislo délici &islo n! — 1 (takové existuje
podle Zakladni véty aritmetiky, protoze n! — 1 > 1). Kdyby p < n,
muselo by p délit ¢&islo n! a nedélilo by n! — 1. Je tedy n < p.
Protoze p | (n! — 1), plati p < n! — 1, tedy p < n!. Prvotislo p
splfiuje podminky dlohy. O
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[e]e] Yololelele]

Prvodisel je vcelku hodné

Pro celé n > 2 existuje mezi ¢isly n a n! alespori jedno prvodislo.

Reaeni

ARy

Ozna&me p libovolné prvotislo délici &islo n! — 1 (takové existuje
podle Zakladni véty aritmetiky, protoze n! — 1 > 1). Kdyby p < n,
muselo by p délit ¢&islo n! a nedélilo by n! — 1. Je tedy n < p.
Protoze p | (n! — 1), plati p < n! — 1, tedy p < n!. Prvotislo p
splfiuje podminky dlohy. O

Z této véty rovnéz vyplyva nekonelnost prvodisel, jeji tvrzeni je ale
velice slabé. Nasledujici tvrzeni, uvedené bez diikazu, je podstatné
silngjsi.

Véta (Cebysevova, Bertrandiiv postulat)

Pro libovolné &islo n > 1 existuje alespori jedno prvocislo p
spliiuiici n < p < 2n.
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Prvodisel je vcelku maélo

DokaZzte, ze pro libovolné pfirozené &islo n existuje n po sobé
jdoucich pFirozenych &isel, z nichZ Zzadné neni prvocislo.
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000e0000

Prvodisel je vcelku maélo

P¥iklad
DokaZzte, ze pro libovolné pfirozené &islo n existuje n po sobé
jdoucich pFirozenych &isel, z nichZ Zzadné neni prvocislo.

Reaenf

Zkoumejme &isla (n+ 1)1 +2,(n+ 1)1 +3,...,(n+1)! + (n+1).
Mezi témito n po sobé jdoucimi &isly neni Zddné prvocislo, protoze
pro libovolné k € {2,3,...,n+ 1} plati k | (n+ 1)!, a tedy

k| (n+1)! + k, a proto (n+ 1)! + k nemiiZe byt prvocislo. O

| A

v
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Prvodisla jsou relativné rovnomérné rozlozena v tom, smyslu, Ze

v libovolné ,rozumné" aritmetické posloupnosti je jich nekone¢né
mnoho. Napfiklad zbytek 1 po déleni ¢tyfmi, stejné jako zbytek 3
po déleni ¢ty¥mi da vzdy nekonetn& mnoho prvoiisel (zbytek 0
nedd samozfejmé& 73dné a zbytek 2 pouze jediné). Obdobn4 situace
je pak pf¥i uvaZovani zbytkl po déleni libovolnym jinym p¥irozenym
Cislem, jak uvadi nasledujici véta, jejiz diikaz je ovSem velmi
obtizny.
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Prvodisla jsou relativné rovnomérné rozlozena v tom, smyslu, Ze

v libovolné ,rozumné" aritmetické posloupnosti je jich nekone¢né
mnoho. Nap¥iklad zbytek 1 po déleni ¢ty¥mi, stejné jako zbytek 3
po déleni ¢ty¥mi da vzdy nekonetn& mnoho prvoiisel (zbytek 0
nedd samozfejmé& 73dné a zbytek 2 pouze jediné). Obdobn4 situace
je pak pfi uvazovani zbytki po déleni libovolnym jinym pfirozenym
Cislem, jak uvadi nasledujici véta, jejiz diikaz je ovSem velmi
obtizny.

Véta (Dirichletova o prvo&islech v aritmetické posloupnosti)

Jsou-li a, m nesoudélna pFirozena Cisla, existuje nekone¢né mnoho
prirozenych Cisel k tak, Ze mk + a je prvocislo. Jinymi slovy, mezi
Cislyl-m+a,2-m+a,3- m+ a,... existuje nekone¢né mnoho
prvocisel.

Uved me proto alespoii ditkaz ve specidlnim p¥ipadg.
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Prvolisel tvaru 3k + 2 je nekoneéné mnoho

DokaZte, Ze existuje nekone¢né mnoho prvodisel tvaru 3k 4 2, kde
k € Np.
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Prvolisel tvaru 3k + 2 je nekoneéné mnoho

Priklad

DokaZte, Ze existuje nekone¢né mnoho prvodisel tvaru 3k 4 2, kde
k € Np.

Reaeni

Predpoklddejme naopak, Ze existuje pouze koneéné mnoho
prvocisel tohoto tvaru a oznaéme je py =2, pp =5, p3 =11, ...,
pn- Polozme N =3py - p3---- - py + 2. Rozlozime-li N na soucin
prvocisel, musi v tomto rozkladu vystupovat aspori jedno prvodislo
p tvaru 3k + 2, nebot v opa&ném p¥ipadé by bylo N souinem
prvotisel tvaru 3k + 1 (uvazte, ze N neni délitelné tfemi), a tedy
podle d¥ivéjsiho p¥ikladu by bylo i N tvaru 3k + 1, coZ nenfi pravda.
Prvodislo p ovsem nemliZze byt Zadné z prvoclisel p1, p2, ..., pn, jak
plyne z tvaru &isla N, a to je spor.
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Asymptotické chovani prvodisel

Z tvrzeni uvedenych v této kapitole je mozné si udélat hrubou
predstavu o tom, jak "husté”se mezi pfirozenymi &isla prvodisla
vyskytuji. P¥esn&ji (i kdyZ " pouze"asymptoticky) to popisuje velmi
dilezita tzv. "Prime Number Theorem":

Véta (Prime Number Theorem, véta o hustot& prvocisel)

Necht 7(x) uddvd po&et prvo&isel mensich nebo rovnych &islu
x € R. Pak

tj. podil funkci (x) a x/Inx se pro x — oo limitné blizi k 1.
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000000e0

Asymptotické chovani prvodisel

Z tvrzeni uvedenych v této kapitole je mozné si udélat hrubou
predstavu o tom, jak "husté”se mezi pfirozenymi &isla prvodisla
vyskytuji. P¥esn&ji (i kdyZ " pouze”asymptoticky) to popisuje velmi
dilezita tzv. "Prime Number Theorem":

Véta (Prime Number Theorem, véta o hustot& prvocisel)

Necht 7(x) uddvd po&et prvo&isel mensich nebo rovnych &islu

x € R. Pak
X

7T(X) ~ m,

tj. podil funkci (x) a x/Inx se pro x — oo limitné blizi k 1.

|

Poznamka

To, jak jsou prvodisla husté rozmisténa v mnoiiné prirozenych

Cisel, rovn&z udava Euleriv vysledek ZpEP 5 = 0o. P¥itom napt.

2 . P
> neN % = %, coZ znamena, Ze prvotisla jsou v N rozmisténa
~husté&ji” nez druhé mocniny.




Prvotisla
0000000Oe

P¥iklad
O tom, jak odpovidd asymptoticky odhad m(x) ~ x/ In(x),
v n&kterych konkrétnich p¥ikladech vypovidd nasledujici tabulka:

X m(x) | x/In(x) | relativni chyba
100 25 21.71 0.13
1000 168 144.76 0.13

10000 | 1229 | 1085.73 0.11
100000 | 9592 | 8685.88 0.09
500000 | 41538 | 38102.89 0.08
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