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Analytický model paralelńıch programů

Vyhodnocováńı sekvenčńıch algoritmů

Časová a prostorová složitost

Funkce velikosti vstupu

Vyhodnocováńı paralelńıch algoritmů

Paralelńı systém = algoritmus + platforma

Složitost

Př́ınos paralelismu

Přenositelnost

. . .

V této kapitole

Jak posuzovat výkon paralelńıch algoritmů a systémů
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Sekce

Režie (overhead) paralelńıch programů
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Režie (overhead) paralelńıch programů

N-násobné zrychleńı

S použit́ım n-násobných HW zdroj̊u, lze očekávat n-násobné
zrychleńı výpočtu.

Nastává žŕıdka z důvodů režíı paralelńıho řešeńı.

Pokud nastane, je jeho důvodem často neoptimálńı řešeńı
sekvenčńıho algoritmu.

Důvody

Režie – interakce, prostoje, složitost paralelńıho algoritmu

Nerovnoměrné zvyšováńı HW zdroj̊u

Zvýšeńı počtu procesor̊u nepomůže, pokud aplikace neńı
závislá na čistém výpočetńım výkonu
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Režie (overhead) paralelńıch programů

Komunikace

Cena samotné komunikace.

Př́ıprava dat k odesláńı, zpracováńı p̌rijatých dat.

Prostoje (Lelkováńı, Idling)

Nerovnoměrná zátěž na jednotlivá výpočetńı jádra.

Čekáńı na zdroje či data.

Nutnost synchronizace asynchronńıch výpočt̊u.

Věťśı výpočetńı složitost paralelńıho algoritmu

Sekvenčńı algoritmus nejde paralelizovat (DFS postorder).

Typicky existuje v́ıcero paralelńıch algoritmů, je nutné
charakterizovat, č́ım se plat́ı za paralelismus.
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Sekce

Metriky výkonosti
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Čas výpočtu (Execution time)

Otázky

Jak mě̌rit výkon/kvalitu paralelńıho algoritmu?

Podle čeho určit nejlepš́ı/nejvhodněǰśı algoritmus pro danou
platformu?

Čas výpočtu – sekvenčńı algoritmus

Doba, která uplyne od spuštěńı výpočtu do jeho ukončeńı.

TS

Čas výpočtu – paralelńı algoritmus

Doba, která uplyne od spuštěńı výpočtu do doby, kdy skonč́ı
posledńı z paralelńıch výpočt̊u.

Zahrnuje distribuci vstupńıch i sběr výstupńıch dat.

TP
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Celková režie paralelismu (Total overhead)

Celková režie:

Označujeme TO

Veškeré elementy způsobuj́ıćı režii paralelńıho řešeńı.

Celkový čas paralelńıho výpočtu bez času poťrebného pro
výpočet problému optimálńım sekvenčńım řešeńım.

Paralelńı a sekvenčńı algoritmy mohou být zcela odlǐsné.

Sekvenčńıch algoritmů může existovat v́ıc.

TS čas výpočtu nejlepš́ıho sekvenčńıho algoritmu (̌rešeńı).

Funkce celkové režie

Jaký je čas výpočtu jednotlivých proces̊u?

Doba od skončeńı výpočtu jednoho procesu do skončeńı
celého paralelńıho výpočtu se považuje za režii (idling).

TO = pTP − TS
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Zrychleńı (Speed-up)

Základńı p̌ŕınos paralelizace

Problémy jdou vždy řešit sekvenčńım algoritmem.

Paralelizaćı lze dosáhnout pouze zrychleńı výpočtu.

Ostatńı výhody jsou diskutabilńı a těžko mě̌ritelné.

Základńı ḿıra účinnosti samotné paralelizace

Poměr čas̊u poťrebných k vy̌rešeńı úlohy na jedné procesńı
jednotce a p procesńıch jednotkách.

Uvažuje se vždy čas nejlepš́ıho sekvenčńı algoritmu.

V praxi se často (a nesprávně) použ́ıvá čas poťrebný
k vy̌rešeńı úlohy paralelńım algoritmem spuštěném na jedné
procesńı jednotce.

S = TS
TP

.
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Zrychleńı

Teoretická hranice zrychleńı

S použit́ım p procesńıch jednotek je maximálńı zrychleńı p.

Super-lineárńı zrychleńı

Jev, kdy zrychleńı je věťśı jak p.

Pozorováńı

Zrychleńı lze mě̌rit i asymptoticky.

Př́ıklad – sč́ıtáńı n č́ısel s použit́ım n procesńıch jednotek.

Sekvenčně je poťreba Θ(n) operaćı, čas Θ(n)

Paralelně je poťreba Θ(n) operaćı, ale v čase Θ(log n)

Zrychleńı S = Θ( n
log n )
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Super-lineárńı zrychleńı

Falešné super-lineárńı zrychleńı

Uvažme datovou distribuci na 2 procesńı jednotky, a operaci
kvadratickou ve velikosti dat.

Zrychleńı S = n2

( n
2

)2 = 4 p̌ri použit́ı 2 procesńıch jednotek.

Problém – neuvažován optimálńı sekvenčńı algoritmus.

Skutečné super-lineárńı zrychleńı

Věťśı agregovaná velikost cache pamět́ı.

Při sńıžeńı množstv́ı dat na jeden procesńı uzel se účinnost
cache pamět́ı zvýš́ı.

Výpočet je na 1
p datech v́ıc jak p-krát rychleǰśı.

Super-lineárńı zrychleńı v závislosti na instanci problému

Pr̊uzkumová dekompozice úlohy p̌ri hledáńı řešeńı.

Paralelńı verze může vykonat menš́ı množstv́ı práce.

V konkrétńı instanci lze paralelńı prohledáváńı simulovat i
sekvenčńım algoritmem, obecně ale nelze.
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Amdahl̊uv zákon

Otázka

Jaké je nejvěťśı možné zrychleńı systému, pokud se
paralelizaćı urychĺı pouze část výpočtu?

Amdahl̊uv zákon

Smax = 1
(1−P)+ P

SP

P – pod́ıl systému, který je urychlen paralelizaćı

SP – zrychleńı dosažené paralelizaćı nad daným pod́ılem

Př́ıklad

Paralelizaćı lze urychlit 4-násobně 30% kódu,
tj. P = 0.3 a SP = 4.

Maximálńı celkové zrychleńı Smax je

Smax =
1

(1− 0.3) + 0.3
4

=
1

0.7 + 0.075
=

1

0.775
= 1.29
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Efektivita

Fakta

Pouze ideálńı paralelńı systém s p procesńımi jednotkami
může dosahovat zrychleńı p.

Část výpočtu prováděná na jednom procesoru je spoťrebována
režíı. Procesor nevěnuje 100% výkonu řešeńı problému.

Efektivita

Lze definovat jako pod́ıl zrychleńı S v̊uči počtu jednotek p.

E = S
p =

Ts/Tp

p = Ts
pTp

.

Zrychleńı je v praxi < p, efektivita v rozmeźı (0, 1〉.
”Pod́ıl času, po který jednotka vykonává užitečný kód.”
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Efektivita – p̌ŕıklady

Př́ıklad 1

Jaká je efektivita sč́ıtáńı n č́ısel na n procesorech?

S = Θ( n
log n )

E = Θ(Sn ) = Θ( 1
log n )

Př́ıklad 2

Na kolik se zkrát́ı 100 vtěrinový výpočet p̌ri použit́ı 12
procesor̊u p̌ri 60% efektivitě?

E = Ts
pTp

0.6 = 100
12x =⇒ x = 100

0.6∗12 =⇒ x = 13.88
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Cena

Cena řešeńı problému na daném paralelńım systému

Součin počtu procesńıch jednotek a doby paralelńıho výpočtu:
C = p × TP

Označována také jako “množstv́ı práce”, které paralelńı
systém vykoná, nebo jako “pTp produkt”.

Alternativně lze použ́ıt pro výpočet účinnosti (E = TS
C ).

Cenově optimálńı paralelńı systém

Cena sekvenčńıho výpočtu odpov́ıdá nejlepš́ımu TS .

Paralelńı systém je cenově optimálńı, pokud cena řešeńı roste
asymptoticky stejně rychle jako cena sekvenčńıho výpočtu.

Cenově optimálńı systém muśı ḿıt efektivitu rovnou Θ(1).

Př́ıklad

Sč́ıtáńı n č́ısel na n procesorech

C = Θ(nlog n), neńı cenově optimálńı
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Cena – p̌ŕıklad

Uvažme n procesorový systém, který ťŕıd́ı (̌rad́ı) seznam
n č́ısel v čase (log n)2

Nejlepš́ı sekvenčńı algoritmus má TS = nlog n

S = n
log n , E = 1

log n

C = n(log n)2

Neńı cenově optimálńı, ale pouze o faktor log n

Uvažme, že v praxi p << n (p je mnohem menš́ı než n)

TP = n(log n)2/p a tedy S = p
log n

Konkrétně: n = 210, log n = 10 a p = 32 ⇒ S = 3.2

Konkrétně: n = 220, log n = 20 a p = 32 ⇒ S = 1.6

Závěr: cenová optimalita je nutná
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Sekce

Vliv granularity na cenovou optimalitu
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Vliv granularity na cenovou optimalitu

Tvrzeńı

Volbou granularity lze ovlivnit cenu paralelńıho řešeńı.

Pozorováńı

V praxi p << n, p̌resto navrhujeme algoritmy tak, aby
granularita byla až na úrovni jednotlivých položek vstupu, tj.
p̌redpokládáme p = n.

Deškálováńı (scale-down)

Uměle snižujeme granularitu (vytvá̌ŕıme hrubš́ı úlohy).

Snižujeme overhead spojený s komunikaćı.

Může ovlivnit cenu a cenovou optimalitu.
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Vliv granularity na cenovou optimalitu

Př́ıklad 1)

Sč́ıtáńı n č́ısel na p procesorech (n = 16, p = 4)

Mapováńı (i mod p), tj. (n/p) č́ısel na 1 procesor.

Simulace prvńıch log p krok̊u stoj́ı (n/p)log p operaćı, tj.
proběhne v čase Θ((n/p)log p).

Následně simulace původńıho algoritmu prob́ıhá lokálně
v paměti jednoho procesoru, tj. v čase Θ(n/p).

Celkový TP je Θ((n/p)log p)

Cena C = Θ(nlog p), tj. neńı cenově optimálńı

Původńı TP bylo Θ(log n), změna o faktor n
p ( log p

log n )
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Vliv granularity na cenovou optimalitu

Př́ıklad 2)

Sč́ıtáńı n č́ısel na p procesorech (n = 16, p = 4)

Nechť n a p jsou mocniny dvojky (n a p jsou soudělné)

Mapováńı (i mod p)

Každá jednotka nejprve sečte data lokálně v čase Θ(n/p)

Problém redukován na sč́ıtáńı p č́ısel na p procesorech

Celkový TP je Θ(n/p + log p)

Cena C = Θ(n + plog p),

Cenově optimálńı, pokud n > p log p (cena C = Θ(n))
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Sekce

Škálovatelnost paralelńıch programů
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Škálovatelnost paralelńıch programů

Fakta

Programy jsou testovány na malých vstupńıch datech na
systémech s malým počtem procesńıch jednotek.

Použit́ı deškálováńı zkresluje mě̌reńı výkonu aplikace.

Algoritmus, který vykazuje nejlepš́ı výkon na testovaných
datech, se může ukázat být t́ım nejhořśım algoritmem, p̌ri
použit́ı na skutečných datech.

Odhad výkonu aplikace nad reálnými vstupńımi daty a věťśım
počtu procesńıch jednotek je komplikovaný.

Škálovatelnost

Zachováńı výkonu a efektivity p̌ri zvyšováńı počtu procesńıch
jednotek a zvěťsováńı objemu vstupńıch dat.

Závěr

Je ťreba uvážit analytické techniky pro vyhodnocováńı výkonu
a škálováńı.
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Charakteristiky škálováńı – Efektivita

Efektivita paralelńıch programů:

E =
S

p
=

TS

pTP
=

1

1 + TO
TS

Celková režie (TO)

Př́ıtomnost sekvenčńı části kódu je nevyhnutelná. Pro jej́ı
vykonáńı je ťreba čas tserial . Po tuto dobu jsou ostatńı
procesńı jednotky nevyužité.

TO > (p − 1)tserial

TO roste minimálně lineárně vzhledem k p, často však i
asymptoticky v́ıce.

Úloha konstantńı velikosti (TS fixńı)

Se zvyšuj́ıćım se p, efektivita nevyhnutelně klesá.

Nevyhnutelný úděl všech paralelńıch programů.
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Charakteristiky škálováńı – Př́ıklad

Problém

Úkol: Seč́ıst n č́ısel s využit́ım p procesńıch jednotek.

Uvažme cenově optimálńı verzi algoritmu.

Tp = (np + log p).

Lokálńı operace stoj́ı 1, komunikace 2 jednotky času.

Charakteristiky řešeńı

TP = n
p + 2log p

S = n
n
p

+2log p

E = 1
1+ 2plog p

n
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Charakteristiky škálováńı – Škálovatelný systém

Při zachováńı TS

Rostoućı počet procesńıch jednotek snižuje efektivitu.

Při zachováńı počtu procesńıch jednotek

Rostoućı TS (velikost vstupńıch dat) má tendenci zvyšovat
efektivitu.

Škálovatelné systémy

Efektivitu lze zachovat p̌ri souběžném zvyšováńı TS a p.

Zaj́ımáme se o poměr, ve kterém se TS a p muśı zvyšovat,
aby se zachovala efektivita.

Č́ım menš́ı poměr TS/p t́ım lepš́ı škálovatelnost.
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Izoefektivita jako metrika škálováńı

Vztahy

TP = TS+TO(W ,p)
p W – velikost vstupńıch dat

S = TS
TP

= pTS
TS+TO(W ,p)

E = S
p = TS

TS+TO(W ,p) = 1
1+TO(W ,p)/TS

Konstantńı efektivita

Efektivita je konstantńı, pouze pokud TO(W , p)/TS je
konstantńı.

Úpravou vztahu pro efektivitu: TS = E
1−ETO(W , p).

Při zachováńı ḿıry efektivity lze E/(1− E ) označit jako
konstantu K .

Funkce izoefektivity (stejné efektivity)

TS = KTO(W , p)
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Izoefektivita jako metrika škálováńı

Funkce izoefektivity

TS = KTO(W , p)

Pozorováńı

Při konstantńı efektivitě, lze TS vyjáďrit jako funkci p

Vyjaďruje vztah, jak se muśı zvýšit TS p̌ri zvýšeńı p

Nižš́ı funkce ř́ıká, že systém je snáze škálovatelný

Isoefektivitu nelze mě̌rit u systémů, které neškáluj́ı
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Izoefektivita jako metrika škálováńı – p̌ŕıklad

Př́ıklad

Součet n č́ısel na p procesorech

E = 1
1+(2p log p)/n = 1

1+TO(W ,p)/TS

TO = 2p log p

Funkce izoefektivity: TS = K2p log p

Funkce izoefektivity: Θ(p log p)

Při zvýšeńı procesńıch jednotek z p na p′ se pro zachováńı
efektivity muśı zvěťsit velikost problému o faktor
(p′ log p′)/(p log p).
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Cenová optimalita a izoefektivita

Optimálńı cena

Pro cenově optimálńı systémy požadujeme pTP = Θ(TS).

Po dosazeńı ze základńıch izo vztahů dostáváme:
TS + TO(W , p) = Θ(TS)

Cenová optimalita může být zachována pouze pokud:

režie je nejvýše lineárńı v̊uči složitosti sekvenčńıho algoritmu,
tj. funkce TO(W , p) ∈ O(TS)

složitost sekvenčńıho algoritmu je minimálně tak velká jako
režie, tj. funkce TS ∈ Ω(TO(W , p))
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Spodńı odhad na izoefektivitu

Izoefektivita

Č́ım nižš́ı/menš́ı funkce, t́ım lepš́ı škálovatelnost.

Snaha o minimálńı hodnotu izofunkce.

Sublineárńı izoefektivita

Pro problém tvǒrený N jednotkami práce je optimálńı cena
dosažitelná pouze pro maximálně N procesńıch jednotek.

Přidáváńım daľśıch jednotek vyúst́ı v idling některých jednotek
a snižováńı efektivity.

Aby se efektivita nesnižovala muśı množstv́ı práce r̊ust
minimálně lineárně vzhledem k p.

Funkce izoefektivity nemůže být sublineárńı.
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Minimálńı doba výpočtu

Otázka

Jaká je minimálńı možná doba výpočtu (Tmin
P ) p̌ri dostupnosti

dostatečného počtu procesńıch jednotek?

Pozorováńı

Při rostoućım p se TP asymptoticky bĺıž́ı k Tmin
P .

Po dosažeńı Tmin
P se TP zvěťsuje spolu s p.

Jak zjistit Tmin
P ?

Nechť p0 je kǒrenem diferenciálńı rovnice dTP
dp .

Dosazeńı p0 do vztahu pro TP dává hodnotu Tmin
P .

Př́ıklad – součet n č́ısel p procesńımi jednotkami

TP = n
p + 2log p, dTP

dp = − n
p2 + 2

p

p0 = n
2 , Tmin

P = 2log n = Θ(log n)
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Asymptotická analýza paralelńıch programů

Algoritmus A1 A2 A3 A4

p n2 log n n
√
n

TP 1 n
√
n

√
nlog n

S n log n log n
√
nlog n

√
n

E log n
n 1 log n√

n
1

pTP n2 n log n n1.5 n log n

Otázky

Jaký algoritmus je nejlepš́ı?

Použily jsme vhodné odhady složitosti?

Je dostupná odpov́ıdaj́ıćı paralelńı architektura?
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Závěr

Návrh paralelńıch algoritmů ač složitostně neoptimálńıch je
ned́ılnou a d̊uležitou část́ı práce programátora paralelńıch
aplikaćı.
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Sekce

Shrnut́ı
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Co jsme se v kurzu dozvěděli

Paralelńı HW platformy

Principy fungováńı HW systémů se sd́ılenou pamět́ı.

Komunikace v systémech s distribuovanou pamět́ı.

Nástroje paralelńıho programováńı

Standardy a knihovny pro implementaci paralelńıch aplikaćı.

POSIX Threads, OpenMP, MPI (OpenMPI)

Principy fungováńı těchto knihoven

Lock-Free datové struktury, Kolektivnı́ komunikace

Algoritmizace

Principy návrhu paralelńıch algoritmů.

Analytické posuzováńı paralelńıch řešeńı.
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