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S využit́ım standardńıch vytvǒruj́ıćıch funkćı urč́ıme formuli pro
počet bn tzv. pěstovaných binárńıch stromů na n vrcholech, které
je pro naše účely možné definovat jako kǒren s uspǒrádanou dvojićı
[levý binárńı podstrom, pravý binárńı podstrom].

Prozkoumáńım
p̌ŕıpadů pro malá n vid́ıme, že

b0 = 1, b1 = 1, b2 = 2, b3 = 5.

Děleńım problému na levý a pravý strom dostaneme pro n ≥ 1

bn = b0bn−1 + b1bn−2 + · · ·+ bn−1b0.

Vid́ıme, že jde vlastně o konvoluci posloupnost́ı. Vztah uprav́ıme,
aby platil pro všechna n ∈ N0:

bn =
∑

0≤k<n

bkbn−k−1 + [n = 0].

T́ım máme hotov krok 1 (obecného postupu z minula).
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V kroku 2 vynásob́ıme obě strany xn a sečteme. Je-li B(x)
odpov́ıdaj́ıćı vytvǒruj́ıćı funkce, pak:

B(x) =
∑
n

bnx
n =

∑
n,k

bkbn−k−1x
n +

∑
n,k

[n = 0]xn =

=
∑
k

bkx
k

(∑
n

bn−k−1x
n−k

)
+ 1 =

=
∑
k

bkx
k(xB(x)) + 1 = B(x) · xB(x) + 1.

Pravá strana rekurence na prvńım řádku je koeficientem u xn−1

v součinu B(x) · B(x), tj. členem u xn v xB(x)2.
Je tedy xB(x)2 vytvǒruj́ıćı po tutéž posloupnost jako B(x)
s výjimkou prvńıho členu u x0.
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V kroku 3 řeš́ıme kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)2 + 1 pro
B(x) :

B(x) =
1±
√

1− 4x

2x
.

Znaménko + ale nep̌richáźı v úvahu, protože pak by pro x → 0+

B(x) měla limitu ∞, zat́ımco vytvǒruj́ıćı funkce pro naši
posloupnost muśı ḿıt v 0 hodnotu b0 = 1. Naopak pro znaménko
− to tak dostaneme.
Pro vytvǒruj́ıćı funkci B(x) tedy plat́ı

B(x) =
1−
√

1− 4x

2x
.

Zbývá už pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné řady.
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Rozvoj źıskáme pomoćı zobecněné binomické věty

(1− 4x)1/2 =
∑
k≥0

(
1/2

k

)
(−4x)k = 1 +

∑
k≥1

1

2k

(
−1/2

k − 1

)
(−4x)k

a po vyděleńı 1−
√

1− 4x výrazem 2x dostaneme

B(x) =
∑
k≥1

1

k

(
−1/2

k − 1

)
(−4x)k−1 =

=
∑
n≥0

(
−1/2

n

)
(−4x)n

n + 1
=
∑
n≥0

(
2n

n

)
xn

n + 1
.
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Catalanova č́ısla

Dokázali jsme, že počet binárńıch pěstovaných stromů na n
vrcholech je roven bn = 1

n+1

(2n
n

)
.

Tato významná posloupnost se nazývá posloupnost Catalanových
č́ısel.

Kromě toho, že Catalanova č́ısla vyjaďruj́ı počet binárńıch
pěstovaných stromů, vystupuj́ı rovněž jako:

počet monotónńıch cest z [0, 0] do [n, n] podél stran
jednotkových čtverc̊u, které nep̌rekroč́ı diagonálu

počet slov délky 2n obsahuj́ıćıch n znak̊u X a Y takových, že
žádný prefix slova neobsahuje v́ıce Y než X

podobně takové fronty u pokladny (n lid́ı má 5korunu a m
10korunu, ĺıstek stoj́ı 5 Kč.), že nezásobená pokladna může
vždy vrátit

počet korektně ozávorkovaných výraz̊u složených z levých a
pravých závorek

počet r̊uzných triangulaćı konvexńıho (n + 2)-úhelńıku.
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Kromě toho, že Catalanova č́ısla vyjaďruj́ı počet binárńıch
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počet monotónńıch cest z [0, 0] do [n, n] podél stran
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počet slov délky 2n obsahuj́ıćıch n znak̊u X a Y takových, že
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2 Caleyho vztah pro počet stromů
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Exponenciálńı vytvǒruj́ıćı funkce

Kromě výše zḿıněných vytvǒruj́ıćıch funkćı se v praxi rovněž často
objevuj́ı jejich tzv. exponenciálńı varianty1.

g(x) =
∑
n≥0

gn
xn

n!
.

Poznámka

Jméno vycháźı z toho, že exponenciálńı funkce ex je
(exponenciálńı) vytvǒruj́ıćı funkćı pro základńı posloupnost
(1, 1, 1, 1, . . . ).
V zápět́ı v důkazu Cayleyho věty uvid́ıme, že je použit́ı
exponenciálńıch vytvǒruj́ıćıch funkćı výhodné.

1Použ́ıvaj́ı se i daľśı typy vytvǒruj́ıćıch funkćı (nap̌r. v teorii č́ısel se použ́ıvaj́ı
Dirichletovy vytvǒruj́ıćı funkce, kde roli faktoru xn hraje n−x), ale těmi se zde
zabývat nebudeme.
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zabývat nebudeme.
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Opět standardńım operaćım s posloupnostmi odpov́ıdaj́ı
jednoduché operace nad mocninnými řadami (coby
exponenciálńımi vytvǒruj́ıćımi funkcemi):

Sč́ıtáńı (ai + bi ) posloupnost́ı člen po členu odpov́ıdá součet
a(x) + b(x) p̌ŕıslušných vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Vynásobeńı (α · ai ) všech členů posloupnosti stejným skalárem
α odpov́ıdá vynásobeńı α · a(x) p̌ŕıslušné vytvǒruj́ıćı funkce.

Derivováńı podle x : funkce a′(x) vytvǒruje posloupnost
(a1, a2, a3, . . . ), tj. derivováńı odpov́ıdá posuvu doleva o jedno
ḿısto .

Integrováńı
∫ x

0 a(t) dt vytvǒruje posloupnost
(0, a0, a1, a2, a3, . . . ), tj. odpov́ıdá posuvu doprava o jedno
ḿısto.

Součin vytvǒruj́ıćıch funkćı vytvǒruje posloupnost se členy

cn =
∑
i+j=n

(
n

i

)
aibj
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ḿısto .

Integrováńı
∫ x

0 a(t) dt vytvǒruje posloupnost
(0, a0, a1, a2, a3, . . . ), tj. odpov́ıdá posuvu doprava o jedno
ḿısto.
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i

)
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0 a(t) dt vytvǒruje posloupnost
(0, a0, a1, a2, a3, . . . ), tj. odpov́ıdá posuvu doprava o jedno
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∫ x

0 a(t) dt vytvǒruje posloupnost
(0, a0, a1, a2, a3, . . . ), tj. odpov́ıdá posuvu doprava o jedno
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ḿısto.
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Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie graf̊u, který
udává, že počet stromů (tj. graf̊u, v nichž jsou libovolné dva
vrcholy spojené právě jednou cestou) na n vrcholech je
κ(Kn) = nn−2. Dokážeme tento výsledek pomoćı exponenciálńıch
vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Označme pro jednoduchost tn = κ(Kn). Lze snadno spoč́ıtat, že
t1 = t2 = 1, t3 = 3, t4 = 16. (Nap̌r. v́ıme, že v p̌ŕıpadě stromů na 4
vrcholech muśıme z

(6
3

)
= 20 potenciálńıch graf̊u s právě 3

hranami odebrat ty možnosti, kde tyto hrany tvǒŕı trojúhelńık.
Těch je ale právě

(4
3

)
= 4).
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Rekurentńı vztah źıskáme tak, že zafixujeme jeden vrchol v a
možné p̌ŕıpady rozděĺıme podle počtu komponent v grafu, který
dostaneme z koster Kn tak, že odstrańıme vrchol v a hrany s ńım
incidentńı.

Pak pro n > 1

tn =
∑
m>0

1

m!

∑
k1+···+km=n−1

(n − 1)!

k1! · · · km!
k1 · · · km · tk1 · · · tkm

Nap̌r. pro n = 4 máme t4 = 3t3 + 6t1t2 + t3
1 .

Ošklivě vypadaj́ıćı rekurenci zjednoduš́ıme substitućı un = ntn
(uvědomte si p̌ritom, že un udává počet tzv. kǒrenových stromů).
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dostaneme z koster Kn tak, že odstrańıme vrchol v a hrany s ńım
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Dostáváme pro n > 1

un
n!

=
∑
m>0

1

m!

∑
k1+···+km=n−1

uk1

k1!
· · · ukm

km!

a je vidět, že vniťrńı sumu dostaneme jako koeficient u xn−1

v m-té mocnině řady Û(x) =
∑

un
xn

n! .

Proto je

un
n!

= [xn−1]
∑
m≥0

1

m!
Û(x)m,

a tedy

Û(x) = x eÛ(x) .
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Pro dokončeńı výpočtu budeme poťrebovat tvrzeńı, které uvedeme
bez důkazu.

Definice

Zobecněnou exponenciálńı mocninnou řadou Et(x) nazýváme řadu

Et(x) =
∑
k≥0

(tk + 1)k−1 x
k

k!
.

Snadno je vidět, že E0 = ex , dále označujeme E(x) = E1(x).
Fakt: ln Et(x) = x · Et(x), tj. spec. E(x) = exE(x) .

Srovnáńım tohoto vztahu s výše uvedeným Û(x) = x eÛ(x) vid́ıme,
že Û(x) = xE(x).
Proto

tn =
un
n

=
n!

n
[xn]Û(x) = (n − 1)![xn−1]E(x) = nn−2.
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Alternativńı závěr výpočtu

Pokud vám p̌rǐsel závěr výpočtu p̌ŕılǐs umělý, zkusme to ještě
jednou, s využit́ım tzv. Lagrangeovy inverzńı formule:

Věta

Pokud vytvǒruj́ıćı funkce g(x) =
∑

n≥1 gnx
n splňuje vztah

x = f (g(x)),

kde f (0) = 0, f ′(0) 6= 0, pak

gn =
1

n
[un−1]

(
u

f (u)

)n

.
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Alternativńı závěr výpočtu

Řeš́ıme Û(x) = x eÛ(x), tj. Û(x) splňuje vztah x = f (Û(x)), kde
f (u) = u

eu .

Odtud z Lagrangeovy formule

[xn]Û(x) =
1

n
[un−1]

(
u

u/eu

)n

=
1

n
[un−1] eun =

1

n

nn−1

(n − 1)!
=

nn−1

n!

Protože un
n! = [xn]Û(x), dostáváme odtud

tn = un
n = nn−2.
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Plán p̌rednášky

1 Binárńı stromy a Catalanova č́ısla

2 Caleyho vztah pro počet stromů

3 Rekurzivně propojené posloupnosti
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Někdy dokážeme snadno vyjáďrit hledaný počet jen pomoćı v́ıce
vzájemně provázaných posloupnost́ı.

Př́ıklad

Kolika způsoby můžeme pokrýt (nerozlǐsenými) kostkami domina
obdélńık 3× n?

Řešeńı

Snadno zjist́ıme, že c1 = 0, c2 = 3, c3 = 0, dále klademe c0 = 1
(nejde jen o konvenci, má to svou logiku).
Najdeme rekurźıvńı vztah – diskuśı chováńı

”
na kraji“ zjist́ıme, že

cn = 2rn−1 + cn−2, rn = cn−1 + rn−2, r0 = 0, r1 = 1, kde rn je počet
pokryt́ı obdélńıku 3× n, ze kterého jsme odstranili levý horńı roh.
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pokryt́ı obdélńıku 3× n, ze kterého jsme odstranili levý horńı roh.
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Někdy dokážeme snadno vyjáďrit hledaný počet jen pomoćı v́ıce
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Řešeńı (pokr.)

Hodnoty cn a rn pro několik malých n jsou:

n 0 1 2 3 4 5 6 7

cn 1 0 3 0 11 0 41 0

rn 0 1 0 4 0 15 0 56
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Řešeńı (pokr.)

Krok 1: cn = 2rn−1 + cn−2 + [n = 0], rn = cn−1 + rn−2.

Krok 2:
C (x) = 2xR(x) + x2C (x) + 1, R(x) = xC (x) + x2R(x).

Krok 3:

C (x) =
1− x2

1− 4x2 + x4
, R(x) =

x

1− 4x2 + x4
.

Krok 4: Vid́ıme, že obě funkce jsou funkcemi x2, ušeťŕıme si
práci t́ım, že uváž́ıme funkci D(z) = 1/(1− 4z + z2), pak
totiž C (x) = (1− x2)D(x2), tj.
[x2n]C (x) = [x2n](1− x2)D(x2) = [xn](1− x)D(x), a tedy
c2n = dn − dn−1.
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Řešeńı (závěr)

Kǒreny 1− 4x + x2 jsou 2 +
√

3 a 2−
√

3 a již standardńım
způsobem obdrž́ıme

c2n =
(2 +

√
3)n

3−
√

3
+

(2−
√

3)n

3 +
√

3
.

Podobně jako u Fibonacciho posloupnosti je druhý sč́ıtanec pro
velká n zanedbatelný a pro všechna n lež́ı mezi 0 a 1, proto

c2n =

⌊
(2 +

√
3)n

3−
√

3

⌋
.

Nap̌r. c20 = 413403.
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