Diskrétni matematika — 3. tyden
Elementdrni teorie Cisel — prvocisla, Eulerova véta,
fad prvku

Jan Slovak

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

jaro 2017



Obsah prednasky

@ Aritmetické funkce

© Multiplikativni aritmetické funkce
o Eulerova funkce ¢

© Mals Fermatova véta, Eulerova véta



Doporucené zdroje

@ Jan Slovak, Martin Pandk, Michal Bulant
Matematika drsné a svizné, e-text na
www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne.

@ Michal Bulant, vyukovy text k pfednasce Elementarni teorie
Cisel, http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/
um/main-print.pdf

@ Jifi Herman, Radan Kudera, Jaromir giméa, Metody reseni
matematickych aloh. MU Brno, 2001.

@ William Stein, Elementary Number Theory: Primes,
Congruences, and Secrets, Springer, 2008. Dostupné na
http://wstein.org/ent/ent.pdf

@ Radan Kucdera, vyukovy text k predndsce Algoritmy teorie
Cisel,
http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/ATC10.pdf


www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne
http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/um/main-print.pdf
http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/um/main-print.pdf
http://wstein.org/ent/ent.pdf
http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/ATC10.pdf

Aritmetické funkce
©00000

Aritmetické funkce

Aritmetickou funkci zde rozumime funkci, jejimZ defini¢nim
oborem je mnoZina p¥irozenych &isel.

RozloZme pfirozené &islo n na prvotisla: n = pi* - - - pfk. Hodnotu
Mébiovy funkce p(n) definujeme rovnu 0, pokud pro n&které i plati
a; > 1 a rovnu (—1)* v opa&ném p¥ipad&. Déle definujeme

(1) =
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Dobrym p¥ikladem aritmetickych funcki jsou po&ty déliteli a sou&ty
dé&liteld, 7(n) a o(n).

Dusledek

o Kazdy kladny dé&litel &isla a = pf* - - - - pp~ je tvaru
pyt po*, kdemy,...,myeNgamy <ni, m<ny, ...,
my < ng.
o Cislo a ma tedy pravé v(a) = (ny +1)(np +1) - -- - (nk +1)
kladnych déliteld, jejichZ soucet je
m+l 4 ng+1l 1
o(a) = &1 k

-1 g1
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Mobiova funkce se objevuje v tzv. Mobiové inverzni formuli.

Lemma

Pro n € N\ {1} plati 34, u(d) = 0.

Dikaz

Zapiseme-li n ve tvaru n = p1 .- pp¥, pak viechny dilitele d &isla

|

n jsou tvaru d = p;* - pk , kde 0 < B; < «; pro vSechna
ie{l,...,k}. Proto

> u(d) = 3 wlpt - pp) =
d|n

(B1,---Bk) E(NU{0})*
0<Bi<a;

(B15---,Bk)E{0,1}K
)+ () (04 () (12t () (1)
(1+(-1)*=0.
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PotFfebujeme jesté specifickou kovoluci, tzv. Dirichletiiv soucin.

Bud'te f, g aritmetické funkce. Jejich Dirichletiiv soucin je
definovan predpisem

(Fog)(n)=> f(d)-g(5)= > f(d)-g(d).

d|n didh=n

Dirichletiiv soucin je asociativni.

(fog)oh)(n)= > f(di)- g(ds)-h(ds) = (fo(goh))(n)

didydz=n
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Dvé pomocné " jednotkové” funkce

Definujme dv& pomocné funkce I a / predpisem I(1) =1, I(n) =0
pro vdechna n > 1, resp. /(n) = 1 pro viechna n € N. Pak pro
kaZdou aritmetickou funkci f plati:

fol=Tof=f a (lof)(n)=(fol)(n)= Zf

Déle plati / o = pro | = I, nebot
(lop)(n) =Y I(d)u(§) = D 1(§n(d) =
d|n d|n
— Zu(d) =0 proviechnan>1

podle lemmatu za definici Mobiovy funkce (pro n =1 je tvrzeni
z¥ejmé).
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Véta (Mdbiova inverzni formule)

Necht je aritmetickd funkce F definovand pomoci aritmetické
funkce f pFedpisem F(n) = 3_,, f(d). Pak Ize funkci f vyjadFit ve

tvaru
f(n) = u(5)- F(d).
d|n

Vztah F(n) = 3_,, f(d) |ze jinym zplisobem zapsat jako
F=fol.Proto Fou=(fol)op=fo(lou)=Ffol=f, coZje
tvrzeni véty. [
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Multiplikativni funkci p¥irozenych ¢isel rozumime takovou
aritmetickou funkci, kterd spliiuje, Ze pro vSechny dvojice
nesoudélnych &isel a, b € N plati

f(a-b)=f(a)-f(b).

Multiplikativnimi funkcemi jsou nap¥. funkce f(n) = a(n),
f(n) = 7(n), & f(n) = p(n) nebo, jak brzy dokizeme i tzv.
Eulerova funkce f(n) = ¢(n).
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Eulerova funkce

Necht n € N. Definujme Eulerovu funkci ¢ predpisem
o(n)=|{aeN|0<a<n,(an)=1}
P¥iklad

©(1) =1,¢(5) = 4,9(6) = 2, je-li p prvotislo, je zfejmé
e(p)=p—1.

A\
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Nyni dokdZeme né&kolik dileZitych tvrzeni o funkci ¢:

Lemma
Necht n € N. Pak 3~ ¢(d) = n.

Duikaz.
Uvazme n zlomki

n—1 n

g e ey 5

n

S|
SN
S| w

Zkratime-li zlomky na zdkladni tvar a seskupime podle
jmenovatelil, snadno dostaneme pravé uvedené tvrzeni. O
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Véta

Necht n € N, jehoZ rozklad je tvaru n = p{* - - - p*. Pak

e )

S vyuZitim pfedchoziho lemmatu a Mobiovy inverzni formule
dostavame

w(n)ZZu(dE— - e | L
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Poznamka

PY¥edchozi vysledek Ize obdrZet i bez pouZiti Mobiovy inverznf
formule pomoci principu inkluze a exkluze na zikladé zjist&ni poctu
¢isel soudélnych s n v uréitém intervalu.

Disledek
Necht a, b € N, (a, b) = 1. Pak

p(a- b) = p(a) - p(b).

Poznamka

RovnéZ toto tvrzeni |ze odvodit nezavisle na zikladé poznatku
(n,ab) =1 <= (n,a) =1A(n,b) = 1. Spolu se snadno
odvoditelnym vysledkem

e(p*)=p* —p*t=(p-1) p*!

pak Ize odvodit vztah pro vypolet ¢ jiZ tfetim zplisobem.
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Mald Fermatova véta

Jeden z nejdilezitgjsich vysledki elementdrni teorie &isel.

Véta (Fermatova, Mald Fermatova)

Necht a € Z, p prvoc&islo, p 1 a. Pak

a”1=1 (mod p).

| A

Dikaz.

Tvrzeni vyplyne jako snadny disledek Eulerovy véty. Da se ale
dokazat i pfimo (nap¥. matematickou indukci nebo
kombinatoricky) O

| A

Disledek
Necht a € Z, p prvocislo. Pak

aP =a (mod p).
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Uplné a redukovana soustava zbytki

Definice

Uplna’ soustava zbytkii modulo m je libovolnd m-tice &isel po dvou
nekongruentnich modulo m (nejéast&ji 0,1,...,m —1).
Redukovana soustava zbytki modulo m je libovolnd o(m)-tice isel
nesoudélnych s m a po dvou nekongruentnich modulo m.

Lemma

Necht x1, x5, . .. s Xp(m) tvoFi redukovanou soustavu zbytki modulo
m. Je-lia € Z, (a,m) =1 pak i ¢islaa-xi,...,a" Xy(m) tvoli
redukovanou soustavu zbytkid modulo m.

Protoze (a,m) =1 a (x;, m) =1, plati (a- x;, m) = 1. Kdyby pro
n&jaka i, j platilo a- x; = a- x; (mod m), po vyd&leni obou stran
kongruence &islem a nesoud&lnym s m dostaneme x; = Xx;

(mod m). O
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Eulerova véta

Véta (Eulerova)

Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Pak

a#(M =1 (mod m).

Diikaz.

Bud' x1,x2,...,X,(m) libovolnd redukovand soustava zbytkii
modulo m. Podle pfedchoziho lemmatu je i a-x1,..., 8" X;(m)
redukovana soustava zbytkd modulo m. Plati tedy, Ze pro kazdé i
existuje j (/,j € {1,2,...,0(m)}) tak, Ze a- x; = x; (mod m).
Vynasobenim dostdvame

(@-x1)-(a-x2) -+ (a-Xp(m)) = X1- X2+ Xp(m) (mod m). Po dpravé

—~
=

vydéleni &islem x3 - xp - - * Xo(m) dostaneme poZzadované. ]
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S Eulerovou funkci a Eulerovou vétou (zce souvisi dileZity pojem
rad &isla modulo m:

Necht a € Z, m € N (a, m) = 1. Rddem ¢&isla a modulo m
rozumime nejmensi pFirozené &islo n spliiujici

a"=1 (mod m).
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Pozndamka

To, Ze je ¥ad definovan, plyne z Eulerovy véty — pro kazdé &islo
nesoud&lné s modulem je totiZ jist& jeho ¥ad nejvyse roven ¢(m).
Jak pozdéji uvidime, velmi dileZitd jsou pravé ta &isla, jejichz Fad
je roven pravé ¢(m) — tato &sla nazyvdme primitivnimi kofeny
modulo m a hraji diileZitou roli mj. pFi feSeni binomickych
kongruenci.

Priklad

Pro libovolné m € N m3a &islo 1 modulo m ¥ad 1. Cislo —1 ma ¥ad

@ 1 prom=1nebo m=2

@ 2prom>2
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Uved me nyni n&kolik zdsadnich tvrzeni uddvajicich vlastnosti ¥adu
¢isla modulo m:

Lemma

Necht me N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlize a= b

v ¥ ARy

(mod m), pak obé& &isla a, b maji stejny Fad modulo m.

| \

Diikaz.

Umocné&nim kongruence a = b (mod m) na n-tou dostaneme

a" = b" (mod m), tedy a" =1 (mod m) < b" =1

(mod m). O

A\
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Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li ¥4d &isla a modulo m roven
r-s, (kde r,s € N), pak Fad ¢&isla a~ modulo m je roven s.

ProtoZe #4dné z &isel a, a?,a,...,a™ ! neni kongruentni s 1

modulo m, nenf ani 24dné z &isel a, a2, a3, ..., als=br
kongruentni s 1. Plati ale (a")* =1 (mod m), proto je ¥ad a"
modulo m roven s. O
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Poznamka

Opak obecné neplati — z toho, Ze ¥ad &isla a” modulo m je roven s
jesté neplyne, Ze ¥ad &isla a modulo m je r - s.

Nap¥ pro m = 13 mdme:

a=3,a>=9 (mod 13), a3 =27 =1 (mod 13) = 3 m4 ¥ad 3
mod 13.

b=—4,b>=16%1 (mod 13), b3 = —64 =1 (mod 13) = —4
ma ¥ad 3 mod 13.

Ptitom (—4)? = 16 = 3 (mod 13) m4 stejny ¥ad 3 jako &islo 3, ale
¢islo —4 nema ¥ad 2 - 3.
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PY¥esny popis zdvislosti Fadu na exponentu davaji nasledujici 2 véty:

Necht m € N, a € Z, (a, m) = 1. Ozna&me r ¥id &isla a modulo
m. Pak pro libovolnd t,s € NU {0} plati

a'=a" (modm) < t=s (modr).
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Dikaz.

Bez Gjmy na obecnosti |ze predpoklddat, Ze t > s. Vydé&lime-li &islo
t — s Cislem r se zbytkem, dostaneme t — s = q - r + z, kde

g, z€Np,0<z < r.

<" Protoze t =s (mod r), mdme z =0, a tedy
at=* = a9 = (a")9 = 19 (mod m). Vyndsobenim obou stran
kongruence Cislem a° dostaneme tvrzeni.

=" Z a'=2a° (mod m) plyne a° - a9 ™% = a° (mod m).
ProtoZe je a" =1 (mod m), je rovn&z a%*% = 2% (mod m).
Celkem po vyd&leni obou stran kongruence &islem a° (které je
nesoud&lné s modulem), dostdvdme a* =1 (mod m). ProtoZe
z < r, plyne z definice ¥adu, 2e z=10, atedy r | t — s. ]

IS]
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Ztejmym disledkem p¥edchozi véty a Eulerovy véty je nasledujici

tvrzeni

Dasledek

Necht m € N, a € Z, (a, m) = 1. Ozna&me r ¥id &isla a modulo
m.

@ Pro libovolné n € NU {0} plati

n —

a (mod m) < r|n.

Q@ r|p(m)
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Ndsledujici véta je zobecnénim predchoziho Lemmatu.

Necht m,n € N, a € Z, (a, m) = 1. Je-li Fid &isla a modulo m

roven r € N, je Fad &isla a" modulo m roven

)

Dikaz

Protoze

( ) = [r, n], coZ je zftejm& ndsobek r, mdme

(a”)ﬁ =al"=1 (mod m)

(plyne z predchoziho Dasledku, nebot r | [r, n]). Na druhou stranu
je-li k € N libovolné takové, 7e (a")k = a™k =1 (mod m),

dostdvame (r je ¥ad a), Ze r | n- k a déle vime, Ze € o)
diky nesoudélnosti &isel m a (n ) dostavame

(n.ry fadem &isla a” modulo m.

n,r) |(nr) ka
( |k Proto je

Ol
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Posledni z této ¥ady tvrzeni davd do souvislosti ¥ady dvou ¢&isel a
¥ad jejich soutinu:

Lemma

Necht m e N, a,b € Z, (a, m) =
b je Fddu s modulo m, kde (r,s)
modulo m.

(b, m) = 1. JestliZe a je Fadu r a
=1, pak ¢isloa-b jeFadur-s

|

Diikaz

Oznatme 6 ¥ad &isla a - b. Pak (ab)’ =1 (mod m) a umocn&nim
obou stran kongruence dostaneme a" b =1 (mod m). Protoze je
r ¥adem &isla a, je a" =1 (mod m), tj. b =1 (mod m), a proto
s | rd. Z nesoudé&lnosti r a s plyne s | 6. Analogicky dostaneme i
r|d, a tedy (op&t s vyuZitim nesoudélnosti r,s) r-s | 0. Obraceng&
zfejmé plati (ab)™® =1 (mod m), proto § | rs. Celkem tedy

d = rs. O
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