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č́ısel, http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/
um/main-print.pdf
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č́ısel,
http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/ATC10.pdf

www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne
http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/um/main-print.pdf
http://is.muni.cz/el/1431/podzim2012/M6520/um/main-print.pdf
http://wstein.org/ent/ent.pdf
http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/ATC10.pdf
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Aritmetické funkce

Aritmetickou funkćı zde rozuḿıme funkci, jej́ımž definičńım
oborem je množina p̌rirozených č́ısel.

Definice

Rozložme p̌rirozené č́ıslo n na prvoč́ısla: n = pα1
1 · · · p

αk
k . Hodnotu

Möbiovy funkce µ(n) definujeme rovnu 0, pokud pro některé i plat́ı
αi > 1 a rovnu (−1)k v opačném p̌ŕıpadě. Dále definujeme
µ(1) = 1.

Př́ıklad

µ(4) = µ(22) = 0, µ(6) = µ(2 · 3) = (−1)2, µ(2) = µ(3) = −1.
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Dobrým p̌ŕıkladem aritmetických funcḱı jsou počty dělitel̊u a součty
dělitel̊u, τ(n) a σ(n).

Důsledek

Každý kladný dělitel č́ısla a = pn1
1 · · · · · p

nk
k je tvaru

pm1
1 · · · · · p

mk
k , kde m1, . . . ,mk ∈ N0 a m1 ≤ n1, m2 ≤ n2, . . . ,

mk ≤ nk .

Č́ıslo a má tedy právě τ(a) = (n1 + 1)(n2 + 1) · · · · · (nk + 1)
kladných dělitel̊u, jejichž součet je

σ(a) =
pn1+1

1 − 1

p1 − 1
. . .

pnk+1
k − 1

pk − 1
.
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Möbiova funkce se objevuje v tzv. Möbiově inverzńı formuli.

Lemma

Pro n ∈ N \ {1} plat́ı
∑

d |n µ(d) = 0.

Důkaz.

Zaṕı̌seme-li n ve tvaru n = pα1
1 · · · p

αk
k , pak všechny dělitele d č́ısla

n jsou tvaru d = pβ1
1 · · · p

βk
k , kde 0 ≤ βi ≤ αi pro všechna

i ∈ {1, . . . , k}. Proto∑
d |n

µ(d) =
∑

(β1,...,βk )∈(N∪{0})k
0≤βi≤αi

µ(pβ1
1 · · · p

βk
k ) =

=
∑

(β1,...,βk )∈{0,1}k
µ(pβ1

1 · · · p
βk
k )

=
(k

0

)
+
(k

1

)
· (−1) +

(k
2

)
· (−1)2 + · · ·+

(k
k

)
· (−1)k

=
(
1 + (−1)

)k
= 0.
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Poťrebujeme ještě specifickou kovoluci, tzv. Dirichlet̊uv součin.

Definice

Bud’te f , g aritmetické funkce. Jejich Dirichlet̊uv součin je
definován p̌redpisem

(f ◦ g)(n) =
∑
d |n

f (d) · g
(
n
d

)
=
∑

d1d2=n

f (d1) · g(d2).

Lemma

Dirichlet̊uv součin je asociativńı.

Důkaz.

((f ◦ g) ◦ h)(n) =
∑

d1d2d3=n

f (d1) · g(d2) · h(d3) = (f ◦ (g ◦ h))(n)
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Dvě pomocné ”jednotkové”funkce

Definujme dvě pomocné funkce I a I p̌redpisem I(1) = 1, I(n) = 0
pro všechna n > 1, resp. I (n) = 1 pro všechna n ∈ N. Pak pro
každou aritmetickou funkci f plat́ı:

f ◦ I = I ◦ f = f a (I ◦ f )(n) = (f ◦ I )(n) =
∑
d |n

f (d).

Dále plat́ı I ◦ µ = µ ◦ I = I, nebot’

(I ◦ µ)(n) =
∑
d |n

I (d)µ( n
d ) =

∑
d |n

I ( n
d )µ(d) =

=
∑
d |n

µ(d) = 0 pro všechna n > 1

podle lemmatu za definićı Möbiovy funkce (pro n = 1 je tvrzeńı
žrejmé).
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Věta (Möbiova inverzńı formule)

Necht’ je aritmetická funkce F definovaná pomoćı aritmetické
funkce f p̌redpisem F (n) =

∑
d |n f (d). Pak lze funkci f vyjáďrit ve

tvaru
f (n) =

∑
d |n

µ( n
d ) · F (d).

Důkaz.

Vztah F (n) =
∑

d |n f (d) lze jiným způsobem zapsat jako
F = f ◦ I . Proto F ◦ µ = (f ◦ I ) ◦ µ = f ◦ (I ◦ µ) = f ◦ I = f , což je
tvrzeńı věty.
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Definice

Multiplikativńı funkćı p̌rirozených č́ısel rozuḿıme takovou
aritmetickou funkci, která splňuje, že pro všechny dvojice
nesoudělných č́ısel a, b ∈ N plat́ı

f (a · b) = f (a) · f (b).

Př́ıklad

Multiplikativńımi funkcemi jsou nap̌r. funkce f (n) = σ(n),
f (n) = τ(n), či f (n) = µ(n) nebo, jak brzy dokážeme i tzv.
Eulerova funkce f (n) = ϕ(n).
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Eulerova funkce

Definice

Necht’ n ∈ N. Definujme Eulerovu funkci ϕ p̌redpisem

ϕ(n) = |{a ∈ N | 0 < a ≤ n, (a, n) = 1}|

Př́ıklad

ϕ(1) = 1, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2, je-li p prvoč́ıslo, je žrejmě
ϕ(p) = p − 1.
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Nyńı dokážeme několik důležitých tvrzeńı o funkci ϕ:

Lemma

Necht’ n ∈ N. Pak
∑

d |n ϕ(d) = n.

Důkaz.

Uvažme n zlomk̊u

1

n
,

2

n
,

3

n
, . . . ,

n − 1

n
,
n

n
.

Zkrát́ıme-li zlomky na základńı tvar a seskuṕıme podle
jmenovatel̊u, snadno dostaneme právě uvedené tvrzeńı.
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Věta

Necht’ n ∈ N, jehož rozklad je tvaru n = pα1
1 · · · p

αk
k . Pak

ϕ(n) = n ·
(

1− 1

p1

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.

Důkaz.

S využit́ım p̌redchoźıho lemmatu a Möbiovy inverzńı formule
dostáváme

ϕ(n) =
∑
d |n

µ(d)
n

d
= n − n

p1
− · · · − n

pk
+ · · ·+ (−1)k

n

p1 · · · pk
=

= n ·
(

1− 1

p1

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.
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Poznámka

Předchoźı výsledek lze obdržet i bez použit́ı Möbiovy inverzńı
formule pomoćı principu inkluze a exkluze na základě zjǐstěńı počtu
č́ısel soudělných s n v určitém intervalu.

Důsledek

Necht’ a, b ∈ N, (a, b) = 1. Pak

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).

Poznámka

Rovněž toto tvrzeńı lze odvodit nezávisle na základě poznatku
(n, ab) = 1 ⇐⇒ (n, a) = 1 ∧ (n, b) = 1. Spolu se snadno
odvoditelným výsledkem

ϕ(pα) = pα − pα−1 = (p − 1) · pα−1

pak lze odvodit vztah pro výpočet ϕ již ťret́ım způsobem.
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Malá Fermatova věta

Jeden z nejdůležitěǰśıch výsledk̊u elementárńı teorie č́ısel.

Věta (Fermatova, Malá Fermatova)

Necht’ a ∈ Z, p prvoč́ıslo, p - a. Pak

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Důkaz.

Tvrzeńı vyplyne jako snadný důsledek Eulerovy věty. Dá se ale
dokázat i p̌ŕımo (nap̌r. matematickou indukćı nebo
kombinatoricky)

Důsledek

Necht’ a ∈ Z, p prvoč́ıslo. Pak

ap ≡ a (mod p).
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Úplná a redukovaná soustava zbytk̊u

Definice

Úplná soustava zbytk̊u modulo m je libovolná m-tice č́ısel po dvou
nekongruentńıch modulo m (nejčastěji 0, 1, . . . ,m − 1).
Redukovaná soustava zbytk̊u modulo m je libovolná ϕ(m)-tice č́ısel
nesoudělných s m a po dvou nekongruentńıch modulo m.

Lemma

Necht’ x1, x2, . . . , xϕ(m) tvǒŕı redukovanou soustavu zbytk̊u modulo
m. Je-li a ∈ Z, (a,m) = 1 pak i č́ısla a · x1, . . . , a · xϕ(m) tvǒŕı
redukovanou soustavu zbytk̊u modulo m.

Důkaz.

Protože (a,m) = 1 a (xi ,m) = 1, plat́ı (a · xi ,m) = 1. Kdyby pro
nějaká i , j platilo a · xi ≡ a · xj (mod m), po vyděleńı obou stran
kongruence č́ıslem a nesoudělným s m dostaneme xi ≡ xj
(mod m).
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Eulerova věta

Věta (Eulerova)

Necht’ a ∈ Z, m ∈ N, (a,m) = 1. Pak

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Důkaz.

Bud’ x1, x2, . . . , xϕ(m) libovolná redukovaná soustava zbytk̊u
modulo m. Podle p̌redchoźıho lemmatu je i a · x1, . . . , a · xϕ(m)

redukovaná soustava zbytk̊u modulo m. Plat́ı tedy, že pro každé i
existuje j ( i , j ∈ {1, 2, . . . , ϕ(m)}) tak, že a · xi ≡ xj (mod m).
Vynásobeńım dostáváme
(a · x1) · (a · x2) · · · (a · xϕ(m)) ≡ x1 · x2 · · · xϕ(m) (mod m). Po úpravě

aϕ(m) · x1 · x2 · · · xϕ(m) ≡ x1 · x2 · · · xϕ(m) (mod m)

vyděleńı č́ıslem x1 · x2 · · · xϕ(m) dostaneme požadované.
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Řád č́ısla

S Eulerovou funkćı a Eulerovou větou úzce souviśı důležitý pojem
řád č́ısla modulo m:

Definice

Necht’ a ∈ Z, m ∈ N (a,m) = 1. Řádem č́ısla a modulo m
rozuḿıme nejmenš́ı p̌rirozené č́ıslo n splňuj́ıćı

an ≡ 1 (mod m).
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Poznámka

To, že je řád definován, plyne z Eulerovy věty – pro každé č́ıslo
nesoudělné s modulem je totiž jistě jeho řád nejvýše roven ϕ(m).
Jak později uvid́ıme, velmi důležitá jsou právě ta č́ısla, jejichž řád
je roven právě ϕ(m) – tato č́ısla nazýváme primitivńımi kǒreny
modulo m a hraj́ı důležitou roli mj. p̌ri řešeńı binomických
kongruenćı.

Př́ıklad

Pro libovolné m ∈ N má č́ıslo 1 modulo m řád 1. Č́ıslo −1 má řád

1 pro m = 1 nebo m = 2

2 pro m > 2
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Uved’me nyńı několik zásadńıch tvrzeńı udávaj́ıćıch vlastnosti řádu
č́ısla modulo m:

Lemma

Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestliže a ≡ b
(mod m), pak obě č́ısla a, b maj́ı stejný řád modulo m.

Důkaz.

Umocněńım kongruence a ≡ b (mod m) na n-tou dostaneme
an ≡ bn (mod m), tedy an ≡ 1 (mod m) ⇐⇒ bn ≡ 1
(mod m).
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Lemma

Necht’ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Je-li řád č́ısla a modulo m roven
r · s, (kde r , s ∈ N), pak řád č́ısla ar modulo m je roven s.

Důkaz.

Protože žádné z č́ısel a, a2, a3, . . . , ars−1 neńı kongruentńı s 1
modulo m, neńı ani žádné z č́ısel ar , a2r , a3r , . . . , a(s−1)r

kongruentńı s 1. Plat́ı ale (ar )s ≡ 1 (mod m), proto je řád ar

modulo m roven s.
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Poznámka

Opak obecně neplat́ı – z toho, že řád č́ısla ar modulo m je roven s
ještě neplyne, že řád č́ısla a modulo m je r · s.
Nap̌r pro m = 13 máme:
a = 3, a2 = 9 (mod 13), a3 = 27 ≡ 1 (mod 13)⇒ 3 má řád 3
mod 13.
b = −4, b2 = 16 6≡ 1 (mod 13), b3 = −64 ≡ 1 (mod 13)⇒ −4
má řád 3 mod 13.
Přitom (−4)2 = 16 ≡ 3 (mod 13) má stejný řád 3 jako č́ıslo 3, ale
č́ıslo −4 nemá řád 2 · 3.
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Přesný popis závislosti řádu na exponentu dávaj́ı následuj́ıćı 2 věty:

Věta

Necht’ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Označme r řád č́ısla a modulo
m. Pak pro libovolná t, s ∈ N ∪ {0} plat́ı

at ≡ as (mod m) ⇐⇒ t ≡ s (mod r).
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Důkaz.

Bez újmy na obecnosti lze p̌redpokládat, že t ≥ s. Vyděĺıme-li č́ıslo
t − s č́ıslem r se zbytkem, dostaneme t − s = q · r + z , kde
q, z ∈ N0, 0 ≤ z < r .

”⇐” Protože t ≡ s (mod r), máme z = 0, a tedy
at−s = aqr = (ar )q ≡ 1q (mod m). Vynásobeńım obou stran
kongruence č́ıslem as dostaneme tvrzeńı.

”⇒” Z at ≡ as (mod m) plyne as · aqr+z ≡ as (mod m).
Protože je ar ≡ 1 (mod m), je rovněž aqr+z ≡ az (mod m).
Celkem po vyděleńı obou stran kongruence č́ıslem as (které je
nesoudělné s modulem), dostáváme az ≡ 1 (mod m). Protože
z < r , plyne z definice řádu, že z = 0, a tedy r | t − s.
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Zřejmým důsledkem p̌redchoźı věty a Eulerovy věty je následuj́ıćı
tvrzeńı

Důsledek

Necht’ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Označme r řád č́ısla a modulo
m.

1 Pro libovolné n ∈ N ∪ {0} plat́ı

an ≡ 1 (mod m) ⇐⇒ r | n.

2 r | ϕ(m)
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Následuj́ıćı věta je zobecněńım p̌redchoźıho Lemmatu.

Věta

Necht’ m, n ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Je-li řád č́ısla a modulo m
roven r ∈ N, je řád č́ısla an modulo m roven r

(n,r) .

Důkaz.

Protože r ·n
(r ,n) = [r , n], což je žrejmě násobek r , máme

(an)
r

(r,n) = a[r ,n] ≡ 1 (mod m)

(plyne z p̌redchoźıho Důsledku, nebot’ r | [r , n]). Na druhou stranu,
je-li k ∈ N libovolné takové, že (an)k = an·k ≡ 1 (mod m),
dostáváme (r je řád a), že r | n · k a dále v́ıme, že r

(n,r) |
n

(n,r) · k a

d́ıky nesoudělnosti č́ısel r
(n,r) a n

(n,r) dostáváme r
(n,r) | k . Proto je

r
(n,r) řádem č́ısla an modulo m.
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Posledńı z této řady tvrzeńı dává do souvislosti řády dvou č́ısel a
řád jejich součinu:

Lemma

Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestliže a je řádu r a
b je řádu s modulo m, kde (r , s) = 1, pak č́ıslo a · b je řádu r · s
modulo m.

Důkaz.

Označme δ řád č́ısla a · b. Pak (ab)δ ≡ 1 (mod m) a umocněńım
obou stran kongruence dostaneme arδbrδ ≡ 1 (mod m). Protože je
r řádem č́ısla a, je ar ≡ 1 (mod m), tj. brδ ≡ 1 (mod m), a proto
s | rδ. Z nesoudělnosti r a s plyne s | δ. Analogicky dostaneme i
r | δ, a tedy (opět s využit́ım nesoudělnosti r , s) r · s | δ. Obráceně
žrejmě plat́ı (ab)rs ≡ 1 (mod m), proto δ | rs. Celkem tedy
δ = rs.
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