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Linedrni kongruence
[ IeleTololele}

Kongruence o jedné neznamé

Definice
Necht m € N, f(x), g(x) € Z[x]. Zapis

f(x) =g(x) (mod m)

nazyvdme kongruenci o jedné nezndmé x a rozumime jim ukol
nalézt mnoZinu FeSeni, tj. mnoZinu vsech takovych &isel ¢ € Z, pro
kterd f(c) = g(c) (mod m).

Dvé kongruence o jedné nezndmé nazveme ekvivalentni, maji-li
stejnou mnoZzinu ¥eseni.
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Kongruence o jedné neznamé

Definice
Necht m € N, f(x), g(x) € Z[x]. Zapis

f(x) =g(x) (mod m)

nazyvdme kongruenci o jedné nezndmé x a rozumime jim ukol
nalézt mnoZinu FeSeni, tj. mnoZinu vsech takovych &isel ¢ € Z, pro
kterd f(c) = g(c) (mod m).

Dvé kongruence o jedné nezndmé nazveme ekvivalentni, maji-li
stejnou mnoZzinu ¥eseni.

Uvedena kongruence je ekvivalentni s kongruenci

f(x)—g(x)=0 (mod m).
—_——

EZ[x]
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Hledani feSeni vyttem v8ech moZnosti

Necht m € N, f(x) € Z[x]. Pro libovolnd a, b € Z plati

a=b (mod m) = f(a)=1f(b) (mod m).
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Hledani feden

Necht m € N, f(x) € Z[x]. Pro libovolng a, b € Z plati

7
|

vyétem vSech moznosti

a=b (mod m) = f(a)=1f(b) (mod m).

| \

Diikaz.

Necht je f(x) = cpx" + Ch1x" 1 + -+ + c1x + o, kde

€0, Cl,--.,Cn € Z. Protoze a = b (mod m), pro kazdé
i=1,2,...,nplati c;a' = ¢;b’ (mod m), a tedy setenim téchto
kongruenci pro i = 1,2,...,n a kongruence ¢cg = ¢y (mod m)
dostaneme

ca"+--+caatc=cb"+---+cab+c (mod m),

tj. f(a) = f(b) (mod m). O

N,
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Pocet FeSeni kongruence

Dusledek

MnoZina FeSeni libovolné kongruence modulo m je sjednocenim

V7

nékterych zbytkovych tfid modulo m.
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Pocet FeSeni kongruence

Dusledek

MnoZina reseni libovolné kongruence modulo m je sjednocenim
nékterych zbytkovych tfid modulo m.

| 5

Definice

Poctem Feseni kongruence o jedné nezndmé modulo m rozumime
pocet zbytkovych tfid modulo m obsahujicich feSeni této
kongruence.
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[e1e] Yololele}

Pocet FeSeni kongruence

Dusledek

MnoZina reseni libovolné kongruence modulo m je sjednocenim
nékterych zbytkovych tfid modulo m.

Definice

| 5

Poctem Feseni kongruence o jedné nezndmé modulo m rozumime
pocet zbytkovych tfid modulo m obsahujicich feSeni této
kongruence.

| 5\

Priklad
@ Kongruence 2x = 3 (mod 3) m3 jedno ¥eSeni (modulo 3).

@ Kongruence 10x = 15 (mod 15) ma p&t fedeni (modulo 15).

© Kongruence z ptikladu (1) a (2) jsou ekvivalentni.

A\




Linedrni kongruence
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Véta
Necht m € N, a, b € Z. Oznaéme d = (a, m). Pak kongruence

ax=b (mod m)

(o jedné nezndmé x) mda FeSeni pravé tehdy, kdyZ d | b.
Pokud plati d | b, ma tato kongruence pravé d Feseni (modulo m).
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Véta
Necht m € N, a, b € Z. Oznaéme d = (a, m). Pak kongruence

ax=b (mod m)

(o jedné nezndmé x) mda FeSeni pravé tehdy, kdyZ d | b.
Pokud plati d | b, ma tato kongruence pravé d Feseni (modulo m).

DokaZeme nejprve, Ze uvedend podminka je nutnd. Je-li celé &islo ¢
Fedenim této kongruence, pak nutné m | a- ¢ — b. Pokud pfitom

d = (a, m), pak protoze d |mid|a-c—ba
d|la-c—(a-c—b)=b.
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Dokonéeni diakazu.

Obrécen& dokdzeme, Ze pokud d | b, pak ma dand kongruence
pravé d feseni modulo m. Oznacme a1, by € Z a m; € N tak, Ze
a=d-ag,b=d-bpam=d-m. Regen kongruence je tedy
ekvivalentni s kongruenci

ai-x=by (mod my),

kde (a1, m1) = 1. Tuto kongruenci miZeme vyndsobit &islem

1 , v ovex v
a‘f(ml) a diky Eulerové vété obdrzime

X = by - a‘f(ml)fl (mod my).

Tato kongruence ma jediné YeSeni modulo m;y a tedy d = m/m;
feSeni modulo m. Ol
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Nasledujici p¥iklad ukdze, Ze postup uvedeny v ditkazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéj$im — s vyhodou lze pouZzit jak Bezoutovu
vétu, tak ekvivalentni Gpravy ¥eSené kongruence.
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Nasledujici p¥iklad ukdze, Ze postup uvedeny v ditkazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéj$im — s vyhodou lze pouZzit jak Bezoutovu
vétu, tak ekvivalentni Gpravy ¥eSené kongruence.

P¥iklad
Reste 39x = 41 (mod 47)
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Nasledujici p¥iklad ukdze, Ze postup uvedeny v ditkazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéj$im — s vyhodou lze pouZzit jak Bezoutovu
vétu, tak ekvivalentni Gpravy ¥eSené kongruence.

P¥iklad
Reste 39x = 41 (mod 47)

© Nejprve vyuZijeme Eulerovu vétu, stejné jako v dikazu
pfedchozi véty.
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Nasledujici p¥iklad ukdze, Ze postup uvedeny v ditkazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéj$im — s vyhodou lze pouZzit jak Bezoutovu
vétu, tak ekvivalentni Gpravy ¥eSené kongruence.

P¥iklad
Reste 39x = 41 (mod 47)

© Nejprve vyuZijeme Eulerovu vétu, stejné jako v dikazu
pfedchozi véty.

@ Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.
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Nasledujici p¥iklad ukdze, Ze postup uvedeny v ditkazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéj$im — s vyhodou lze pouZzit jak Bezoutovu
vétu, tak ekvivalentni Gpravy ¥eSené kongruence.

Priklad

Reste 39x = 41 (mod 47)

© Nejprve vyuZijeme Eulerovu vétu, stejné jako v dikazu
pfedchozi véty.

@ Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.

© Obvykle nejrychlejsim, ale nejhi¥e algoritmizovatelnym
zplisobem FeSeni je metoda takovych udprav kongruence, které
zachovavaji mnoZinu feseni.
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Nasledujici p¥iklad ukdze, Ze postup uvedeny v ditkazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéj$im — s vyhodou lze pouZzit jak Bezoutovu
vétu, tak ekvivalentni Gpravy ¥eSené kongruence.

P¥iklad
Reste 39x = 41 (mod 47)

© Nejprve vyuZijeme Eulerovu vétu, stejné jako v dikazu
pfedchozi véty.

@ Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.

© Obvykle nejrychlejsim, ale nejhi¥e algoritmizovatelnym
zplisobem FeSeni je metoda takovych udprav kongruence, které
zachovavaji mnoZinu feseni.

39x =41 (mod 47) < —8x = —6 (mod 47) —
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Nasledujici p¥iklad ukdze, Ze postup uvedeny v ditkazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéj$im — s vyhodou lze pouZzit jak Bezoutovu
vétu, tak ekvivalentni Gpravy ¥eSené kongruence.

Priklad

Reste 39x = 41 (mod 47)

© Nejprve vyuZijeme Eulerovu vétu, stejné jako v dikazu
pfedchozi véty.
@ Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.

© Obvykle nejrychlejsim, ale nejhi¥e algoritmizovatelnym
zplisobem FeSeni je metoda takovych udprav kongruence, které
zachovavaji mnoZinu feseni.

39x =41 (mod 47) < —8x = —6 (mod 47) —
4x =3 (mod 47) < 4x = —44 (mod 47) <—
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Nasledujici p¥iklad ukdze, Ze postup uvedeny v ditkazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéj$im — s vyhodou lze pouZzit jak Bezoutovu
vétu, tak ekvivalentni Gpravy ¥eSené kongruence.

Priklad
Redte 39x = 41 (mod 47)
© Nejprve vyuZijeme Eulerovu vétu, stejné jako v dikazu
pfedchozi véty.
@ Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.
© Obvykle nejrychlejsim, ale nejhi¥e algoritmizovatelnym
zplisobem FeSeni je metoda takovych udprav kongruence, které
zachovavaji mnoZinu YeSeni.
39x =41 (mod 47) < —8x = —6 (mod 47) —
4x =3 (mod 47) < 4x = —44 (mod 47) <—
x = —11 (mod 47) <= x =36 (mod 47)




Linedrni kongruence
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Wilsonova véta

Pomoci véty o Yesitelnosti linedrnich kongruenci Ize dokazat mj.
vyznamnou Wilsonovu v&tu uddvajici nutnou (i posta&ujici)
podminku prvodiselnosti. Takové podminky jsou velmi vyznamné ve
vypocetni teorii Cisel, kdy je tfeba efektivné poznat, je-li dané velké
¢islo prvodislem. BohuZel dosud neni zndmo, jak rychle vypoditat
moduldrni faktorial velkého ¢&isla, proto neni v praxi Wilsonova véta
k tomuto téelu pouZivana.



Linedrni kongruence
[eIeeTolote] }

Wilsonova véta

Pomoci véty o Yesitelnosti linedrnich kongruenci Ize dokazat mj.
vyznamnou Wilsonovu v&tu uddvajici nutnou (i posta&ujici)
podminku prvodiselnosti. Takové podminky jsou velmi vyznamné ve
vypocetni teorii Cisel, kdy je tfeba efektivné poznat, je-li dané velké
¢islo prvodislem. BohuZel dosud neni zndmo, jak rychle vypoditat
moduldrni faktorial velkého ¢&isla, proto neni v praxi Wilsonova véta
k tomuto téelu pouZivana.

Véta (Wilsonova)

PFirozené &islo n > 1 je prvocislo, pravé kdyz

(n—1)!=-1 (mod n)

Vcelku pfimocary ditkaz je v uéebnici.
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Soustavy linedrnich kongruenci o jedné neznamé
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Soustavy linearnich kongruenci

Mame-li soustavu linedrnich kongruenci o téZe neznamé, mizeme
podle ptedchozi véty rozhodnout o FeSitelnosti kazdé z nich.
V ptipadé, kdy aspoii jedna z kongruenci nem3 ¥eSeni, nema ¥eSeni

ani celd soustava. Naopak, jestlize kazda z kongruenci ¥eSeni ma,
upravime ji do tvaru x = ¢; (mod m;).
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Soustavy linearnich kongruenci

Mame-li soustavu linedrnich kongruenci o téZe neznamé, mizeme
podle ptedchozi véty rozhodnout o FeSitelnosti kazdé z nich.

V ptipadé, kdy aspoii jedna z kongruenci nem3 ¥eSeni, nema ¥eSeni
ani celd soustava. Naopak, jestlize kazda z kongruenci ¥eSeni ma,
upravime ji do tvaru x = ¢; (mod m;). Dostaneme tak soustavu
kongruenci

x =c1 (mod my)

x = ¢k (mod my)



Soustavy linedrnich kongruenci o jedné neznamé
©0000000000

Soustavy linearnich kongruenci

Mame-li soustavu linedrnich kongruenci o téZe neznamé, mizeme
podle ptedchozi véty rozhodnout o FeSitelnosti kazdé z nich.

V ptipadé, kdy aspoii jedna z kongruenci nem3 ¥eSeni, nema ¥eSeni
ani celd soustava. Naopak, jestlize kazda z kongruenci ¥eSeni ma,
upravime ji do tvaru x = ¢; (mod m;). Dostaneme tak soustavu
kongruenci

x =c1 (mod my)

x = ¢k (mod my)

Z¥ejmé stali vyfesit p¥ipad k = 2, FeSeni soustavy vice kongruenci
snadno obdrzime opakovanym feSenim soustav dvou kongruenci.



Soustavy linedrnich kongruenci o jedné neznamé
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Véta
Necht c1, ¢y jsou celd &isla, my, mo pFirozend. Oznaéme
d = (my, myp). Soustava dvou kongruenci

x = ¢ (mod my)

x = ¢ (mod my)

v pFipadé c; # ¢ (mod d) nemd FeSeni. JestliZze naopak ¢ = ¢,
(mod d), pak existuje celé &islo ¢ tak, Ze x € Z vyhovuje soustaveé,
pravé kdyZ vyhovuje kongruenci

x=c (mod [my, m]).
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Necht c1, ¢y jsou celd &isla, my, mo pFirozend. Oznaéme
d = (my, myp). Soustava dvou kongruenci

x = ¢ (mod my)

x = ¢ (mod my)

v pFipadé c; # ¢ (mod d) nemd FeSeni. JestliZze naopak ¢ = ¢,
(mod d), pak existuje celé &islo ¢ tak, Ze x € Z vyhovuje soustaveé,
pravé kdyZ vyhovuje kongruenci

x=c (mod [my, m]).

Ma-li soustava n&jaké YeSeni x € Z, plati nutn& x = ¢; (mod d),
x = ¢ (mod d), a tedy i 1 = ¢ (mod d). Odtud plyne, Ze
v pfipad& c; #Z ¢ (mod d) soustava nemiZe mit Fe3eni.




Soustavy linedrnich kongruenci o jedné neznamé

00®00000000

Dokoncéeni diikazu.

P¥edpokladejme déle c; = ¢ (mod d). Prvni kongruenci fesené
soustavy vyhovuji v8echna cela &isla x tvaru x = ¢; + tmy, kde
t € Z je libovolné. Toto x bude vyhovovat i druhé kongruenci
soustavy, pravé kdyz bude platit ¢; + tm; = ¢ (mod my), tj.
tm = ¢ — ¢ (mod my).
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Dokonceni diikazu.

P¥edpokladejme déle c; = ¢ (mod d). Prvni kongruenci fesené
soustavy vyhovuji v8echna cela &isla x tvaru x = ¢; + tmy, kde
t € Z je libovolné. Toto x bude vyhovovat i druhé kongruenci
soustavy, pravé kdyz bude platit ¢; + tm; = ¢ (mod my), tj.
tm; = ¢ — 1 (mod my). Podle v&ty o YeSitelnosti linedrnich
kongruenci ma tato kongruence (vzhledem k t) ¥eSeni, nebot

d = (my, mp) d&li ¢ — 1, a t € Z splituje tuto kongruenci pravé

kdyz )
_ (%2)-1
= 28 (2P (o0 7).
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Dokonceni diikazu.

P¥edpokladejme déle c; = ¢ (mod d). Prvni kongruenci fesené
soustavy vyhovuji v8echna cela &isla x tvaru x = ¢; + tmy, kde

t € Z je libovolné. Toto x bude vyhovovat i druhé kongruenci
soustavy, pravé kdyz bude platit ¢; + tm; = ¢ (mod my), tj.
tm; = ¢ — 1 (mod my). Podle v&ty o YeSitelnosti linedrnich
kongruenci ma tato kongruence (vzhledem k t) ¥eSeni, nebot

d = (my, mp) d&li ¢ — 1, a t € Z splituje tuto kongruenci pravé

kdyz )
_ (%2)-1
(=250 () (g ),

tj. pravé kdyz i

X =cC+tm = C1+(C2—C1)- (%)Qp(%)—i-r% = c+r~[m1,m2],
kde r € Z je libovolné a ¢ = ¢1 + (c2 — c1) - (m1/d)#(m2/9) nebot
mymy = d - [my, my]. Nasli jsme tedy takové c € Z, Ze libovolné

x € 7 spliuje soustavu, pravé kdyz x = ¢ (mod [my, my]), coZ
jsme chtéli dokazat. [

V.
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Vsimnéme si, Ze dikaz této véty je konstruktivni, tj. udavd vzorec,
jak &islo ¢ najit. V&ta nam tedy davad metodu, jak pomoci jediné
kongruence zachytit podminku, Ze x vyhovuje této soustavé .
Podstatné je, Ze tato nova kongruence je téhoZ tvaru jako obé&
puvodni. MiZeme proto tuto metodu aplikovat i na soustavu —
nejprve z prvni a druhé kongruence vytvofime kongruenci jedinou,
které vyhovuji pravé ta x, kterda vyhovovala plivodnim dvéma
kongruencim, pak z nové vzniklé a z tfeti kongruence vytvofime
dalsi atd. P¥i kazdém kroku se nam pocet kongruenci soustavy
sniZzi o 1, po k — 1 krocich tedy dostaneme kongruenci jedinou,
kterd nam bude popisovat viechna FeSeni dané soustavy.
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Cinskd zbytkova véta (CRT)

Ve &tvrtém stoleti se Cinsky matematik Sun Ze (Sun Tsu) ptal na
Cislo, které pti déleni tfemi davd zbytek 2, pt¥i déleni péti zbytek 3 a
p¥i déleni sedmi je zbytek opét 2.

Regeni

Odpovéd je (pry) ukryta v ndsledujici pisni:




Soustavy linedrnich kongruenci o jedné neznamé
0000®000000

Cinskd zbytkova véta (CRT)

Ve &tvrtém stoleti se Cinsky matematik Sun Ze (Sun Tsu) ptal na
Cislo, které pti déleni tfemi davd zbytek 2, pt¥i déleni péti zbytek 3 a
p¥i déleni sedmi je zbytek opét 2.

Regen(
Odpovéd je (pry) ukryta v ndsledujici pisni:
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Dusledek (Cinska zbytkova véta)

Necht my,, ..., my € N jsou po dvou nesoudélna, ay,...,ax € Z.
Pak plati: soustava

x = a1 (mod my)

x = ax (mod my)

ma jediné FeSeni modulo my - my - - - my.
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Dusledek (Cinska zbytkova véta)

Necht my,, ..., my € N jsou po dvou nesoudélna, ay,...,ax € Z.
Pak plati: soustava

x = a1 (mod my)

x = ax (mod my)

ma jediné FeSeni modulo my - my - - - my.

Diikaz.

Jde o jednoduchy disledek pfedchoziho tvrzeni, ktery Ize ale
rovnéz elegantné dokdzat p¥imo. [
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Uv&domme si, Ze jde o docela silné tvrzeni (které ve skute¢nosti
plati v podstatn& obecngjsich algebraickych strukturach),
umoziujici ndm p¥i predepsani libovolnych zbytkl podle zvolenych
(po dvou nesoudélnych) modull garantovat, Ze existuje &islo

s t&mito pFfedpsanymi zbytky.
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Uv&domme si, Ze jde o docela silné tvrzeni (které ve skute¢nosti
plati v podstatn& obecngjsich algebraickych strukturach),
umoziujici ndm p¥i predepsani libovolnych zbytkl podle zvolenych
(po dvou nesoudélnych) modull garantovat, Ze existuje &islo

s témito predpsanymi zbytky.

Priklad

Reste systém kongruenci

x= 1 (mod 10)
x= 5 (mod 18)
x = —4 (mod 25).
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Uv&domme si, Ze jde o docela silné tvrzeni (které ve skute¢nosti
plati v podstatn& obecngjsich algebraickych strukturach),
umoziujici ndm p¥i predepsani libovolnych zbytkl podle zvolenych
(po dvou nesoudélnych) modull garantovat, Ze existuje &islo

s témito predpsanymi zbytky.
Priklad

Reste systém kongruenci

x= 1 (mod 10)
x= 5 (mod 18)
x = —4 (mod 25).

Vysledkem je x =221 (mod 450).
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Cinskou zbytkovou v&tu mizeme pouZit také ,,v opaéném sméru®.

Reste kongruenci 23941x = 915 (mod 3564).




Soustavy linedrnich kongruenci o jedné neznamé

0000000 e000

Cinskou zbytkovou vétu miiZzeme pouzit také ,v opaéném sméru”.

Reste kongruenci 23941x = 915 (mod 3564).

Regen(

Rozlozme 3564 = 22 .3%.11. ProtoZe ani 2, ani 3, ani 11 ned&l{
Cislo 23941, plati (23941,3564) = 1 a m3 tedy kongruence FeSeni.
Protoze (p(3564) = 2 - (33-2) - 10 = 1080, je ¥e¥eni tvaru

x = 915 - 239411979 (mod 3564). Uprava &isla stojiciho na pravé
stran& by v8ak vyZadala zna¢né Usili. Proto budeme kongruenci
teSit ponékud jinak.
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Regeni

Vime, ze x € Z YeSenim dané kongruence, pravé kdyz je feSenim
soustavy
23941x = 915 (mod 2?)

23941x = 915 (mod 3%)
23941x = 915 (mod 11).
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Regeni

Vime, ze x € Z YeSenim dané kongruence, pravé kdyz je feSenim
soustavy
23941x = 915 (mod 2?)

23941x = 915 (mod 3%)
23941x = 915 (mod 11).

VyFeSime-li postupné kazdou z kongruenci soustavy, dostaneme
ekvivalentni soustavu

3 (mod 4)
—3 (mod 81)
—4 (mod 11),




Soustavy linedrnich kongruenci o jedné neznamé

00000000800

Regeni

Vime, ze x € Z YeSenim dané kongruence, pravé kdyz je feSenim
soustavy
23941x = 915 (mod 2?)

23941x = 915 (mod 3%)
23941x = 915 (mod 11).

VyFeSime-li postupné kazdou z kongruenci soustavy, dostaneme
ekvivalentni soustavu

3 (mod 4)
—3 (mod 81)
—4 (mod 11),

odkud snadno postupem pro Ffeeni soustav kongruenci dostaneme
x = —1137 (mod 3564), coz je také ¥eSeni zadané kongruence.
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Modularni reprezentace isel

P¥i potitani s velkymi &isly je nékdy vyhodnéjsi nez s dekadickym ¢i
bindrnim zapisem C&isel pracovat s tzv. moduldrni reprezentaci (téz
residue number system), kterd umoZiuje snadnou paralelizaci
vypoltl s velkymi &isly. Takovy systém je urcen k-tici moduli
(obvykle po dvou nesoud&lnych) a kazdé &islo men3i nez jejich
soutin je pak jednozna&né& reprezentovano k-tici zbytki (jejichz
hodnoty neptevy3uji p¥islusné moduly) — viz nap¥.
http://goo.gl/oM25m.


http://goo.gl/oM25m

Soustavy linedrnich kongruenci o jedné neznamé
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P¥iklad

Pétice moduld 3,5,7,11,13 nam umoZni jednoznacné
reprezentovat &isla mensi nez 15015 a efektivné provadét

(v pFipadé potfeby distribuovang) b&zné aritmetické operace.
Vypoctéme napt. soudin &isel 1234 a 5678, v této moduldrni
soustavé reprezentovanych péticemi [1,4,2,2,12] a [2,3,1,2,10].
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Priklad

Pétice moduld 3,5,7,11,13 nam umoZni jednoznacné
reprezentovat &isla mensi nez 15015 a efektivné provadét

(v pFipadé potfeby distribuovang) b&zné aritmetické operace.
Vypoctéme napt. soudin &isel 1234 a 5678, v této moduldrni
soustavé reprezentovanych péticemi [1,4,2,2,12] a [2,3,1,2,10].
Soutin provedeme po slozkach a dostaneme [2,2,2,4, 3], coZ na
zavér pomoci CRT prevedeme zpét na 9662, coz je modulo 15015
totéZ jako 1234 - 5678.
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Binomické kongruence
®00

Binomické kongruence

V této Casti se zamé&Fime na FeSeni specidlnich typl polynomialnich
kongruenci vy$siho stupné, tzv. binomickych kongruenci. Jde

o analogii binomickych rovnic, kdy polynomem f(x) je dvoj&len

x™ — a. Snadno se ukaZe, Ze se mizeme omezit na p¥ipad, kdy je a
nesoudélné s modulem kongruence — v opa¢ném p¥ipadé€ totiZ vidy
miZeme pomoci ekvivalentnich dprav kongruenci na tento pt¥ipad
prevést nebo rozhodnout, Ze kongruence neni Yesitelna.



Binomické kongruence
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Binomické kongruence

V této Casti se zamé&Fime na FeSeni specidlnich typl polynomialnich
kongruenci vy$siho stupné, tzv. binomickych kongruenci. Jde

o analogii binomickych rovnic, kdy polynomem f(x) je dvoj&len

x™ — a. Snadno se ukaZe, Ze se mizeme omezit na p¥ipad, kdy je a
nesoudélné s modulem kongruence — v opa¢ném p¥ipadé€ totiZ vidy
miZeme pomoci ekvivalentnich dprav kongruenci na tento pt¥ipad
prevést nebo rozhodnout, Ze kongruence neni Yesitelna.

Reste kongruenci

Protoze je (3,18) = 3, nutné 3 | x. UZijeme-li, podobng& jako vy3e,
substituci x = 3 - x1, dostdvame kongruenci 27x3 = 3 (mod 18),
kterd zfejm& nema ¥edeni, protoZe (27,18) 1 3.




Binomické kongruence
oeo

Mocninné zbytky

Definice

Necht m € N, a € Z, (a, m) = 1. Cislo a nazveme n-tym
mocninnym zbytkem modulo m, pokud je kongruence

x"=a (mod m)

resitelnd. V opaéném ptipadé nazveme a n-tym mocninnym
nezbytkem modulo m.

Pro n = 2, 3,4 pouzivame terminy kvadraticky, kubicky a
bikvadraticky zbytek, resp. nezbytek modulo m.
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Mocninné zbytky

Definice

Necht m € N, a € Z, (a, m) = 1. Cislo a nazveme n-tym
mocninnym zbytkem modulo m, pokud je kongruence

x"=a (mod m)

resitelnd. V opaéném ptipadé nazveme a n-tym mocninnym
nezbytkem modulo m.

Pro n = 2, 3,4 pouzivame terminy kvadraticky, kubicky a
bikvadraticky zbytek, resp. nezbytek modulo m.

UkaZeme, jakym zpiisobem F¥eSit binomické kongruence modulo m,
pokud modulo m existuji primitivni koteny (tedy zejména, je-li
modul liché prvoiislo nebo jeho mocnina).



Binomické kongruence
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eSeni binomickych kongruenci

Bud m € N takové, Ze modulo m existuji primitivni koFeny. Dale
necht a € Z, (a,m) = 1. Pak kongruence x" = a (mod m) je
Fesitelnd (tj. a je n-ty mocninny zbytek modulo m), pravé kdyZ
a#(m/d =1 (mod m), kde d = (n, p(m)).

Pritom, je-li tato kongruence Fesitelnda, ma pravé d Feseni.

Vcelku pfimocary dikaz je v ucebnici.
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eSeni binomickych kongruenci

Bud m € N takové, Ze modulo m existuji primitivni koFeny. Dale
necht a € Z, (a,m) = 1. Pak kongruence x" = a (mod m) je
Fesitelnd (tj. a je n-ty mocninny zbytek modulo m), pravé kdyZ
a#(m/d =1 (mod m), kde d = (n, p(m)).

Pritom, je-li tato kongruence Fesitelnda, ma pravé d Feseni.

Vcelku pfimocary dikaz je v ucebnici.

Dusledek

Za prFedpokladi pFedchozi véty, je-li navic (n,p(m)) =1, md
kongruence x" = a (mod m) vZdy Feseni, a to jediné. Jinymi slovy,
umociiovani na n-tou (kde n je nesoudé&lné s o(m)) je bijekce na
mnoZiné 7}, invertibilnich zbytkovych t¥id modulo m.
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Diskrétni logaritmus
°

Necht m € N. Celé &islo g € Z, (g, m) = 1 nazveme primitivnim
koFenem modulo m, pokud je jeho ¥ad modulo m roven ¢(m).




Diskrétni logaritmus
°
Definice

Necht m € N. Celé &islo g € Z, (g, m) = 1 nazveme primitivnim
koFenem modulo m, pokud je jeho ¥ad modulo m roven ¢(m).

Lemma

Je-li g primitivni kofen modulo m, pak pro kaZdé Cislo
a€Z, (a,m) =1 existuje jediné x; € Z, 0 < x, < p(m)
s vlastnosti g*> = a (mod m).




Diskrétni logaritmus
°
Definice

Necht m € N. Celé &islo g € Z, (g, m) = 1 nazveme primitivnim
koFenem modulo m, pokud je jeho ¥ad modulo m roven ¢(m).

Lemma

Je-li g primitivni kofen modulo m, pak pro kaZdé Cislo

a€Z, (a,m) =1 existuje jediné x; € Z, 0 < x, < p(m)

s vlastnosti g*> = a (mod m). Funkce a — x, se nazyva diskrétni
logaritmus, pfip. index &isla x (vzhledem k danému m a
zafixovanému primitivnimu ko¥eni g) a je bijekci mezi mnoZinami
{a€Z;(a,m)=1,0<a<m}a{xeZ;0<x<¢p(m)}.




Diskrétni logaritmus
°
Definice

Necht m € N. Celé &islo g € Z, (g, m) = 1 nazveme primitivnim
koFenem modulo m, pokud je jeho ¥ad modulo m roven ¢(m).

Lemma

Je-li g primitivni kofen modulo m, pak pro kaZdé Cislo

a€Z, (a,m) =1 existuje jediné x; € Z, 0 < x, < p(m)

s vlastnosti g*> = a (mod m). Funkce a — x, se nazyva diskrétni
logaritmus, pfip. index &isla x (vzhledem k danému m a
zafixovanému primitivnimu ko¥eni g) a je bijekci mezi mnoZinami
{a€Z;(a,m)=1,0<a<m}a{xeZ;0<x<¢p(m)}.

P¥edpokladejme, Ze pro x,y € Z, 0 < x,y < ¢(m) je g*¥ = g¥
(mod m). Z vlastnosti ¥ddu pak x =y (mod ¢(m)), tj. x =y,
proto je zobrazeni injektivni, a tedy i surjektivni. O
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