
Najděte vytvořuj́ıćı funkci a explicitńı vyjádřeńı pro n-tý člen posloupnosti {an} defi-
ované rekurentńım vztahem

a0 = 1, a1 = 2

an = 4an−1 − 3an−2 + 1 pro n ≥ 2

Řešeńı. Doplňme a−1 = a−2 = 0 a rozepǐsme podrobně druhou rovnici pro př́ıpad n = 1,
n = 0:

a1 = 4a0 − 3a−1 + 1− 2

a0 = 4a−1 − 3a−2 + 1 + 0

Dohromady tak můžeme psát pro n ≥ 0 jedinou formulku

an = 4an−1 − 3an−2 + 1− 2 · [n = 1] + 0 · [n = 0].

Tu nyńı vynásob́ıme xn a sečteme přes všechna n = 0, 1, . . ., č́ımž dostaneme:

∞∑
n=0

anx
n =
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(4an−1 − 3an−2 + 1− 2 · [n = 1] + 0 · [n = 0]) · xn

=
∞∑
n=0

4an−1x
n −

∞∑
n=0

3an−2x
n +

∞∑
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xn − 2x + 0

= 4x
∞∑
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an−1x
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∞∑
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an−2x
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1− x
− 2x.

Označ́ıme f(x) vytvořuj́ıćı funkci posloupnosti {an}, tj.

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

an−1x
n−1 =

∞∑
n=0

an−2x
n−2

(tady se hod́ı, že a−1 = a−2 = 0, jinak by v těch posledńıch dvou výrazech byly členy
nav́ıc). T́ım se rovnice přeṕı̌se na

f(x) = 4xf(x)− 3x2f(x) +
1

1− x
− 2x.

Převedeńım vyraz̊u obsahuj́ıćıch f(x) na levou stranu a vytknut́ım dostaneme

(1− 4x + 3x2)f(x) =
1

1− x
− 2x

neboli

(1− 3x)(1− x)f(x) =
1− 2x + 2x2

1− x



Poděleńım výrazem u f(x) pak dostáváme

f(x) =
1− 2x + 2x2

(1− x)2(1− 3x)
.

Rozklad na parciálńı zlomky dá

f(x) = 3/4 · 1

1− x
− 1/2 · 1

(1− x)2
+ 3/4 · 1

1− 3x

a rozvinut́ım do mocninné řady pomoćı zobecněné binomické věty (pro záporné expo-
nenty)1
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(3x)n︸ ︷︷ ︸
3nxn

.

Celkový koeficient u xn, tj. n-tý člen posloupnosti an, tedy je

an = 3/4 ·
(
n

0

)
− 1/2 ·

(
n + 1
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)
+ 3/4 ·
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= 3/4− 1/2 · (n + 1) + 3/4 · 3n.
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