IB112 Zaklady matematiky

Zaklady naivni teorie mnozin, relace, zobrazeni, mohutnost

Jan Strejcek



m MnoZiny
m zakladni operace
m RussellGv paradox
m Relace
m skladani relaci
m ekvivalence
B usporadani, Hasselv diagram
m Zobrazeni
m injekce, surjekce, bijekce
m Mohutnost

m spocetnost a nespocCetnost
m Cantorova véta

IB112 Zaklady matematiky: Zaklady naivni teorie mnozin, relace, zobrazeni, mohutnost 2/49



Mnoziny
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Mnozina

m inozina je zakladni pojem matematiky.

m Teorii mnozin vybudoval Georg Cantor (1845—-1918) v roce
1872.

m Naivni pohled: MnoZina je soubor prvkd.

Zapis
m ac A znali aje prvkem mnoziny A.
m ad A znaéi aneni prvkem mnoZziny A.
m () znadi prazdnou mnozinu.
m {a,b,c} zapisuje mnozinu obsahujici prave prvky a, b, c.
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Mnozina

m MnoZina muze byt prvkem mnoziny.
m Ve skuteCnosti v teorii mnozin neexistuje nic jiného nez
mnoziny, tedy kazdy prvek a mnoziny A je opét mnozina.

Priklady mnozin
m {a b}
m {a}, {{a}}, {{{a}}}, {a {a},{{a}}}
m {Xx | x je pfirozené Cislo délitelné 3}
m N={1,23,...} - mnozina vSech prirozenych cisel
mZ=4{..,-2,-1,0,1,2,...} - mnozina vSech celych cisel
m Q - mnozina vSech racionalnich cisel
®m R - mnozina v8ech realnych cisel

IB112 Zaklady matematiky: Zaklady naivni teorie mnozin, relace, zobrazeni, mohutnost 5/49



Russelltv paradox

m Proc je uvedena definice mnoziny oznacena jako naivni?

m Protoze existuji soubory prvk, které nelze povazovat za
mnozinu. Jeden takovy soubor popsal
(1872—1970) v roce 1901.

Russelllv paradox

Mnozina X se nazyva , jestlize X ¢ X.
Necht N je mnoZzina vSech normalnich mnozin.
Je-li N normalni, pak N € N, a tedy N neni normaini.
Neni-li N normalni, pak N ¢ N, a tedy N je normalni.

V seriézni teorii mnozin se za mnoziny povazuiji pouze soubory
prvku, které vznikly z prdzdné mnoziny pomoci sady axiomu.
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Vztahy mezi mnozinami

Definice (Podmnozina)

MnozZina A je mnoZiny B, psano A C B, jestlize kaZzdy
prvek z A je i prvkem z B.

m Pokud A C B, pak také fikame, Ze B je A.
m Pro kazdou mnozinu Aplati) C Aa A C A
m Vztah C nazyvame také

Definice (Rovnost)

MnoZina A je mnoZziné B, psano A = B, pokud platiAC B a
B C A.

m Mnoziny jsou shodné, pokud maji stejné prvky.
m A je vlastni pomnozinou B, psano A C B, pokud AC Ba A +# B.
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Operace na mnozinach

sjednoceni: AUB = {x | x € Anebo x € B}
prunik:ANB={x|xecAax e B}

rozdi: ANB={x|xeAax ¢ B}

symetricky rozdil: A+~ B = (AN B)U (B~ A)

Necht A C M. Doplriek A (vzhledem k nosne mnozine M) je
mnozina A= M~ A.

m Doplniek se nazyva také komplement.

m Mnoziny A a B jsou disjunkini, pokud AN B = (). V opacném
pfipadé se mnoziny nazyvaji incidenini.
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Vlastnosti mnozinovych operaci

Pranik a sjednoceni jsou

m komutativni ANB=BNA
AUB=BUA

m asociativni An(BnC)=(AnB)NnC
AU(BuC)=(AuB)UuC
m idempotentni ANnA=A
AUA=A

Dale plati disiributivni zakony

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
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Vlastnosti mnozinovych operaci

U doplnku velmi zalezi na nosné mnoziné M:
mA={a},M={a}:A=10
m A= {a},M={ab}:A={b}
mA={a,M={ab,cl:A={b,c}

Pro doplnék dale plati
mA=A
m De Morganovy zakony AnNnB=

De Morganovy z&kony Ize dale zobecnit

A~ (BNC)= (A~ B)U (A~ C)
A~ (BUC) = (A~ B)N (A~ C)
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Zobecnéni pruniku a sjednoceni

Definice (Zobecnény pranik a sjednocenti)

Necht' A; je mnozZina pro kazdé i € | # (). Definujeme

(JA = {x|xe€A prokazdéiec I}

-
>
I

{Xx | x € Ajpronéjakéic I}.

m PFiklad: | J;cy{2i} = {2,4,6,...}
m Ddle se definuje (J;cy Ai = 0.
m Je-li dana nosna mnozina M, Ize definovat i ;5 Ai = M.
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Usporadana dvojice

Definice (Usporadana dvojice)

Usporadanou dvojici (a, b) definujeme jako mnoZinu {{a}, {a, b}}.

m Plati (a,b) = (c,d) prave kdyza=cab=d.
m Jakd mnoZina je dvojice (a, a)?
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Kartézsky soucin

Definice (Kartézsky soucin)
Kartezsky soucin mnoZin A, B je mnoZina

AxB={(ab)|acAbec B}

m Priklad: {a, b} x {c,d} = {(a,c),(a,d),(b,c),(b,d)}

m Pro kaZzdou mnozinu Aplati ) x A=A x () = 0.

m Obecné neplati A x B = B x A (komutativita).

m Obecné neplati A x (B x C) = (A x B) x C (asociativita).
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Usporadana k-tice

Definice (Usporadana k-tice)

Pro kaZdé k € N definujeme usporadanou k-fici (ay, ag, . . . , @)
induktivné:

m(ar) =a

m(ay,...,a8,811) = ((a1,...,a), 841)

m Plati (ay,...,ak) = (by,..., bx) prave kdyz a; = b; pro véechna
1<i<k.
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Kartézsky soucin vice mnozin

Definice (Kartézsky soucin vice mnozin)

Necht k € N. Kartezska soucin mnoZin Aq, . . ., Ak je mnoZina

Ay x...x Ack={(a1,...,ak) | ai € A pro kazdé 1 < i < k}.

m Pro k = 2 se uvedena definice shoduje s plvodni definici
kartézského soucinu.

m Lze definovat i mocniny: A3 = A x A x A.
m Definujeme A° = {()}.
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Poten¢ni mnozina

Definice (Poten¢ni mnozina)

Potencni mnozninu mnoZiny A definujeme jako mnoZinu vsech
podmnoZin mnoZiny A, t.j.

P(A)={B|BCA}.

m Né&kdy se pouziva znateni 24 misto P(A)
m Priklad: P({a, b}) = {0,{a}, {b} {a, b}}
m P(0) = {0}
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Relace
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Relace

Definice (Relace)

Necht' n € N. n-arni relace (nebo relace arity n nebo jen relace) R je
podmnoZina kartézského soucinu

RCA x...xA,.

m JeliAy = ... = A, = A, mluvime o n-arni relaci na mnoziné A.
m Unarnirelace je relace arity 1 R C A, tj. podmnozina.
m Déle se budeme zabyvat jen binarnimi relacemi.
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Binarni relace, definicni obor, obor hodnot

m Binarni relace (mezi mnozinami A, B) je relace R C A x B.
m Definicni obor relace R C A x B je mnozina

{a € A | existuje b € B tak, ze (a, b) € R}.

m Obor hodnotrelace R C A x B je mnozina

{b € B| existuje a € Atak, ze (a,b) € R}.

m Alternativni notace (a, b) € R: aRb nebo R(a, b)
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Identita a inverzni relace

na mnoZziné A je binarni relace

ida={(a,a)|ac A} CAxA.

Definice (Inverzni relace)

k relaci R C A x B rozumime relaci

R~ ={(b,a)|(ab)e R} CBxA.

m Plati (R~")~' = R.
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SINELERINGIE

Definice (Skladani relaci)

Necht RC Ax BaS C B x C jsou relace. Jejich sloZenim
rozumime relaci

SoR=/{(a,c)| existuje b c B spinujici (a,b) € R a(b,c) € S}.

m So Rse Cte jako “S po R”.
m Plati ScRC Ax C.

m Skladani relaci je asociativni: To(SoR)=(ToS)oR
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Vlastnosti relaci

Definice (Vlastnosti relaci)

Relace R C A x A na mnoZine A se nazyva

] , pokud plati (a, a) € R pro kazdé a € A,
[ ] , pokud (a, b) € R implikuje (b, a) € R,
[ ] , pokud (a, b), (b, c) € R implikuje (a,c) € R,
] , pokud (a, b), (b, a) € R implikuje a = b,
| , pokud pro kazdé a, b € A plati (a, b) € R nebo
(b,a) € R,
] , pokud pro kazdé a, b € A plati (a, b), (b, a) € R.
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Piiklady

Priklad
m UvaZte binarni relaci R na mnozine A = {1,2}:
R={(1,1).(1,2),(2,1),(2,2)}
m Jaké vlastnosti ma tato relace?

m Zméni se odpoved, uvazime-li tutéz relaci na
mnoziné A" = {1,2,3}7?

Priklad
m UvaZte binarni relaci inkluze (C) na mnoziné P({a, b}).
m Vypiste vSechny prvky této binarni relace.
m Jaké vlastnosti ma tato relace?
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Ekvivalence

Definice (Ekvivalence)

Relace R C A x A se nazyva , jestlize R je reflexivni,
symetricka a tranzitivni.

Definice

Bud' R ekvivalence na A. Pro a € A polozime
Ra={be Al (a,b) € R}. MnoZinu R; nazyvame relace
ekvivalence R urcena prvkem a.

m UvazterelaciRna N: (x,y) € R <= x mod 4 = y mod 4.
m Kolik existuje ruznych tfid ekvivalence?
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Vlastnosti trid ekvivalence

Bud’' R ekvivalence na A a a € A. Pak plati:
ac R
R,=R, < (a,b)e R
RiNRy#0 < Ra= ARy

Dikaz
Plyne z reflexivity.
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Vlastnosti trid ekvivalence

Bud’' R ekvivalence na A a a € A. Pak plati:
ac R
R,=R, < (a,b)e R
RiNRy#0 < Ra= ARy

Necht R; = Ry. Jelikoz a € Ry = Ry, plati (b, a) € R. Ze
symetrie pak plyne i (a, b) € R.
Necht (a, b) € R. Pak pro kazdé c € Ry, plati (b,c) € R. Z
tranzitivity plyne (a,c) € Ratudiz ¢ € R,. Tedy Ry C Rj. Ze
symetrie R pak plyne i R; C Rp. ]
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Vlastnosti trid ekvivalence

Bud’' R ekvivalence na A a a € A. Pak plati:
ac R
R,=R, < (a,b)e R
RiNRy#0 < Ra= ARy

Dukaz

Necht R; N Ry, # . Pak existuje ¢ € R; N Ry a proto
(a,c),(b,c) € R. Ze symetrie a tranzitivity plyne (a,b) € R a

Implikace “<=" je zfejma.
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7 Ve

Usporadani

Definice (Usporadani)

Relace R C A x A se nazyva na A, jestlize R
je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.
Je-li relace R navic uplna, nazyva se nebo

na A.

m Usporadani obvykle zna¢ime <.

m a< bje zkraceny zapisproa< baa# b.

m Je-lia < bnebo b < a, pak fekneme, Ze a, b jsou

m V opacném pripadé jsou a, b

m Priklad usporadani na N: a < b pokud a je délitel b.

IB112 Zaklady matematiky: Zaklady naivni teorie mnozin, relace, zobrazeni, mohutnost 28/49



Usporadana mnozina

Dvojice (A, <) se nazyva , pokud < je
usporadani na A.
Dvojice (A, <) se nazyva , pokud < je

linearni usporadani na A.

m Linearné uspofadané mnoziny: (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <),...
(< znadi pfirozené usporadani na prislusném ciselném oboru)

m Usporddana mnozina (P({a, b, c}), Q)

m Usporddana mnozina (N, {(1,/),(i,i) | i € N})
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Priklad

Priklad
m UvaZme mnoZinu P({1,2,...,10}) s relaci < definovanou pro
X, Y eP({1,2,...,10}) jako
X <Y pokud X ma nejvyse tolik prvku jako Y.
m Je (P({1,2,...,10}), <) uspofadana mnozina?
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Hasselv diagram

m Graficka reprezentace kone¢nych uspofadanych mnozin.

m Pouzil Henry Gustav Vogt v roce 1895, zpopularizoval Helmut
Hasse (1898—-1979)

Hasseuv diagram reprezentujici uspofadanou mnozinu (A, <) je
graf, kde

m vrcholy jsou prvky A

m z avede hrana nahoru do b, pokud a < b, a # b a neexistuje ¢
spliujicia< c < b.
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Hasselv diagram: priklady

Potencni mnozina mnoziny {a, b, ¢} s relaci inkluze (podmnozina),
tj. (P({a, b, c}). ©).
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Hasselv diagram: priklady

Potencni mnozina mnoziny {a, b, ¢} s relaci inkluze (podmnozina),
tj. (P({a, b, c}). ©).

{a,b,c}

{a, b} {a,c} {b,c}

| <

{a} {b} {c}

~.
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Hasselv diagram: priklady

o W

Mnozina vSech délitelll Cisla 60 usporadanych relaci délitelnost.
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Hasselv diagram: priklady

Mnozina vSech délitelll Cisla 60 usporadanych relaci délitelnost.

N
AT
| > >~

~ 7
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Nejvétsi, nejmensi, maximalni a minimalni prvek

Necht (A, <) je usporadané mnoZina. Prvek a € A je

] , jestlize pro vSechna b € A plati b < a,

] , jestlize pro vSechna b € A plati a < b,

] , jestlize pro véechnab € Aplatia< b — a= b,
[ ] , jestlize pro vSechna b € Aplatib<a — a=b.

m Existuje-li v mnoZiné nejvétsi prvek, pak je jediny. Navic je
i maximalni a neexistuje jiny maximalni prvek.

m Existuje-li v linearné usporadané mnoziné maximalni prvek,
pak je to i prvek nejvetsi.

m Analogie plati i pro nejmensi a minimalni prvky.

m Existuji usp. mnoziny bez nejvétsiho a bez maximalniho prvku?
A co mnoziny bez nejvétsiho prvku, ale s maximalnimi prvky?
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Zobrazeni
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Zobrazeni

Definice (Zobrazeni)

mnoZiny A do mnoZiny B, psano f : A — B je relace
f C A x B takova, Ze pro kazdé a € A existuje prave jedno b € B
splnujici (a, b) € f.
Mnozinu véech zobrazeni z A do B znadime BA.

m Misto (a, b) € f obvykle piSeme f(a) = b, aje , b

m Nékdy se misto “pravé jedno” pozaduje “nejvySe jedno”. Tim se
definuje neboli zobrazeni z A do B.
Pokud pro a € A neexistuje b € B splnuijici (a, b) € f, fikame, za
zobrazeni f neni pro a definovano a piSeme f(a) = L.

m Chceme-li zdUraznit, Ze zobrazeni neni ¢astecné, nazveme ho

m Zobrazeni se také nazyva
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Injekce a surjekce

Definice (Injekce a surjekce)
Zobrazeni f : A— B se nazyva
m prosté (injektivni, injekce), jestlize f(ay) = f(a2) = a; = ap,

m zobrazeni A na mnoZinu B (surjekiivni, surjekce), jestlize pro
kazdé b € B existuje a € A splriujici f(a) = b,

Priklady
m f: N — N, kde f(x) = 2x je prosté, ale neni surjektivni.
m f: N — {1}, kde f(x) = 1 je surjektivni, ale neni prosté.
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Bijekce

Definice (Injekce a surjekce)

Zobrazeni f : A — B se nazyva bijekiivni nebo bijekce, jestlize je
soucasné prosté i surjektivni.

Mnoziny A, B nazveme izomorini, jestliZze existuje bijekce f : A — B,
piseme A= B.

Priklady

mf:{1,2,3} - {3,4,5}, kde f(x) = x + 2 je bijekce.
m Mnoziny N a Z jsou izomorfni.
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m Pojmy definicni obor, obor hodnot zGstavaji stejné jako u relaci.
m Inverzni relace k zobrazeni nemusi byt zobrazeni.

m Inverzni relace k bijekci je bijekce.

m Skladani zobrazeni se definuje stejné jako skladani relaci.

m Identita na A je bijekce.
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Vlastnosti bijekci

Nechtf: A— Bag: B— C jsou bijekce. Plati
mflof=idgafof'=idp,
m () =1
m gofjebijekcea(gof) ' =Ff"og™,
mfoidp=f=idgof.
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Mohutnost
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Mohutnost mnoziny

Definice

JestliZe existuje bijekce mezi mnoZinami A, B (tj. A= B), pak také
fikamé, Ze A a B maji .

Definice (Konec€nost)
MnoZina A je , jestlize ma stejnou mohutnost jako néktera z
mnozinn={0,1,2,...,n— 1}, kde n € w. V opacném pripadé je
mnoZina

m Mohutnosti mnoziny A rozumime “pocet prvki v mnoziné A” a
znacime |A|.

m Pro kone¢né mnoziny plati |A x B| = |A| - |B|.
m Mnoziny Z a 2Z = {2x | x € Z} maji stejnou mohutnost nebot
zobrazeni f : Z — 27 dané predpisem f(x) = 2x je bijekce.
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Spocetné mnoziny

Definice (Spocetnost)

MnoZina, ktera ma stejnou mohutnost jako w se nazyva
MnozZina, ktera je kone¢na nebo spocetna se nazyva
. Ostatni mnoZiny jsou

Nékdy se jako spocetna mnozina oznacuje kazda mnozina, ktera
ma stejnou mohutnost jako libovolna podmnozina w, tedy i kazda
koneCna mnozina je spocetna.

Hratky s nekone¢nem: spocetny hotel.
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Spocetné mnoziny

Véta
Mnoziny N a Z jsou spocetné.

Dulkaz
Existuji bijekce f : w -+ N a g : w — Z dané predpisem:

je-li n sudé

n
2
—-221 je-linliché

f(x)=x+1 g(n):{
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Spocetnost racionalnich Cisel

Véta
MnozZina Q je spocetna.

Dukaz

Staci dokazat pro kladna rac. ¢isla Q" (déle dle dukazu pro Z).
Reprezentujme Q* nekoneénou tabulkou: v i-tém fadku jsou
sefazeny vSechny vykracené zlomky s Citatelem i.

1T 1T
2 3 4
2 2 2
2 55 3
3 3 3
3 3 71 3

Cisla sefadime do posloupnosti po diagonalach: 1,5,2,1,2.3,. ...
Nyni staci €islu z w pfifadit ¢islo z Q@ na pfislusné pozici. Tim je
popsana bijekce a Q" je spocetna. O
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Cantorova véta

Véta (Cantorova véeta)

Mnoziny A a P(A) nikdy nemaji stejnou mohutnost.

Dulikaz
Necht A a P(A) maji stejnou mohutnost, tj. necht f : A — P(A) je
bijekce. Polozme
B={acA|a¢f(a)}.
Jelikoz B C A a f je bijekce, musi existovat b € A takové, ze
f(b) = B. Pak plati
beB < b¢B

a to je spor. O

Tedy existuji mnoziny, které jsou nespocetné: napr. P(N).
(Tato mnozina zjevné neni konec¢na.)
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Mohutnost realnych Cisel

MnozZina R je nespocetna.

Ukazeme, Ze i interval redlnych Cisel [0,1] je nespocCetny.
Pfedpokladame, Ze existuje bijekce f : w — [0, 1]. Nasleduijici
(nekonec¢nd) tabulka tedy obsahuje vSechna Cisla z [0,1].

fO) = 0, 510
f1) = 0, 4 1 3
f) = 0, 8 2 4
r =0 6 25

Zkonstruujeme Cislo r, které se bude liSit od kazdého Cisla v tabulce
(alespon v cislici na diagonale). Jelikoz r je Cislo z [0,1] a neni v

tabulce, dostavame spor.

O
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