
Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum grafu

Pr̊uzkum grafu

Everything on earth can be found, if only you do not let yourself be put off
searching. Philemon of Syracuse (ca. 360 BC–264 BC)

pro daný graf G a vrchol s grafu je ćılem
• navšt́ıvit všechny vrcholy grafu dosažitelné z vrcholu s, resp.
• navšt́ıvit všechny vrcholy grafu

pr̊uzkum realizovat maximálně efektivně, tj. se složitost́ı O(V + E)
(vyhnout se opakovaným návštěvám )

jaké daľśı informace o grafu zjist́ıme v pr̊uběhu pr̊uzkumu???
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum grafu

Pr̊uzkum grafu do š́ı̌rky vs do hloubky

Theseus si p̌red bludǐstěm uváže jeden konec nitě na strom a vsouṕı dovniťr.
V prvńım vrcholu (ǩrižovatce) si vybere jednu možnou cestu / hranu a projde po
ńı do daľśıho vrcholu. Aby Theseus neměl zmatek v tom, které hrany už prošel,
tak si všechny hrany, které procháźı označuje ǩŕıdou – a to na obou konćıch.
V každém vrcholu, do kterého Theseus doraźı, provede následuj́ıćı:

Pokud na zemi najde položenou nit’, tak v́ı, že už ve vrcholu byl a že se do
něj p̌ri namotáváńı nitě zase vrát́ı. Odlož́ı tedy daľśı prozkoumáváńı tohoto
vrcholu na později, provede čelem vzad a začne namotávat nit’ na klubko. To
ho dovede zpátky do p̌redchoźıho vrcholu.

Pokud na zemi žádnou nit’ nenajde, tak se vydá prvńı možnou neprošlou
hranou. Pokud by taková hrana neexistovala, tak je vrchol zcela prozkoumán.
V tom p̌ŕıpadě Theseus neztráćı čas a začne namotávat nit’ na klubko. T́ım se
dostane zpátky do p̌redchoźıho vrcholu.

T́ımto postupem prozkoumá celé bludǐstě a nakonec se vrát́ı do výchoźıho
vrcholu.6

6Jakub Černý: Základńı grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum grafu

Pr̊uzkum grafu do š́ı̌rky vs do hloubky

implementace

ǩŕıda proměnná označuj́ıćı jestli jsme hranu prošli

klubko položená nit’ vyznačuje cestu z výchoźıho do aktuálńıho vrcholu, cestu si
pamatujeme jako posloupnost vrchol̊u na této cestě. Pro uložeńı cesty
použijeme zásobńık. Odmotáváńı nitě odpov́ıdá p̌ridáńı vrcholu do zásobńıka.
Namotáváńı nitě p̌ri návratu zpět odpov́ıdá odebráńı vrcholu ze zásobńıku.
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum grafu

Pr̊uzkum grafu do š́ı̌rky vs do hloubky

Tento pr̊uchod (prohledáńı grafu) si můžeme p̌redstavit tak, že se do výchoźıho
vrcholu postav́ı miliarda trpasĺık̊u a všichni naráz začnou prohledávat graf. Když se
cesta rozděĺı, tak se rozděĺı i dav ř́ıt́ıćı se hranou. Předpokládáme, že všechny
hrany jsou stejně dlouhé. Graf prozkoumáváme

”
po vlnách“. V prvńı vlně se

všichni trpasĺıci dostanou do vrchol̊u, dokterých vede z výchoźıho vrcholu hrana.
V druhé vlně se dostanou do vrchol̊u, které jsou ve vzdálenosti 2 od výchoźıho
vrcholu. Podobně v k-té vlně se všichni trpasĺıci dostanou do vrchol̊u ve
vzdálenosti k od výchoźıho vrcholu. Kv̊uli těmto vlnám se někdy pr̊uchodu do
š́ı̌rky ř́ıka algoritmus vlny. 7

implementace

V poč́ıtači vlny nasimulujeme tak, že p̌ri vstupu do nového vrcholu ulož́ıme
všechny s ńım soused́ıćı vrcholy do fronty. Frontu pr̊uběžně zpracováváme.

7Jakub Černý: Základńı grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

Pr̊uzkum do š́ı̌rky - strategie

ćılem je prozkoumat všechny vrcholy dosažitelné z daného iniciálńıho vrcholu s

postupujeme od iniciálńıho vrcholu s po vrstvách

nejďŕıve prozkoumáme všechny vrcholy dosažitelné z s po 1 hraně

pak všechny vrcholy dosažitelné po 2 hranách, po 3 hranách atd.

pro manipulaci s vrcholy použ́ıváme prioritńı frontu Q

v ∈ Q právě když byl dosažen (objeven) ale ještě nebyl prozkoumán
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

Pr̊uzkum do š́ı̌rky - p̌ŕıklad
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

Pr̊uzkum do š́ı̌rky - atributy vrcholu
v.color

v pr̊uběhu výpočtu je vrchol postupně objeven (je zǎrazen do fronty) a
prozkoumán (všechny soused́ıćı vrcholy jsou objeveny)

vrchol má černou barvu právě když je dosažitelný z iniciálńıho vrcholu a byl
již prozkoumán

vrchol má šedivou barvu právě když je dosažitelný z iniciálńıho vrcholu, byl
již objeven, ale nebyl ještě prozkoumán

vrchol má b́ılou barvu právě když neńı dosažitelný z iniciálńıho vrcholu
anebo ještě nebyl objeven

v.π

vrchol, ze kterého byl v objeven

v.d

délka (počet hran) cesty z s do v, na které byl v objeven
(= délka nejkraťśı cesty z s do v )
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

Pr̊uzkum do š́ı̌rky - implementace

BFS(G, s)

1 foreach u ∈ V \ {s}
2 do u.color ← white; u.d←∞; u.π ← Nil od
3 s.color ← gray; s.d← 0; s.π ← Nil
4 Q← ∅
5 Enqueue(Q, s)
6 while Q 6= ∅ do
7 u← Dequeue(Q)
8 foreach v ∈ Adj[u] do
9 if v.color = white

10 then v.color ← gray
11 v.d← u.d+ 1
12 v.π ← u
13 Enqueue(Q, v) fi
14 u.color ← black od
15 od
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

BFS a nejkraťśı cesty v neohodnoceném grafu

Nejkraťśı cesta v neohodnoceném grafu

Délka nejkraťśı cesty z s do v, znač́ıme δ(s, v), je definována jako minimálńı počet
hran na cestě z s do v. Když neexistuje žádná cesta z s do v, tak δ(s, v) =∞.

Nejkraťśı cestou z s do v je každá cesta z s do v která má δ(s, v) hran.
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

BFS a nejkraťśı cesty v neohodnoceném grafu
Věta 12

Necht’ G = (V,E) je graf a s ∈ V jeho vrchol, na které aplikujeme algoritmus
BFS. Pak po ukončeńı výpočtu pro každý vrchol v ∈ V plat́ı

v.d = δ(s, v)

.dokážeme indukćı podle hodnoty v.d

1 vrchol s má s.d = 0 a nejkraťśı cesta z s do s má nula hran

2 p̌redpokládejme, že pro všechny vrcholy s hodnotou v.d ≤ k je v.d délka
nejkraťśı cesty do v

3 poťrebujeme ukázat indukčńı krok a to je, že každý vrchol v s v.d = k + 1
lež́ı ve vzdálenosti k + 1 od s
� pokud ne, tak existuje kraťśı cesta z s do v a necht’ (w, v) je posledńı
hrana na tého cestě
� w.d < k
� potom se ale měl algoritmus p̌ri zpracováváńı vrcholu w pod́ıvat na hranu
(w, v) a nastavit hodnotu v.d na w.d+ 1
� w.d+ 1 < k + 1, spor
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

BFS strom a nejkraťśı cesty

algoritmus BFS definuje p̌res atributy π graf p̌redch̊udc̊u
formálně: pro graf G = (V,E) a iniciálńı vrchol s je graf p̌redchůdc̊u
Gπ = (Vπ, Eπ) definovaný p̌redpisem

Vπ = {v ∈ V | v.π 6= Nil} ∪ {s}
Eπ = {(v.π, v) | v ∈ Vπ \ {s}}

graf p̌redchůdc̊u se nazývá BFS strom

BFS strom je kostrou grafu
pro každý vrchol v ∈ Vπ obsahuje BFS strom jedinou cestu z s do v, která je
současně nejkraťśı cestou z s do v
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graf a jeho dva r̊uzné BFS stromy
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do š́ı̌rky

Aplikace a algoritmy využ́ıvaj́ıćı BFS

Peer to Peer Networks

Crawlers in Search Engines

Social Networking Websites - hledáńı osob ve vzdálenosti nejv́ıce k

GPS navigačńı systémy

broadcasting

garbage collection

Fordův Fulkersonův algoritmus pro hledáńı maximálńıho toku v śıti

testováńı bipartitnosti
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum grafu do hloubky- motivace
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pǒrad́ı, v němž BFS zkoumá vrcholy, netvǒŕı souvislou cestu v grafu
IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 317 / 390



Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Formulace problému

pr̊uzkum do š́ı̌rky a stejně tak i pr̊uzkum do hloubky je možné použ́ıt bud’

k prozkoumáńı té části grafu, která je dosažitelná z iniciálńıho vrcholu, anebo
k prozkoumáńı celého grafu

pr̊uzkum se dá aplikovat na orientované i neorientované grafy

prezentace pr̊uzkumu do hloubky p̌redpokládá, že
• vstupem je orientovaný graf a
• ćılem je prozkoumat celý graf
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum do hloubky - strategie

na začátku výpočtu a vždy po dokončeńı pr̊uzkumu vybereme jeden z dosud
neprozkoumaných vrchol̊u a zvoĺıme ho za nový iniciálńı vrchol

označ iniciálńı vrchol jako objevený

vyber neprozkoumanou hranu (u, v), která vycháźı z naposledy objeveného
vrcholu u, a když jej́ı koncový vrchol v ještě nebyl prozkoumán, tak ho označ
jako objevený

když všechny hrany vycházej́ıćı z naposledy objeveného vrcholu u byly
prozkoumány, tak ukonči pr̊uzkum vrcholu u a pokračuj vrcholem, ze kterého
byl vrchol u objeven

pr̊uzkum konč́ı když jsou prozkoumány všechny vrcholy dosažitelné
z iniciálńıho vrcholu

pro manipulaci s vrcholy použ́ıváme zásobńık
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum grafu do hloubky - p̌ŕıklad
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IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 320 / 390



Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum do hloubky - atributy vrcholu
v.color

vrchol má černou barvu právě když je dosažitelný z iniciálńıho vrcholu a byl
již prozkoumán, tj. byly prozkoumány všechny hrany vycházej́ıćı z vrcholu

vrchol má šedivou barvu právě když je dosažitelný z iniciálńıho vrcholu, byl
již objeven, ale nebyl ještě prozkoumán

vrchol má b́ılou barvu právě když neńı dosažitelný z iniciálńıho vrcholu
anebo ještě nebyl objeven

v.π

vrchol, ze kterého byl v objeven

v.d

časová značka, která zaznamenává čas prvńı návštěvy vrcholu
(discovery time)

v.f

časová značka, která zaznamenává čas ukončeńı pr̊uzkumu vrcholu
(finishing time)
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum do hloubky - implementace
DFS(G)

1 foreach u ∈ V do u.color ← white; u.π ← Nil od
2 time← 0
3 foreach u ∈ V do
4 if u.color = white then Dfs Visit(G, u) fi od

DFS Visit(G, u)

1 time← time+ 1
2 u.d← time
3 u.color ← gray
4 foreach v ∈ Adj[u] do
5 if v.color = white then v.π ← u
6 Dfs Visit(G, v) fi od
7 u.color ← black
8 time← time+ 1
9 u.f ← time
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Pr̊uzkum do hloubky - iterativńı implementace

DFS Iterative Visit(G, u)

1 S ← ∅
2 S.push(u)
3 time← time+ 1; u.d← time
4 u.color ← gray
5 while S 6= ∅ do
6 u← S.pop()
7 if existuje hrana (u, v) taková, že v.color = white
8 then S.push(u)
9 S.push(v)

10 v.color ← gray
11 v.π ← u
12 time← time+ 1; v.d← time
13 else u.color ← black
14 time← time+ 1; u.f ← time fi od
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

DFS strom

analogicky jako u BFS definuj́ı atributy .π graf p̌redchůdc̊u

protože prohledáváme celý graf, který nemuśı být nutně souvislý, graf
p̌redchůdc̊u je DFS les, který se skládá z DFS stromů

Gπ = (V,Eπ)

Eπ = {(v.π, v) | v ∈ V a v.π 6= Nil}

IB002 Algoritmy a datové struktury I Jaro 2018 325 / 390



Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

DFS - vlastnosti časových značek

časové značky, které DFS p̌rǐrad́ı vrchol̊um grafu, obsahuj́ı informace o struktǔre
grafu a DFS stromů

pro každý vrchol u plat́ı u.d < u.f

s každým vrcholem u je asociovaný interval [u.d, u.f ]

časové značky určuj́ı uspǒrádáńı vrchol̊u

preoder uspǒrádáńı podle značky .d (discovery time) v rostoućım pǒrad́ı

postorder uspǒrádáńı podle značky .f (finishing time) v rostoućım pǒrad́ı

reverse postorder uspǒrádáńı podle značky .f (finishing time) v klesaj́ıćım pǒrad́ı
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

DFS - klasifikace hran
stromová hrana (tree edge) je hrana (u, v) obsažená v DFS lese

p̌ri pr̊uzkumu hrany je vrchol v b́ılý
u.d < v.d < v.f < u.f

zpětná hrana (back edge) je hrana (u, v) která spojuje vrchol u s jeho
p̌redchůdcem v v DFS stromu
p̌ri pr̊uzkumu hrany je vrchol v šedivý
v.d < u.d < u.f < v.f

dop̌redná hrana ( forward edge) je hrana (u, v), která nepaťŕı do DFS stromu a
která spojuje vrchol u s jeho následńıkem v DFS stromu
p̌ri pr̊uzkumu hrany je vrchol v černý
u.d < v.d < v.f < u.f

p̌ŕıčná hrana (cross edge) všechny ostatńı hrany
p̌ri pr̊uzkumu hrany je vrchol v černý
v.d < v.f < u.d < u.f

všechny hrany v neorientovaném grafu jsou bud’ stromové anebo zpětné
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Časové značky a klasifikace hran - p̌ŕıklad
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stromové hrany jsou zvýrazněné, zpětné hrany jsou označeny ṕısmenem B,
dop̌redné ṕısmenem F a p̌ŕıčné ṕısmenem C
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Pr̊uzkum graf̊u a grafová souvislost Pr̊uzkum do hloubky

Aplikace a algoritmy využ́ıvaj́ıćı DFS

topologické uspǒrádáńı

komponenty souvislosti

artikulace a mosty

testováńı planarity

hledáńı cesty v bludǐsti

generováńı bludǐstě
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