Prizkum grafii a grafovd souvislost

Prizkum grafu

Everything on earth can be found, if only you do not let yourself be put off
searching. Philemon of Syracuse (ca. 360 BC-264 BC)

m pro dany graf G a vrchol s grafu je cilem
e navitivit vdechny vrcholy grafu dosaZitelné z vrcholu s, resp.
e navstivit vdechny vrcholy grafu

m priizkum realizovat maximalné efektivng, tj. se sloZitosti O(V + E)
(vyhnout se opakovanym ndvstévam )

® jaké dalsi informace o grafu zjistime v prib&hu prizkumu???

1B002 Algoritmy a datové struktury |



Prizkum grafu do Sitky vs do hloubky

Theseus si pred bludistém uvaZe jeden konec nité& na strom a vsoupi dovnitF.

V prvnim vrcholu (k¥iZovatce) si vybere jednu moZnou cestu / hranu a projde po
ni do dalsiho vrcholu. Aby Theseus nemél zmatek v tom, které hrany uZ prosel,
tak si vSechny hrany, které prochazi oznaluje kfidou — a to na obou koncich.

V kaZdém vrcholu, do kterého Theseus dorazi, provede nasledujici:

m Pokud na zemi najde poloZenou nit, tak vi, Ze uZ ve vrcholu byl a Ze se do
né&j p¥i namotdvani nité& zase vrati. OdloZi tedy dalsi prozkoumavani tohoto
vrcholu na pozdé&ji, provede Eelem vzad a zaéne namotdvat nit na klubko. To

ho dovede zpatky do predchoziho vrcholu.

m Pokud na zemi Z3dnou nit nenajde, tak se vydd prvni moZnou neproglou
hranou. Pokud by takova hrana neexistovala, tak je vrchol zcela prozkouman.
V tom piipadé Theseus neztrdci ¢as a zalne namotavat nit na klubko. Tim se
dostane zpatky do pFedchoziho vrcholu.

Timto postupem prozkoumd celé bludisté a nakonec se vrati do vychoziho
vrcholu.®

6Jakub Cerny: Zakladni grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Prizkum grafu do Sitky vs do hloubky

implementace
k¥ida proménna oznalujici jestli jsme hranu prosli

klubko poloZena nit vyznatuje cestu z vychoziho do aktuélniho vrcholu, cestu si
pamatujeme jako posloupnost vrcholl na této cesté. Pro uloZeni cesty
pouZijeme zdsobnik. Odmotadvani nité odpovida pfidani vrcholu do zdsobnika.
Namotdvani nité p¥i ndvratu zpét odpovida odebrani vrcholu ze zasobniku.
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Prizkum grafu do Sitky vs do hloubky

Tento priichod (prohledani grafu) si miZeme pFedstavit tak, Ze se do vychoziho
vrcholu postavi miliarda trpasliki a vsichni nardz za¢nou prohledavat graf. KdyZ se
cesta rozdéli, tak se rozdéli i dav Fitici se hranou. PFedpokladame, Ze vSechny
hrany jsou stejné dlouhé. Graf prozkoumadvame ,,po vindch"”. V prvni viné se
vSichni trpaslici dostanou do vrcholl, dokterych vede z vychoziho vrcholu hrana.
V druhé viné se dostanou do vrcholii, které jsou ve vzdalenosti 2 od vychoziho
vrcholu. Podobné v k-té viné se vsichni trpaslici dostanou do vrcholii ve
vzdalenosti k od vychoziho vrcholu. Kviili témto vinam se nékdy priichodu do
Sitky Fika algoritmus viny. *

implementace

V potitadi viny nasimulujeme tak, Ze p¥i vstupu do nového vrcholu uloZime
v8echny s nim sousedici vrcholy do fronty. Frontu prib&Zn& zpracovavame.

7Jakub Cerny: Zakladni grafové algoritmy http://kam.mff.cuni.cz/~kuba/ka
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Prizkum do Sitky - strategie

cilem je prozkoumat vSechny vrcholy dosaZitelné z daného inicidlniho vrcholu s

m postupujeme od inicidlniho vrcholu s po vrstvach

m nejd¥ive prozkoumdame vSechny vrcholy dosaZitelné z s po 1 hrané
m pak v8echny vrcholy dosaZitelné po 2 hrandch, po 3 hrandch atd.

® pro manipulaci s vrcholy pouZivdme prioritni frontu @

m v € Q pravé kdy? byl dosaZen (objeven) ale jest& nebyl prozkouman
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Prizkum do Sirky - priklad
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Prizkum do Sifky - atributy vrcholu

v.color

m v prib&hu vypottu je vrchol postupné& objeven (je zafazen do fronty) a
prozkouman (vZechny sousedici vrcholy jsou objeveny)

m vrchol ma €ernou barvu pravé kdyz je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu a byl
jiz prozkouman

m vrchol ma Sedivou barvu pravé kdyZ je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu, byl
JiZ objeven, ale nebyl jesté€ prozkouman

m vrchol ma bilou barvu pravé kdyZ neni dosaZitelny z inicidlniho vrcholu
anebo jesté nebyl objeven

V.

m vrchol, ze kterého byl v objeven

v.d

m délka (pocet hran) cesty z s do v, na které byl v objeven
(= délka nejkratsi cesty z s do v )
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Priizkum grafli a grafovd souvislost Priazkum do 3itky

Prizkum do Sitky - implementace

BFS(G, 5)

1 foreach v € V'\ {s}

2 do u.color < white; wu.d < oo; u.w < Nil od
3 s.color < gray; s.d <+ 0; s.m< Nil

4 Q0

5 Enqueue(Q, s)

¢ while Q # 0 do

7 u + Dequeue(Q)

8 foreach v € Adj[u] do

9 if v.color = white
10 then v.color < gray
11 v.d < u.d+1
12 VT U
13 Enqueue(Q,v) fi
14 u.color < black od
15 od
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

BFS a nejkratsi cesty v neohodnoceném grafu

Nejkratsi cesta v neohodnoceném grafu

Délka nejkratsi cesty z s do v, zna&ime d(s,v), je definovdna jako minimalni pocet
hran na cesté z s do v. KdyZ neexistuje 24dnd cesta z s do v, tak d(s,v) = co.

Nejkratsi cestou z s do v je kazdd cesta z s do v kterd ma d(s,v) hran.
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Priizkum grafli a grafovd souvislost Priazkum do 3itky

BFS a nejkrats$i cesty v neohodnoceném grafu

Véta 12

Necht G = (V,E) je graf a s € V jeho vrchol, na které aplikujeme algoritmus
BFS. Pak po ukonéeni vypoctu pro kaZdy vrchol v € V plati

v.d = 0(s,v)

dokaZeme indukci podle hodnoty v.d
vrchol s ma s.d = 0 a nejkratsi cesta z s do s ma nula hran

predpokladejme, Ze pro v8echny vrcholy s hodnotou v.d < k je v.d délka
nejkratsi cesty do v

potfebujeme ukdzat indukéni krok a to je, Ze kaZzdy vrchol v sv.d =k +1
leZi ve vzdalenosti K+ 1 od s
B pokud ne, tak existuje krat3i cesta z s do v a necht (w,v) je posledni
hrana na tého cest&
Bwd<k
B potom se ale mé&l algoritmus p¥i zpracovavani vrcholu w podivat na hranu
(w,v) a nastavit hodnotu v.d na w.d + 1
B wd+1<k—+1, spor
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

BFS strom a nejkrats$i cesty

m algoritmus BF'S definuje ptes atributy m graf pfedchidci
m formaln&: pro graf G = (V, E) a inicidlni vrchol s je graf p¥edchidci
Gr = (Vir, E;) definovany predpisem
Ve ={veV|vrm#Nil}U({s}
E, ={(vm,v)|veV\{s}}
m graf predchidci se nazyvd BFS strom

m BFS strom je kostrou grafu

m pro kaZdy vrchol v € V. obsahuje BFS strom jedinou cestu z s do v, kterd je
soucasné nejkratsi cestou z s do v

Ty, o

graf a jeho dva riizné BFS stromy
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Aplikace a algoritmy vyuzivajici BFS

m Peer to Peer Networks

m Crawlers in Search Engines

m Social Networking Websites - hleddni osob ve vzdilenosti nejvice k
m GPS navigaéni systémy

m broadcasting

m garbage collection

m Fordiv Fulkersontiv algoritmus pro hleddni maximalniho toku v siti

m testovani bipartitnosti
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

Prazkum grafu do hloubky- motivace

©—0O - ]

pofadi, v némZ BFS zkoumd vrcholy, netvoFi souvislou cestu v grafu
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Formulace problému

m priizkum do %i¥ky a stejn& tak i priizkum do hloubky je mozné pouzit bud
k prozkoumani té &asti grafu, ktera je dosaZitelnd z inicidlniho vrcholu, anebo
k prozkoumani celého grafu

m prizkum se da aplikovat na orientované i neorientované grafy

m prezentace prizkumu do hloubky pfedpoklada, Ze
e vstupem je orientovany graf a
e cilem je prozkoumat cely graf
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Prizkum do hloubky - strategie

na zacatku vypoltu a vZzdy po dokon&eni priizkumu vybereme jeden z dosud
neprozkoumanych vrcholil a zvolime ho za novy inicialni vrchol
oznac inicialni vrchol jako objeveny

vyber neprozkoumanou hranu (u,v), kterd vychazi z naposledy objeveného
vrcholu u, a kdyZ jeji koncovy vrchol v jesté nebyl prozkouman, tak ho oznac
jako objeveny

kdyZ v8echny hrany vychazejici z naposledy objeveného vrcholu u byly
prozkoumdny, tak ukon&i priizkum vrcholu u a pokraduj vrcholem, ze kterého
byl vrchol u objeven

prizkum koné&i kdyZ jsou prozkoumdny vechny vrcholy dosaZitelné
z inicidlniho vrcholu

pro manipulaci s vrcholy pouZivdme zdsobnik

1B002 Algoritmy a datové struktury | Jaro 2018 319 / 390



Priizkum grafii a grafovd souvislost

Prazkum grafu do hloubky - p¥iklad

21,24

22,23

W0—0©
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Prizkum do hloubky - atributy vrcholu

v.color
m vrchol ma €ernou barvu pravé kdyz je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu a byl
JiZ prozkouman, tj. byly prozkoumany v8echny hrany vychazejici z vrcholu
m vrchol ma Sedivou barvu pravé kdyZ je dosaZitelny z inicidlniho vrcholu, byl
JjiZ objeven, ale nebyl jest& prozkouman
m vrchol ma bilou barvu pravé kdyZ neni dosaZitelny z inicidlniho vrcholu
anebo jesté nebyl objeven

V.
m vrchol, ze kterého byl v objeven

v.d
m Casova znacka, kterd zaznamendva €as prvni navitévy vrcholu
(discovery time)

v.f
m Casovd znalka, kterd zaznamendvd ¢as ukonéeni prizkumu vrcholu
(finishing time)



Priizkum grafli a grafovd souvislost Priazkum do hloubky

Prizkum do hloubky - implementace
DFS(G)

1 foreach u € V do u.color < white; wu.w < Nil od
2 time < 0

s foreach u € V do

4 if u.color = white then DFs_VIsSIT(G, u) fi od

DFS_Visit(G, u)

1 time < time + 1

2 u.d < time

3 wu.color < gray

4 foreach v € Adj[u] do

5  if v.color = white then v.7m < u

6 DFs_VisIT(G,v) fi od
7 u.color < black

8 time < time + 1

9 u.f < time
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Priizkum grafli a grafovd souvislost Priazkum do hloubky

Prizkum do hloubky - iterativni implementace

DFS_lterative_Visit(G, u)

18«0

2 S.push(u)

3 time < time + 1; u.d < time
4 u.color < gray

5 while S # () do

6 u + S.pop()
7 if existuje hrana (u,v) takovd, ze v.color = white
8 then S.push(u)
9 S.push(v)
10 v.color < gray
11 VT U
12 time < time + 1; v.d < time
13 else u.color < black
14 time < time + 1; u.f < time fi od
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

DFS strom

m analogicky jako u BFS definuji atributy .7 graf pfedchiidci

m protoZe prohledavame cely graf, ktery nemusi byt nutn& souvisly, graf
predchiidci je DFS les, ktery se skldda z DFS stromi

G, =(V,E;)

E.={(vm,v)|veVavm+#Nil}
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Prizkum grafii a grafovd souvislost

DFS - vlastnosti ¢asovych znacek

Casové znacky, které DFS pfifadi vrcholim grafu, obsahuji informace o struktute
grafu a DFS stromi

m pro kazdy vrchol u plati u.d < u.f

m s kazdym vrcholem u je asociovany interval [u.d, u. f]

Casové znacky uréuji usporadani vrcholl

preoder uspofadani podle znatky .d (discovery time) v rostoucim poradf
postorder uspofadani podle znatky .f (finishing time) v rostoucim potadi
reverse postorder uspo¥adani podle znakky .f (finishing time) v klesajicim potadi
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DFS - klasifikace hran

stromova hrana (tree edge) je hrana (u,v) obsaZenad v DFS lese
p¥i prazkumu hrany je vrchol v bily
u.d <vd<v.f<u.f

zpétna hrana (back edge) je hrana (u,v) kterd spojuje vrchol u s jeho
pfedchidcem v v DFS stromu
pfi prizkumu hrany je vrchol v Sedivy
vd <ud<uf<of

dopfedna hrana ( forward edge) je hrana (u,v), kterd nepat¥i do DFS stromu a
kterd spojuje vrchol u s jeho naslednikem v DFS stromu
pfi prizkumu hrany je vrchol v &erny
ud<vd<ovf<uf

pFicna hrana (cross edge) viechny ostatni hrany
p¥i prazkumu hrany je vrchol v &erny
vd <v.f <ud<u.f

vdechny hrany v neorientovaném grafu jsou bud stromové anebo zpétné



Prizkum grafii a grafovd souvislost

Casové znatky a klasifikace hran - p¥iklad

12345678 9101112131415 16
(s (z (v (& @) y)(w w)z) s)(t (v v)(uu)t)

stromové hrany jsou zvyraznéné, zp&tné hrany jsou oznaleny pismenem B,
dopfedné pismenem F a p¥i¢né pismenem C
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Aplikace a algoritmy vyuzivajici DFS

topologické usporadani
komponenty souvislosti
artikulace a mosty
testovani planarity
hledani cesty v bludisti

generovani bludisté
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