Dynamické pole s pridavanim prvkt na konec

Méme datovou strukturu dynamického pole s jedinou operaci Insert, ktera pridava prvky na konec.
Dynamické pole si drz{ dva tdaje — velikost (podet prvki, size) a kapacitu (rozmér alokované paméti,
capacity). Na pocatku nemd pole alokovanu Zadnou pamét — jeho velikost i kapacita je 0. Operace
Insert funguje nasledovné:

o Je-li kapacita rovna 0, alokuj pamét o kapacité 1.

e Je-li aktualni velikost rovna kapacité, alokuj novou pamét o dvojnasobné kapacité, presun do ni
vSechny prvky ze staré paméti a dealokuj starou pamét.

e Vloz prvek na konec pole a zvétsi velikost pole o 1.

Pro velikost a kapacitu dynamického pole P budeme déle pouzivat notaci size(P) a capacity(P).
Cena operace Insert je ddna nésledovné (cena je dédna pouze presuny prvki, alokaci/dealokaci paméti
do sloZitosti pro zjednoduseni nepoéitdme):

o Pokud size(P) = capacity(P), pak Insert stoji size(P) + 1.

o Jinak Insert stoji 1.

Dokazeme nyni metodou potencidlové funkce, ze amortizovand slozitost Insert je konstantni, tedy ze
libovolna posloupnost operaci Insert délky n mé slozitost v O(n).

Vhodna potencidlova funkce musi byt dostatecné vysokd pfed provedenim ,drahého® Insertu a
dostatecné nizkd po ném. Zaroven nesmi nikdy klesnout pod svou pocatecni hodnotu.

Zvolime potencidlovou funkci ®(P) = 2 - size(P) — capacity(P). Po¢éteéni hodnota této potencidlové
funkce je 0; zaroven je jasné, ze nikdy v pribéhu vykonavani Insertit nebude hodnota potencialové funkce
mens{ nez 0, protoZe je implementaci operace Insert zarucéeno, ze vzdy plati size(P) > capacity(P)/2.

Zbyva tedy spocitat amortizovanou cenu ¢. operace Insert, pro vSechna ¢ od 1 do n. Budeme pouzivat
nasledujici notaci: P; zna¢i stav dynamického pole po provedeni i. operace. Poc¢atecni stav pole je tedy
oznacen Fy.

wLevny* Insert: Plati size(P;,_1) < capacity(P;—1) a skuteénd cena Insertu je ¢; = 1. Po proveden{
Insertu pak vime, ze capacity(P;) = capacity(P;—1) a size(P;) = size(P;—1) + 1. Pak plati:
=1+ (2 size(P;) — capacity(P;)) — (2 - size(P;_1) — capacity(P;i_1))
=14 (2 (size(P;—1) + 1) — capacity(P;—1)) — (2 - size(P;—1) — capacity(P;—1))
=14+2=3

»Drahy“ Insert: Plati size(P,_1) = capacity(P;—1) a skutecnd cena Insertu je ¢; = size(P;—1) + 1.
Po provedeni Insertu pak vime, 7e capacity(P;) > 2 - capacity(P;_1)* a size(P;) = size(P;_1) + 1. Pak
plati:

= (size(Pi—1) + 1) + (2 - size(P;) — capacity(P;)) — (2 - size(P;,—1) — capacity(P;i—1))
(size(Pi—1) + 1) + (2 - (size(Pi—1) + 1) — 2 - capacity(P;—1)) — (2 - size(Pi—1) — capacity(P;_1))
= size(P;—1) + 1+ 2 — capacity(Pi—1) = 3

IN

Ve vSech pfipadech je tedy ¢; shora omezeno konstantou 3, a proto Y, ¢; <>." & <3-n € O(n).

Dynamické pole s odebiranim prvkit z konce

Nejjednodussi varianta bez zmensovani

Nejjednodussi moznost je pri mazani pole nijak nezmensovat. Operace Delete je pak vzdy zarucené
konstantni, pricemz slozitost operace Insert se nijak nezhorsi. Striktné vzato bychom ale pfi analyze

1To zahrnuje jak piipad s capacity(P;—1) = 0, kdy capacity(P;) = 1, tak ptipad s capacity(P;—1) > 0, kdy
capacity(P;) = 2 - capacity(P;—1). VSimnéte si, ze z tohoto diivodu se v ndsledujicim vypoctu objevi <.



amortizované sloZitost nemohli pouzit difve uvedenou potencidlovou funkci (protoze uz nebude nutné
platit size(P) > capacity(P)/2). Vhodnd potencidlova funkce je v tomto ptipadé tato:

B(P) = 2 - size(P) — capacity(P) pokud je size(P) > capacity(P)/2
1o jinak

Vypocet ¢ ve vsech pfipadech (je tfeba uvazovat obé operace!) nechdvame ¢tendfi jako cviceni.

Spatna varianta se zmensovanim

Uvazujme nyni nasledujici moznost: Delete smaze posledni prvek a pokud tim zaplnéni dynamického
pole kleslo pod polovinu, alokuje se nova pamét poloviéniho rozméru a prvky se do ni presunou.
Ukézeme, zZe tato varianta nemé dobrou amortizovanou slozitost; konkrétné ukazeme, ze existuje
posloupnost n operaci Insert a Delete takova, jejiz celkova slozitost je v €2(n?). Skutecna cena Delete
je pfi zmensSovani pole rovna size(P).

Necht k je nejblizs{ mocnina dvou mensi nez nebo rovna n/2, tj. k = 2! pro néjaké piirozené i takové,
7e 2 < n/2 < 2iT1 = 2. k. Posloupnost operaci sestavime nésledovné:

e Nejprve kkrat provedeme operaci Insert.

o Naésledné |(n — k)/4]krét provedeme ¢tverici Insert, Delete, Delete, Insert.

o Pokud jesté nemdme posloupnost délky n, doplnfme ji do délky n operacemi Insert (tyto operace
budou maximalné 3).

Je zfejmé, ze po k provedenich operace Insert bude dynamické pole mit velikost i kapacitu rovnu k.
Cenu téchto operaci ignorujeme (snazime se nyni urcit dolni odhad slozitosti, takze si to muzeme
dovolit).

Cena kazdé ¢tverice v druhé ¢éasti posloupnosti je nasledujici: k£ + 1 za prvni Insert, 1 za prvni Delete,
k za druhy Delete (pfesun vSech prvki), 1 za druhy Insert. Dohromady alespoii (k). Takovychto
¢tvefic je v nasi posloupnosti |(n — k)/4]. Dolni odhad pro tento pocet je:

[(n=k)/4] = (n = k)/4 = (n—(n/2))/4 = n/8.

Celkova cena posloupnosti je tedy alespon k - (n/8). Protoze n/2 < 2 -k, plati n/4 < k a cena
posloupnosti je tedy alespoii (n/4) - (n/8), coz patii do Q(n?).

Poznamka: Vsimnéte si, Zze i v tomto pripadé je operace Insert amortizované konstantni, pokud
bychom ji uvazovali oddélené. Stejné tak operace Delete je amortizované konstantni, pokud bychom
ji uvazovali oddélené (napf. tak, Ze zac¢indme s dostateéné velkym polem, na némz voldme pouze
posloupnost operaci Delete). Je zde tedy vidét, ze méme-li vic operaci, neni mozné urcovat jejich
amortizovanou slozitost ,,po castech”, ale je tfeba je uvazovat vSechny zaroven.

Spravna varianta se zmensovanim

Uvazujme nyni nasledujici variantu: Delete smaze posledni prvek a pokud tim zaplnéni dynamického
pole klesne presné na ctvrtinu, alokujeme novou pamét polovicniho rozméru a presuneme prvky do
nové paméti. Pole o kapacité mensi nez 4 (tj. 1 nebo 2) nebudeme zmensovat vibec. Cena operace
Delete je size(P), pokud capacity(P) > 4 a size(P) = capacity(P)/4 + 1, jinak je 1.

Dokazeme nyni metodou potencidlové funkce, ze amortizovana slozitost obou operaci Insert i Delete je
konstantni, tedy Ze libovolnd posloupnost operaci Insert a Delete délky n ma slozitost v O(n).

Vhodna potencidlova funkce musi byt dostatecné vysoka pred provedenim jakékoli ,,drahé“ operace
(tj. kdyz je pole plné nebo kdyz se jeho zaplnéni bliz{ ¢tvrting) a dostateéné nizkd po provedeni této
operace (tj. kdyZ je pole zaplnéné do poloviny).

Potencialova funkce uvedend v prvni ¢asti tohoto dokumentu spliuje jen ¢ast téchto pozadavkl. Zkusime
to vytesit tim, Ze ji zavieme do absolutni hodnoty. Definujme tedy ®(P) = |2 - size(P) — capacity(P)|.
Pocétecni hodnota této funkce je 0; ze nikdy neklesne pod 0 je ddno vlastnosti absolutni hodnoty.

Zbyvéa spoditat amortizovanou cenu i. operace (coZ muze byt Insert nebo Delete), pro vSechna i
od 1 do n. Pouzivame stejnou notaci jako v prvnim prikladu. Je tfeba uvazit vSechny moznosti.



Nezapominejte, ze ukazujeme horni odhad slozitosti a staci nam tedy, kdyz bude amortizovana cena
¢; shora ohranicend ndmi poZadovanou funkci (v tomto pfipadé konstantou).

wLevny“ Insert: Plati size(P;,_1) < capacity(P;—1) a skute¢nd cena Insertu je ¢; = 1. Po provedeni
Insertu vime, Ze capacity(P;) = capacity(P;_1) a size(P;) = size(P;—1) + 1. Pak plati:
& =ci+@(P;) — ®(P-1)
=1+ |2- size(P;) — capacity(P;)| — |2 - size(P;_1) — capacity(P;—1)]
=142 (size(Pi—1) + 1) — capacity(Pi—1)| — |2 - size(P;—1) — capacity(P;—1)|
=142 size(P;—1) — capacity(Pi—1) + 2| — |2 - size(P;—1) — capacity(P;—1)|
V tuto chvili je tfeba dalsi vypocet rozvétvit podle toho, jak se realizuji absolutni hodnoty v nasem
vyrazu. Prvni moZnost: size(P;—1) > capacity(P;—1)/2. V tom pfipadé pak jsou vyrazy uvnitt obou
absolutnich hodnot nezdporné a muzeme pokracovat takto:
¢ =14 (2 size(Pi—1) — capacity(P;—1) + 2) — (2 - size(P;—1) — capacity(P;i_1))
=14+2=3
Druhé moznost: size(P;—1) < capacity(P;—1)/2. V tom prfipade jsou vyrazy uvniti obou absolutnich
hodnot nekladné (zde je dilezité si uvédomit, ze size(P;_1) je celé &islo) a muzeme pokradovat takto
(v8imnéte si vymény znamének):
¢ =1— (2 size(P,—1) — capacity(P;—1) + 2) + (2 - size(P;—1) — capacity(P;_1))
—1-2=-1
Vadi nam néjak, ze nam vyslo zdporné cislo? Nevadi, stale je to konstanta.
wDrahy* Insert: Plati size(P;—1) = capacity(P;—1) a skutecna cena Insertu je ¢; = size(P;—1) + 1.
Po provedeni Insertu pak vime, ze capacity(P;) > 2 capacity(P;—1) (viz pozndmku v prvnim piikladu)
a size(P;) = size(P;—1) + 1. Pak plati:
& = ci+ ®(F) — ®(Pi1)
(size(Pi—1) + 1) + |2 - size(P;) — capacity(P;)| — |2 - size(P;—1) — capacity(P;_1)]
= (size(Pi—1) + 1) + (2 - size(P;) — capacity(P;)) — (2 - size(P;,—1) — capacity(P;—1))
(size(Pi—1) + 1) + (2 - (size(Pi—1) + 1) — 2 - capacity(P;—1)) — (2 - size(Pi—1) — capacity(P;—_1))
size(Pi—1) + 1+ 2 — capacity(Pi—1) = 3

IN

Krok od druhého k tfetimu fadku si muzeme dovolit, protoze vime, Ze size(P;_1) > capacity(P;—1)/2
a totéz plati pro P;.

wLevny“ Delete: Plati bud capacity(P;—1) < 4 nebo size(Pi—1) > capacity(P;—1)/4. Skutecna
cena Delete je 1. Po provedeni Delete pak vime, ze capacity(P;) = capacity(Pi—1) a size(P;) =
max(size(P;—1) — 1,0) (z prazdného pole zfejmé neni mozno nic odebrat). Nejdfive vyfesime situaci
capacity(P;_1) < 4
& =ci+®(P;) — (Pi-1)
=1+ |2 size(P;) — capacity(P;)| — |2 - size(P;—1) — capacity(P;_1)]
Z¥ejmé prvn{ absolutni hodnota nemuze byt vétsl nez 3 (dé se snadno ovéfit vyzkouSenim vech
moznych hodnot size(P;) < capacity(P;) < 4). Zaroveni druhé absolutni hodnota nemtze byt mensi
nez 0 (to je vlastnost absolutni hodnoty). Proto miizeme néas vyraz omezit takto:
¢ <14+3-0=4
(Jisté, presnéjsi vypocet by ndm tento vyraz omezil vice, ale pro¢? Pocitame asymptotickou sloZitost,
tedy ndm nezélezi na velikosti konstanty.)
Déle vytesime situaci capacity(P;—1) > 4. Nyni jisté vime, Ze size(P;_1) = size(P;—1) — 1.
Ci=c; + (I’(PZ) — @(Pi—l)

=142 size(P;) — capacity(P;)| — |2 - size(P;—1) — capacity(P;—1)]

=1+ |2 (size(Pi—1) — 1) — capacity(Pi—1)| — |2 - size(P;—1) — capacity(P;—1)|

=1+ |2 size(Pi—1) — capacity(P;—1) — 2| — |2 - size(P;—1) — capacity(P;_1)|



Podobné jako vyse u ,levného“ Insertu, musime nyni vypocet rozvétvit podle toho, jak se realizuji
absolutni hodnoty. Prvni moznost: size(P;—1) > capacity(P;—1)/2. V tom piipadé jsou vyrazy uvnitt
obou absolutnich hodnot nezaporné:

¢ =14 (2 size(P;—1) — capacity(P;—1) — 2) — (2 - size(P;—1) — capacity(P;_1))
—1-2=-1

Druhd moznost: size(P;—1) < capacity(P;—1)/2. V tom piipadé jsou vyrazy uvnitt obou absolutnich
hodnot nekladné:
¢ =1— (2 size(Pi—1) — capacity(P;—1) — 2) 4+ (2 - size(P;—1) — capacity(P;i_1))
=14+2=3

»Drahy* Delete: Plati capacity(P;_1) > 4, size(P;_1) = capacity(P;_1)/4+1 a skutecnd cena Delete
je size(P;_1). Vime, Ze po provedeni Delete plati size(P;) = size(P;—1) — 1 = capacity(P;_1)/4 a
capacity(P;) = capacity(P;—1)/2.

&=+ @(F;) — ®(F-1)

= size(P;—1) + |2 - size(P;) — capacity(P;)| — |2 - size(P;—1) — capacity(P;_1)]

= size(P;_1) + |2 - capacity(P;—1)/4 — capacity(P;—1)/2| — |2 - size(P;—1) — capacity(P;—1)|
= size(P;_1) + 0 — |2 - size(P;—1) — capacity(P;_1)]

(Piz1)/4+1) — |2 (capacity(P;—1)/4 + 1) — capacity(P;—1)|

capacity(Pi—1)/4 + 1 — |2 — capacity(P;—1)/2|

(capacity

Vyraz uvniti zbyvajici absolutni hodnoty je nekladny (vime, Ze capacity(P;—1) > 4) a proto pokracujeme
takto:
¢ = capacity(Pi—1)/4 + 1+ (2 — capacity(P;—1)/2)

=3 — capacity(Pi_1)/4 <3
Vsimnéte si, ze nam nijak nevadi, Ze nam vysel vyraz, ktery je zavisly na kapacité dynamického pole.
Podstatné je, ze tento vyraz umime shora omezit konstantou, v tomto piipadé 3.

Ve vSech ptipadech je tedy ¢; shora omezeno konstantou 4, a proto Y ., ¢; <>." & <4-n € O(n).
(Ano, pokud bychom byli pfesnéjsi, mohlo ndm vyjit 3 - n, ale zajima néds asymptotickd slozitost.)
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