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Uvod

Vzdélenost v grafu

Pro pfipomenuti:
o Délka cesty v neohodnoceném grafu je rovna poctu hran na

této cesté.
@ Vzdalenost d(u, v) vrchold u, v v grafu je délka nejkratsi cesty

z u do v.
@ Vzdalenost mezi dvéma vrcholy nemusi byt v pripadé
orientovaného grafu symetricka.

Obrazek: Nejkratsi cety z u do v a naopak se lisi.




Uvod

Vzdélenost v ohodnoceném grafu

V realnych aplikacich hledani nejkratsich cest jsou hrany grafu
obvykle néjdkym zplsobem ohodnoceny - napf. vzdalenosti mezi
mésty silni¢ni sité€, latence sitovych spoju.

Délka cesty v ohodnoceném grafu je rovna souctu ohodnoceni hran
na této cesté.

@ Vzdalenost vrcholll je opét rovna délce nejkratsi cesty.

@ Aby mél pojem vzdalenosti vyznam, v grafu nemize existovat
cyklus zaporné délky.



Uvod

Nejkratsi cesty a cykly

Véta

Pokud v grafu neexistuje cyklus zaporné nebo nulové délky, je nejkratsi
sled v grafu (nejkratsi) cestou.

Dukaz.

Necht je soucasti sledu s cyklus c. Tento cyklus ma zrejmé kladnou
délku. Potom existuje sled, ktery je ,podsledem® s a cyklus c je z néj
wvystrizen“. Jelikoz ¢ ma kladnou délku, je tento sled kratSi nez sled ¢
obsahujici. Takto Ize pokracovat a sled zkracovat, dokud obsahuje néjaké
cykly. Vysledny sled, ktery neobsahuje zadny cyklus, je cestou. O

V.

Obrézek: Nejkratsi sled je vyznacen Cervené. Delsi sledy vedou i po
modrych a zelenych hrandch a tvori cykly.




Nejkratsi cesty z jednoho vrcholu
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Dijkstrav algoritmus

o ,Klasicky" algoritmus hledani nejkratsi cesty.
@ Najde nejkratsi cesty z jednoho vrcholu do vSech ostatnich.
e Musi proto projit v8echny vrcholy.

@ Pracuje pro orientovany i neorientovany graf.

@ Vyjma nezdpornych cykl(i vyzaduje nezdporné ohodnoceni
vSech hran.

@ Linedrni pamétova slozitost.

o Casova slozitost zaleZi na pouzité datové strukture.
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Dijkstrav algoritmus — popis

@ Pocdatecni vrchol oznadime s.

@ Pro kazdy vrchol v grafu je udrZzovana hodnota d [v] — délka
nejkratsi nalezené cesty z s do v.
e Na podatku d[s]= 0 pro pocateéni vrchol a d[v]= oo pro
ostatni vrcholy.
e Po skonceni vypoctu obsahuje d[v] délku nejkratsi cesty
v grafu, pokud takova existuje, nebo co v opa¢ném pripadé.
@ Dale v proménné p[v] ukladdme predchidce vrcholu v na
doposud nalezené nejkratsi cesté z u.
e Pred vypoctem nastavime hodnotu p[v] jako nedefinovanou
pro vSechny vrcholy.
e Po skonceni vypoctu je nejkratsi cesta posloupnost vrchold
s, pl...plvl...1, ... plplvl], plvl, v.
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Dijkstrav algoritmus — popis

@ Vsechny vrcholy jsou rozdéleny do dvou vzajemné disjunktnich
mnozin:
e S obsahuje vSechny vrcholy, pro néz je v d[v] ulozena
definitivni nejkratsi cesta z s do v v grafu.
e @ obsahuje viechny ostatni vrcholy.

@ Vrcholy mnoziny @ jsou ukladany v prioritni fronté.
o Nejvyssi prioritu ma vrchol u s nejnizsi hodnotou d[u] — nelze

do néj jiz nalézt kratsi cestu nez ktera je aktualni.
o V kazdé iteraci jsou provedeny nasledujici kroky:

e Odstran vrchol u z pocatku fronty.
e Presuri vrchol u z mnozZiny Q do S.
Relaxuj v8echny hrany (u, v):
e Pokud d[v] > d[u] +w(u,v), uprav d[v].
e w(u,v) znalime ohodnoceni (weight) hrany (u, v).
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Dijkstriv algoritmus — pseudokdd

Vychdzime z pocatecniho vrcholu s, nek. znacdime co.

VloZz vSechny vrcholy do Q.

d[s] = 0; pls] = nedef;

Pro vSechny vrcholy v grafu vyjma pocatecniho:
| d[u]l = nek.

| plul = nedef.

Dokud neni Q préazdna:

| Odstraii z Q vrchol u s nejvy8si prioritou

| Pro v8echny hrany (u, v) proved:

| | Pokud d[v] > d[u] + w(u,v)

| | | dlv] = d[u] + w(a,v)

I 1| plvl =u
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Dijkstriv algoritmus — priklad

Obrazek: Vrcholy mnoziny @ jsou vyznaceny modre. Napravo od grafu je
zndzornén stav prioritni fronty.
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Dijkstrlv algoritmus — ¢asova slozitost

Oznaéme n = |V|,m = |E]|.
@ Inicializace je provedena v linedrnim case vzhledem k poctu vrchol(.
@ Kazdou hranou prochazi algoritmus vZdy pravé jednou nebo dvakrat
(v pFipadé neorientovaného grafu).
@ Hlavni cyklus je proveden vzdy nkrat.
@ Je tudiz provedeno vzdy pravé n vybérl z prioritni fronty.
@ Slozitost vybéru z fronty zalezi na jeji implementaci:

o Pole, seznam vrcholl — vybér Ize provést v linearnim case,
sloZitost celého algoritmu je tedy O(n?) + m.

o Binarni halda — vybér je proveden v &ase O(log(n)). P¥i kazdé
relaxaci hrany miZe dojit k aktualizaci haldy (O(log(n)),
celkova sloZitost je tak rovna O((n + m)log(n)).

e Fibonacciho halda — slozitost vybéru stejna jako v pfipadé
binarni haldy, slozitost Gpravy haldy pfi relaxaci je ovsem
konstantni — vyslednd sloZtiost algoritmu O(m + nlog(n)).
http://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_heap
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Dijkstrav algoritmus — vyuziti

Dijkstriv algoritmus je pouzivan v link-state smérovacich
protokolech. Ty pracuji na principu zasilani sousednich ,vrchol"
aktivnimi sitovymi prvky, které se smérovdni z(castni.
o Kazdy aktivni prvek periodicky rozesila seznam sousednich
vrchol(.
@ Ten je propagovan skrze sit ke vSem aktivnim prvkim.

o Kazdy aktivni prvek nezdvisle na ostatnivh vypocitd strom
nejkratsich cest do vSech ostatnich aktivnich prvki.

@ Riziko vznik( smycek v routovacich tabulkach.

Nejpouzivanéjsi link-state protokoly jsou OSPF a IS-IS. Oba
pouzivaji Dijkstriv algoritmus.
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A* algoritmus

@ Upraveny Dijkstriv algoritmus.

@ Pouziva se zejména k nalezeni cesty do jednoho vrcholu —
napf. navigace.

@ Krom délky nejkratsi cesty do kazdého vrcholu bere pri
vyhledavani v Gvahu i heuristicky odhad jeho vzdalenosti od
cile.

o Kazdé cesté je prifazen heuristicky odhad délky jako soulet
ohodnoceni jejich hran a heuristické ohodnoceni koncového
vrcholu.

@ Do prioritni fronty nejsou ukladany vrcholy grafu, ale cesty.

o Nejvyssi prioritu ma cesta s nejnizsim heuristickym
ohodnocenim.
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A* algoritmus

@ Pro kazdy vrchol je ulozeno, je-li jiz ,uzavien" Ci nikoliv, tzn.,
byl-li jiz navstiven, prozkouman odebranim z fronty nékteré
cesty v tomto vrcholu kondici.

Dijkstrav algoritmus lze pouzit také k nalezeni cety do jednoho
vrcholu grafu. Obvykle ale projde mnoho neperspektivnich vrcholi
— napt. pfi vyhledavéni trasy v mapé jde i opaénym smérem stejné
daleko, jak spravnym.

A* tyto vrchly eliminuje pomoci heuristiky, je-li vhodné zvolena.

o Casova sloZitost zalei na kvalité zvolené heuristiky — nejhiife
muze byt exponencialni, nejlépe polynomialni, a to vici délce
optimalni cesty.

@ Pamétova slozitost mize byt v nejhorsim pripadé také
exponencialni — existuje nékolik zlepsSujicich variant algoritmu.

Vice informaci v prednasce doc. Hlinéného:
http://video.fi.muni.cz/public/ITI/ITI2.avi



Nejkratsi cesty z jednoho vrcholu
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A* algoritmus — pseudokdd

Ozna¢me pocateéni vrchol s, koncovy c.

Ozna¢ vSechny vrcholy jako neuzavfené.

Inicializuj prioritni frontu Q vrcholem (cestou) s.
Dokud Q neni prézdna:

| Odstraii cestu p z Q.

| Necht x je koncovy vrchol p.
| Pokud x je uzavieny:

| | pokra&uj dalsi iteraci.

| Pokud x = c:
I

I

I

I

| Vrat cestu p jako vysledek.
Uzavri x.

Pro v8echny hrany (x, y):
| Vioez do fronty cestu p + (x, y)
Vrat zpravu o neexistenci cesty.
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Bellman-Ford algoritmus

Stejné jako Dijkstriv algoritmus vypocita vzdélenosti vSech
vrcholll grafu z jednoho zdroje.

Zakladni strukturou podobny Dijkstrovu algoritmu.
Graf smi obsahovat i zaporné ohodnocené hrany.

Cykly s celkovym zdpornym ohodnocenim jsou algoritmem
detekovany.

Namisto vybéru hrany k relaxaci v kazdé iteraci relaxuje
vSechny hrany.

Vyssi Casova slozitost nez Dijkstrav algoritmus — O(mn).
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Bellman-Ford — pseudokdd

Proménné d[v] a p[v] maji stejny vyznam jako u Dijkstrova
algoritmu. Pocet vrcholli grafu oznaéme n.

d[s] = 0; pls] = undef;

Pro v8echny vrcholy v grafu vyjma pocatecniho:
| d[ul = nek.

| plu]l = nedef.

Opakuj n-krat:

| Pro vSechny hrany (u,v):

| | Pokud d[v] > d[u] + w(u,v)

| | | dlv] = d[u] + w(a,v)

I | plvl =

Pro v8echny hrany (u,v) opakuj:
| Pokud d[v] > d[u] + w(u,v):
| | Chyba: graf obsahuje cyklus neg. vahy
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Bellman-Ford — priklad

Obrazek: Relaxované hrany v kazdém kroku jsou vyznaleny modre.
Napravo od grafu je vypsana délka nejkratsich cest do vrchold.
V posledni (nezobrazené) iteraci jiz nedojde k zddnym zménam.

a3 a3
b 7 b 7
c11 c9
d 20 d 20
e 14 e 12

a3 a3
b7 b7
c9 c9
d 18 d 16
e 10 e 10
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Bellman-Ford — aplikace

@ Bellman-Ford algoritmus je pouzivan v druhé tridé
smérovacich protokolli — distance-vector.

@ Namisto struktury celého grafu jsou mezi aktivnimi prvky
prendseny jim znamé vzdalenosti do ostatnich aktivnich prvki.

o Kazdy aktivni prvek periodicky rozesild tyto sobé znamé
vzdalenosti k ostatnim.

@ Obdrzi-li aktivni prvek tabulku vzdalenosti, provede relaxaci
hran, ptipadné aktualizuje svoji smérovaci tabulku a rozesle
svym sousediim.

%

@ Distance-vector protokoly maji nizsi vypocetni slozitost nez
link-state protokoly.

@ Nejznamé;jsimi distance-vector protokoly jsou RIP, BGP, EGP.



Cesty mezi véemi vrcholy
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Floyd-Warshalldv algoritmus

Vypocitava nejkratsi vzdalenost mezi vsemi dvojicemi vrcholil
v grafu.

o Graf maze obsahovat zdporné ohodnocené hrany, cykly
s celkovym zapornym ohodnocenim vedou k chybnému reseni.

Mezi kazdymi dvéma dvojicemi vrchol( postupné vylepsuje
nejkratsi znamou vzdalenost.

V kazdém kroku algoritmu je definovana mnozina vrchold,
kterymi je mozno nejkratsi cesty vést.

Kazdou iteraci je do této mnoziny pridan jeden vrchol.
2

V kazdé z n iteraci jsou aktualizovany cesty mezi vSemi n
dvojicemi vrcholti. Casov4 slozitost algoritmu je tedy O(n%).

o Pamétovd slozitost algoritmu je O(n?).



Cesty mezi véemi vrcholy
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Floyd-Warshalltv algoritmus — blizsi popis

@ Necht jsou vrcholy grafu ocislovany 1...n.

@ Nejprve algoritmus uvazuje pouze hrany grafu. Nasledné
prohleddva cesty prochdazejici pouze vrcholem 1. Poté cesty
prochazejici pouze vrcholy 1, 2, atd.

@ Mezi kazdymi dvéma vrcholy u, v je v k + 1. iteraci algoritmu
zndma cesta vyuzivajici vrchold 1... k.

@ Pro nejkratsi cestu mezi témito vrcholy vyuZzivajici vrcholl
1...k+1 jsou dvé moznosti:

o Vede opét pouze po vrcholech 1... k.
e Vede po vrcholech 1... k z u do vrcholu k + 1 a z néj poté
dov.

@ Na konci vypoCtu jsou znamy nejkratsi cety vyuZivajici vSech
vrchollid grafu.
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Floyd-WarshallGv algoritmus — pseudokdd

@ V matici 4 na pozici d[i] [j] je ulozena vypoctena
vzdalenost vrcholll i, j.

@ Vstupem je graf v podobé matice sousednosti, kde jednotlivé
prvky znaci ohodnoceni hrany nebo oo

Pro vSechna k od 1 do n:
| Pro v8echna i od 1 do n:
| | Pro viechna j od 1 do n:

[ 11 dlil[j] = minimum(d[i] [j], d[il[k] + d[x][j1)



Cesty mezi véemi vrcholy
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Floyd-Warshalltv algoritmus — priklad

Obrazek: Vrcholy, kterymi mohou vést cesty, jsou vyznaceny. Matice
udava nejkratsi nalezené vzdalenosti mezi dvojicemi vrchold.

4

123 45 12345
1 0184127 1 018 411 7
218 07 57 218 022 525
347073 3 422 07 3
412 57 02 411 57 0 2
5 727320 5 725 320

12345 12345
1 018 412 ? 1 016 411 7
218 022 57 216 012 5 7
3 422 073 3 412 07 3
412 57 02 411 57 02
5 72 72320 5 77320

12345 12345
1 018 412 ? 014 4 9 7
218 022 57 14 010 5 7
3 422 073 410 0 5 3
412 57 02 95502
5 72 72320 77320
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Distribuovany Floyd-Warshall

Vyhodou Floyd-Warshallova algoritmu je jeho snadna aplikace
v distribuovaném prostredi — mezi autonomnimi jednotkami, které
si mohou informace predavat jen pomoci zasilani zprav po siti.
@ Kazdy vrchol grafu vypocitava nejkratsi cesty do vsech
ostatnich vrcholi grafu.

@ Na zacatku zna kazdy vrchol jen cestu do svych sousedi.

@ Stejné jako v sekvendni varianté algoritmu, kazd3 iterace
algoritmu pridava jeden vrchol, kterym mohou prochazet
hledané nejkratsi cesty.

@ Pridany vrchol v kazdé iteraci rozesle svoji tabulku vzdalenosti
ostatnim vrcholim grafu.

@ Ostatni vrcholy pomoci své a prijaté tabulky aktualizuji
nejkratsi cesty do vSech vrchold.
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Distribuovany Floyd-Warshall — pseudokéd

Algoritmus je spustén ve vrcholu u.

d[u] = 0; p[u]l = nedef.

Pro vSechny ostatni vrcholy v:

| Je-1i v sousedni vrchol:

| | dlv] = w(u,v); plv]

| Jinak:

| | dlv] = nekon.; plv] = nedef;

Dokud nebyly vybrany vSechny vrcholy:
Vyber doposud nevybrany vrchol v.

v

Pokud u = v:
| Roze3li ostatnim vrcholdém pole d.

| P¥ijmi od vrcholu v jeho pole dv.

I

I

I

| Jinak:
I

| Pro v3echny vrcholy w:
I

| dlw] = minimum(d[w], d[v]+dv[w]), uprav plv].
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Distribuovany Floyd-Warshall

@ Pro spravnost algoritmu je nutné, aby vSechny vypocetni uzly
(vrcholy grafu) vybraly vzdy stejny vrchol, ktery poté rozesila
svoji tabulku vzdalenosti.

@ Algoritmus je neefektivni z hlediska mnozZstvi zasilanych dat.
Pokud v nékterém vrcholu plati d[v]= oo pro pravé vybrany
vrchol v, jeho cesty se nijak neupravi a nemusi mu tedy byt
zasilana tabulka vzdalenosti tohoto vrcholu.

@ Pred rozeslanim tabulky vzddlenosti se mohou vrcholy
vzajemné informovat, které maji obdrZet tuto tabulku
s vyrazné nizsimi naroky na prenesend data < Touegliv
algoritmus.
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Cviéeni

© Na grafu nize vypocitejte nejkratsi cesty pouzitim Dijkstrova,
Bellman-Fordova a Floyd-Warshallova algoritmu. V pripadé
prvnich dvou pouZijte riizné pocatecni vrcholy.

© Navrhnéte zplsob implementace nastinéného vylepseni
distribuovaného Floyd-Warshallova algoritmu. UvaZujte, ze
vypocetni uzly mohou zasilat zpravy jen po hranach grafu
(broadcasting je implementovan preposilanim zprdv mezi

uzly).
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Cviéeni

© Proc nepracuje Dijkstriv algoritmus korektné na grafech
obsahujicich zaporné ohodnocené hrany? K jakym vysledkim
muze dojit, je-li na takovém grafu spustén?

@ Dokazte tvrzeni, oznacované také jako trojihelnikova
nerovnost v grafech:

Vu,v,w € V(G) : 6(u,w) < §(u, v) + (v, w)

© Necht vstupem Bellman-Fordova algoritmu je graf, v némz
kazda nejkratsi cesta obsahuje nejvySe k hran. Navrhnéte
Gpravu algoritmu umoznujici ukoncit vypocet po k + 1
iteracich.
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