1 Transformace integralu

Priklad 1.
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Necht’ ¢ je takova funkce, Ze ¢’ je spojitd a nenulovd na intervalu [a, b]. Obecné dostdvame vzorec:

»(b) t
A(a)f(x)dx—‘dx_ e \ /f /(1) dt

to odpovida

Priklad 2.

Oznacme I = [a, b], pak plati
f(a) da = / Fe®) - 16/ (1) dt.
(1)

Pro¢ absolutni hodnota? ProtoZe neménime orientaci na intervalu I (neuvazjeme integral od b do a).
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Necht' F'(a,b) = (g(a,b), h(a,b)) je regularni zobrazeni, pak

/ / (2, ) dzdy = / /A F(g(a,b), h(a,b) -

2 Transformace nahodné velic¢iny

Ja
det (ha hb)‘ da db.

Necht' Y = h(X), kde h je bijekce. Pak plati:

Fy(y)=P{weQ|Y(w) <y}) =
=P{weQ|hX)<y}) =
=P{weQ| X eh (-00,y)}) =

z/ fx(@)dz =
H(—o0,y)

/ Fx(h(t)) - B ()] dt

fy () = fx (W™ () - W (y)].

Co kdy h neni bijekce? Uvazme napiiklad transformaci Y = X2.

Fy(y)=P(Y <y)=P(X*<y)=P(X|< ) =P(-\y < X < V) = P(X < \fy) - P(X < — /) =
= Fx(Vy) = Fx(=vy)

Odtud

Odtud

0 y <0

Py ) = {Fx(\/z?) —Fx—\§ y=0

Vime, Ze hustota je derivaci kumulativni distribu¢ni funkce, proto

Ix (VY +Fx(=v9)
Ve~ V2 >0
fry) = { 2y

0 y <0



3 Transformace nahodnych vektoru

Je-li h reguldrni a prosté zobrazeni s jakobidnem J, pak podobné jako vySe mdme pro Y = h(X). Oznalme
M = Hi(—OO, yi)’ pa-k

e = [ e [0 ool ax

Odtud
fr(y) = fx(h'(¥)) - [Jn(y)].

ZejménaproY = a+ B - X, kde B je regularni matice

1
a)): | det B|”

fr(y)=fx(B ' (y -

Jaké ma toto vyuZziti?
Priklad 3. Vyjadfete hustotu ndhodné veli¢iny Y = X7 + X5 v zdvislosti na hustotich fx, a fx,.

Reseni. Polozme Y = Y7 a uvaZzme transformaci

v (1 1\ (X
Yo) \0 1 X5 )’
tj. Y: = X; + Xo, Yo = X5, Pfitom
1
1 1 1 1 1 -1
o t)=re (1) -6

fr (i, y2) = fx(y1 — 2, 92)

chceme hustotu pro Y7, proto marginalizujeme:

Odtud

Iyvi(y1) = /_ Ix (W1 — Y2, y2) dyo

Jsou-li déle X7, X2 nezavislé ndhodné veliCiny, pak

Ivi(p) = [ Ix,(y —y2) - fx, (y2) dy2

4 Transformace normalniho rozdéleni

4.1 Jednorozmérny pripad

Piipometime hustotu normalniho rozdé&leni X ~ N (u, 0?)

Uvazme transformaci Y = a + bX, pak
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Tedy Y ~ N(a + bu,b*0?). Zejména pro U = % dostdvame standardizované normdlni rozdélen.



4.2 Vicerozmérny pripad
Necht X ~ N(u,X). Hustota vicerozmérného normélniho rozdélent je tvaru:
F(x)=(2m)"% - (det D)2 - g 2w 2T Gmm)
kde p je tentokrat vektor stfednich hodnot, X je kovarian¢ni matice (zejména je symetrickd a pozitivné definitni).
UvaZme nyni transformaci Y = a + BX.

1

fr(y)=fx(B 'y —a))- i -

~5 . (detX)"7 - |det B|" - e~ 3BT BB (y—a)—u)T ST (BT B(BT (y—a)—p) _

Tedy Y ~ N(a + Bu, BEBT).

Vsimnéme si, Ze pokud X7, ..., X, jsou nezavislé, pak X je diagondlni matice. Ddle pro libovolnou kovarian¢n{
matici ¥ platf, Ze existuje matice B takovd, e BY.B” je diagondln.

Vime, Ze nulov4 kovariance neznamend nezavislost (korelace vyjadfuje miru linedrni zavislosti, jiny typ zavislosti
muZe nastat i u nulové korelace). Nicméné maji-li dvé normélné rozdélené ndhodné proménné X, X5 nulovou
kovarianci, pak je 3 diagondlni a plati

fX1,X2(m1’x2) = fX1 (.7;1) : sz(m2)7

coZ ale znamend, 7Ze X; a X5 jsou nezdvislé. Tedy dvé normdlné rozdélené ndhodné proménné jsou nezdvislé
pravé tehdy, kdyZ maji nulovou kovarianci (tj. jsou linearné nezavislé).

Jsou-li X1,...,X, nezavislé, B je ortonormdlni matice (tj. B - BT = I)aY = BX, pak také Y7,...,Y,, jsou
nezavislé.

5 Gamma a Beta funkce

Definice. Pro z > 0 definujeme
I(z) = / t* et dt.
0

Dale pro z > 0 ay > 0 definujeme

B(a,y) = /1tm—1 A=),
0

Gamma funkce se definuje pro z € C \ {0,—1,...} jako holomorfni rozsifeni integrdlu vySe. Beta funkce se
definuje, pokud redlné ¢asti obou proménnych jsou kladné.
Véta 1 (Vlastnosti Gamma a Beta funkci).

1. T(z+1) =z -T'(x)

2. (1) =1

3. B(z,y) = B(y,x)

4. B(z,y) = Fﬁ;g@)})

5. T(3) = VA

N

Diikaz.



1. Perpartes: T(z 4+ 1) = [Tt e~ tdt = [t - e P +a- [Tt e tdt =2 ['(z)

2.T() = [ b emtdt = [[Tetdt =[P =0—(-1) =1
3. Substitucer =1 —1¢
= [t t=— —r) cr¥idr= | Y- (L —=r)" " dr = By, x).
Olasl yld 11 yld Olyl]_ zld B
4. I'(z)-T(y) = foo trteeTtdt e [T rv e dr = [ [Tt v e R de dr = . :taz(laﬁ b)’ =
e % —a a= - (1=0b)Y . a®* Y= e7%da =
= [ [ (ab) — b)) lem| —aldbda = [} " (1= b tdb- [ amtvleod
= B(z,y) (x+y)
5. F(%)2:F(1)'B(%% fo mdb—lw—b—fl=fj%\/h=ff%\/%=ly=2wl=

|y—bll’lt|—f7 cos t-dt _‘/‘5 cos t dtzﬂ'

f 1 z m —Z |cost|
6 \? rozdéleni a studentovo rozdéleni

Definice (y? rozdéleni). Rekneme, Ze ndhodn4 veli¢ina X méd x? rozdéleni s n > 0 stupni volnosti, pokud jeji
hustota m4 tvar

25l 3® >0
fx@) =4 2Fre U7
0 <0
Véta 2. Necht’ Uy, ..., U, jsou nezdvislé ndhodné veliiny se standardizovanym normdlnim rozdélenim, pak

n
D U ~xP(n)
=1

Diikaz. Nejprve dokaZme tvrzeni pro n = 1. VyuZijeme difve odvozeného vzorce, Ze pro Y = U? plati

fu(V9)+fu(=v¥)
oW EIv=ve) - >
fr(y) = {0 2y

y < 0.
Pro y > 0 tedy plati
o) = gom o= (e et = ey
YW=E5 s Ver 25 1(3)"

Dale indukci:
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Definice (Studentovo rozd€lent). Rekneme, 7e ndhodn4 veli¢ina X md Studentovo ¢ rozd&leni o n > 0 stupnich
volnosti, pokud jeji hustota je tvaru

T (2t 2 =
fx(z) = 2 - -n2<—|—1)
AR CYRYED

I )T
B(33)

PiSeme X ~ t(n).

Véta 3. Necht ndhodné veli¢iny U ~ N(0,1) a K ~ x'(n) jsou nezdvislé. Pak ndhodnd veli¢ina

NG
T="TK

~ t(n).

Diikaz. Nejdiive je potfeba odvodit vztah pro podil nezavislych nahodnych veli¢in. Uvazme ndhodny vektor
(X1, X5), kde X5 > 0 a transformaci Y, = %, Yo = Xo, tj. X; = ¥1¥2 X, = Y5, Jakobidn transformace je

(&
tedy
Y2 Y1
o\ ¥
det<0 1>_c'

Odtud potom (s vyuZitim nezavislosti) dostdvdme marginalizaci

Py = [ e (B2) - o) 2] e

Protoze ndhodna veli¢ina X5 je kladn4, tak
I Y1y2
ri(y) = */ fx (7) fx2(y2) - y2 dyo
Cc Jo &
Jeste potfebujeme spocitat hustotu ndhodné veliciny v K. Pro y > 0 tedy mame
2

Frel) = PVE <) =P <) = [ 2

Potiebujeme, aby meze §ly pouze do %, zvolme tedy transformaci z = ¢

odtud




7 Rozdéleni statistik odvozenych od norméalniho rozdéleni

Vétad. Necht’ X1, ..., X, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veli¢iny, X1, ..., X, ~ N(u,0?). Oznacme
> X
i=1

1 _
52 = Z (X, — X )2 .

n—14
i=1

X:

S|

Pak plati
1. X ~N (u, U—:)

2. U =% /n~N(0,1),

o

30K =2318% ~ \2(n—1),
4. T =21 /n~t(n—1).

Poznamenejme, Ze

n o\ 2
n—1 Xi—X
K=—-5"= - :

Kdybychom misto X vzali skute¢nou stiedni hodnotu, tak by vysledek dopadl velmi podobné:




