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P¥iklady problémi teorie Cisel

@ problém prvociselnych dvojéat — rozhodnout, zda existuje
nekone¢né mnoho prvolisel p takovych, Ze i p 4 2 je prvocislo,

o problém existence lichého dokonalého ¢&isla — tj. &isla jehoz
soucet délitelli je roven dvojndsobku tohoto ¢&isla

e Goldbachova hypotéza (rozhodnout, zda kazdé sudé &islo vétsi
neZ 2 je mozno psat jako soulet dvou prvocisel),

o velkd Fermatova véta (Fermat's Last Theorem) — rozhodnout,
zda existuji pfirozend &isla n, x, y, z tak, Ze n > 2 a plati
x" 4 y™" = z"; Pierre de Fermat jej formuloval cca 1637,
vyresil Andrew Wiles v roce 1995.
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diofantické rovnice

Bruce Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosna past 3 maji za
kol zlikvidovat bombu pomoci 4 galonl vody, pfi¢emZ k dispozici
maji pouze nadoby na 3, resp. 5 galond.

Maji tedy vytesit nad celymi &isly rovnici
3k + 50 =4.

To asi zvlddneme — nap¥. tak, Ze si v§imneme, Ze 5¢ musi davat po
d&leni 3 zbytek 1. Je tedy ¢ = 2 + 3t pro jakékoliv celé t (protoze
je pFi politani "az na nasobky tfi" pétka totéz co dvojka a ta je
sama sob& inverznim prvkem).

Dosazenim spocteme 3(k + 5t) = —6 a tedy volba t da YeSeni

(k,0) = (—2 — 5t,2 + 3t).

Umime to pro jakékoliv koeficienty? Jak by to dopadlo tfeba pro
2k + 40 =37
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Rekneme, Ze celé &islo a dé&li celé &islo b (neboli &islo b je dé&litelné
Cislem a, téZ b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé &islo ¢ tak,
Ze plati a- ¢ = b. Pi¥eme pak a | b.

alb AN blc = alc

albANalc = alb+c ANalb-c
c#0 = (a| b<= ac| bc)

albANb>0 = a<b
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Zjistéte, pro ktera p¥irozend &isla n je &islo n? + 1 d&litelné &islem
n+1.
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Déleni se zbytkem

Véta (o déleni celych &isel se zbytkem)

Pro libovolné zvolend &isla a € 7., m € N existuji’ jednoznacné
uréend &isla g € Z, r € {0,1,...,m — 1} tak, Ze a=gm+r.
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Dokazte, Ze jsou-li zbytky po dé&leni ¢isel a, b € Z &islem m € N
jedna, je jedna i zbytek po dé&leni &isla ab Cislem m.




Spole¢ni délitelé a a spole&né ndsobky

Plan prednéasky

© Spoletni délitelé a a spoletné nasobky



Spole¢ni délitelé a a spole&né ndsobky
©000000

Nejvétsi spoletny délitel (gcd)

Jednim z nejdileZit&jsich nastrojd vypoletni teorie Cisel je vypolet
nejvétsiho spoletného délitele. ProtoZe jde, jak si ukdZeme,

o relativn& rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
¢asto vyuZivana.
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Nejvétsi spoletny délitel (gcd)

Jednim z nejdileZit&jsich nastrojd vypoletni teorie Cisel je vypolet
nejvétsiho spoletného délitele. ProtoZe jde, jak si ukdZeme,

o relativn& rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
¢asto vyuZivana.

Definice

M&jme celd &isla a1, ap. Libovolné celé &islo m takové, Ze m | ay,
m | a> (resp. a1 | m, ap | m) se nazyva spolecny délitel (resp.
spole¢ny ndsobek) &isel aj, ap. Spoleény délitel (resp. ndsobek)

m > 0 &isel a1, ap, ktery je délitelny libovolnym spole¢nym
dé&litelem (resp. dé&li libovolny spoletny ndsobek) &isel aj, ap, se
nazyva nejvétsi spole¢ny délitel (resp. nejmensi spole¢ny ndsobek)
Cisel a1, ap a znadi se (a1, a2) (resp. [a1, a2]).




Spole¢ni délitelé a a spole&né ndsobky
0®00000

Poznamka

P¥imo z definice plyne, Ze pro libovolné a, b € Z plati
(a,b) = (b,a), [a,b] = [b, 3], (a,1) =1, [a,1] = |a|, (a,0) = |a],
[a,0] = 0.
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Poznamka

P¥imo z definice plyne, Ze pro libovolné a, b € Z plati
(a,b) = (b,a), [a,b] = [b, 3], (a,1) =1, [a,1] = |a|, (a,0) = |a],
[a,0] = 0.

Pozndmka

Analogicky se definuje i nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi
spole¢ny nasobek vice nez dvou celych &isel a snadno se ndsledn&
dokaze, Ze plati

(a1,---,an) = ((a1,---,an-1), an)

[a1,-..,an] = [[a1, .-, an-1], an]
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Eukliddv algoritmus

Véta (Euklidiv algoritmus)

Necht a1, ap jsou pFirozend &isla. Pro kaZdé n > 3, pro které

an—1 # 0, oznaéme a,, zbytek po déleni &isla a,_» Cislem a,_1. Pak
po kone¢ném poctu kroki dostaneme ax = 0 a plati

dk—1 = (al, 32).
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Vlastnosti gcd

Poznamka

Z definice, z pfedchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolnad a, b € Z
plati (a, b) = (a, —b) = (—a, b) = (—a, —b), plyne, Ze existuje
nejvétsi spole¢ny délitel libovolnych dvou celych &isel.
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Vlastnosti gcd

Poznamka

Z definice, z pfedchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolnad a, b € Z
plati (a, b) = (a, —b) = (—a, b) = (—a, —b), plyne, Ze existuje
nejvétsi spole¢ny délitel libovolnych dvou celych &isel.

Véta (Bezoutova)

Pro libovolna cela &isla a1, ap existuje jejich nejvétsi spolecny
délitel (a1, ap), pFitom existuji celd &isla ki, ko tak, Ze
(a1,a2) = ka1 + koao.
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Nejmensi spoleény ndsobek

Pro libovolna cela &isla a1, a» existuje jejich nejmensi spolecny
ndsobek [a1, a2] a plati (a1, a2) - [a1, 32] = |a1 - 32|
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Nesoudélnost

Cisla ai, ar,...,an € Z se nazyvaji nesoudélna, jestlize plati
(a1, a0,...,a,) = 1. Cisla a1, ap, ..., a, € Z se nazyvaji po dvou
nesoudélna, jestlize pro kazdé i, j takové, Ze 1 < j < j < n, plati
(a,-, aj) =1.

Poznamka

V ptipadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne

z nesoudé&lnosti po dvou nesoudélnost, ne viak naopak: naptiklad
¢isla 6, 10, 15 jsou nesoudélnd, ale nejsou nesoudélna po dvou,
nebot dokonce 73dn4 dvojice z nich vybrand nesoud&lna nent:
(6,10) =2, (6,15) = 3, (10,15) = 5.
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Pro libovolna pFirozena &isla a, b, ¢ plati
@ (ac,bc) =(a,b) - c,
Q@ jestlize a | be, (a,b) =1, pak a| c,
© d = (a, b) pravé tehdy, kdyZ existuji q1,q> € N tak, Ze
a=dq, b=dqg a(q1,q2)=1.
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