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PAO81:

O \éem to bude Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

O Tem to bude

& zajima nas chovani skutecného svéta

@ problémy prirodovédné, technické, humanitni . ..
& popisujeme matematickymi prostredky

% zejména pomoci realnych Cisel

& umély aparéat, leckdy zcela neodpovidéa skutecnosti

& za staleti celkem zvladnuty, vyu€ovany od zakladni Skoly,
obecng prijimany
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PAO81:

O \éem to bude Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
O €em to bude
& zakonitosti zkoumanych systémiti typicky vyjadreny
rovnicemi
& zajimavé systémy ¥ sloZité rovnice
& reprezentativni priklad — Schrodingerova rovnice

@ x;t H xt
@t
2 analyticky TeSitelna jen pro trivialni pripady
% jzolovana Castice, Castice v potencialové jamg, ..., atom
vodiku

& | tak je FeSeni dost komplikované

& numerické TeSeni je jediny realisticky mozny pristup
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PAO81:

O \éem to bude Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

O Tem to bude

& numerickd matematika

& TeSeni matematicky formulovaného problému
aritmetickymi prostredky
@& zpravidla algoritmicky postup — numerickd metoda

& disciplina podstatné starSi nez pocitace
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PAO81:
> Programovani
O Cem to bude e
Vypoctd

A. Kfenek

O Tem to bude

& numerickd matematika
& TeSeni matematicky formulovaného problému
aritmetickymi prostredky
@& zpravidla algoritmicky postup — numerickd metoda

& disciplina podstatné starSi nez pocitace

& metody jsou znamé, naprogramujeme je a je hotovo

& ne tak docela
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PA081:

(De)motivacni priklad Programovan

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& uméle zkonstruovany, ilustruje podstatu problému

O Tem to bude
& pro dané n vypocitejte integral
z 1

En x"eX ldx
0
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(De)motivacni priklad

& uméle zkonstruovany, ilustruje podstatu problému
& pro dané n vypocitejte integral

En

& ocekavané vlastnosti
®E e<l; 1 1
® pro0 x 1 plati x"
tedy E, >0
& podobng
Zl

En x"dx
0

Zy

x"eX ldx
0

DOa0<e* 1 1,

a tedy rI‘i'rrlEn 0

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

O Tem to bude
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PA081:

(De)motivacni priklad Programovin
Vypoctd

& pro numericky vypocet lze transformovat na rekurentni A\ T
posloupnost

O Tem to bude

@ integraci per-partesu  x", dv e* ldx

h i, Z1

En xNeX 1

o nx™ X dx 1 nE, ;
0
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(De)motivacni priklad

& pro numericky vypocet Ize transformovat na rekurentni
posloupnost

@ integraci per-partesu  x", dv e* ldx

h i, Z1

1 1 1
En x"e* nx" ‘e* ‘dx 1 nE, 1

0 0

float e = 2.7182818;
float E[20];
int n;

E[0] = 1.0-1.0/¢;

for (n=1; n<20; n++) {
E[n] = 1.0 - n * E[n-1];
printf(""%d: %f\n",n,E[n]);

PAO81.
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

O Tem to bude
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(De)motivacni priklad

© 00 ~NO O~ WDN P

=
O 11

11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:

0.367879

0.264241

0.207277

0.170893
0.145534
0.126796

0.112430

0.100563

0.094933

0.050674
0.442581
-4.310974
57.042664
-797.597290
11964 .958984
-191438.343750
3254452 .750000
-58580148.000000
1113022848 .000000

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

O Tem to bude
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PA081:

(De)motivacni priklad Programovan

numerickych
Vypoctd
) A. Kfenek
& co je Spatnge?
O Tem to bude

& pracujeme s kone€nou reprezentaci realného Cisla
& spolecny problém rucniho i strojového zpracovani

@& v pocitaCi daleko plizivéjsi podoba (nevidime mezivysledky)
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PAO81:

(De)motivacni priklad Programovin
Vypoctd
- ~, A. Kfenek
& co je Spatne?
O €em to bude

& pracujeme s kone€nou reprezentaci realného Cisla
& spolecny problém rucniho i strojového zpracovani
@& v pocitaCi daleko plizivéjsi podoba (nevidime mezivysledky)
& v proménné E[n] neni uloZzeno presng En
uz na zacatku zatizeno chybou, E[0] Eg
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(De)motivacni priklad

& co je Spatng?

& pracujeme s kone€nou reprezentaci realného Cisla
& spolecny problém rucniho i strojového zpracovani

@& v pocitaCi daleko plizivéjsi podoba (nevidime mezivysledky)

& v proménné E[n] neni uloZzeno presng En,
uz na zacatku zatizeno chybou, E[0] Eg

& | pri zcela presném vypoctu:

E[1] 1 E[0] 1 Eo Ex
E[2] 1 2E[1] 1 2B 2 E
E[3] 1 3E[2] 1 3E, 32

E[n] En 1"n!

Es

32

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

O Tem to bude
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PAO81:
O Cem to tedy bude e
vypoct

A. Kfenek

O Tem to bude

& predstaveni numerickych metod pro FeSeni vybranych
problém
@ pragmaticky, bez rozsahlé teoretické analyzy, okrajovych
podminek atd.
& formulace primérené presného a efektivniho algoritmu
2 matematicky korektni metoda nestaci
& pro rtizna pouziti jsou vhodné rtizné alternativy

& pouziti na smysluplném prikladu
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- PAO81:
Cisla v plovouci radové carce ]
Vypoctd

A. Kfenek

@ standard IEEE 754 -
Islav
@ vychazi navrhu reprezentace Cisel v koprocesoru Intel 8087 [l

Téadové tarce

® zékladni format 1I:mmmmmmmmm::: 2 ©&=

2@ znaménko mantisy (1 bit)
2@ mantisa L:mmmmmmmm
& binarng, absolutni hodnota
& Cislo vintervalu 1;2 v dané presnosti
& nekonetna mnozina pokryta kone€nym poctem hodnot
& zakladni zdroj nepresnosti

2@ exponent

2 binarni €islo v rozsahu 1 az napr. 254

& znamena hodnoty exponentu -126 az +127

& specialni vyznam hodnot 00...00 a 11...11 — kédovani
0; 1; NaN
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PAO81:

él’sla \V4 pIOVOUCi \fé_dOVé \Clé_rce Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& nejb&zngjSi typy — velikosti v bitech a rozsah exponentu S
plovouci
TFadové tarce
typ exp. | mantisa | celkem | rozsah exp.
Single (float) 8 23 32 127
Double 11 52 64 1023
Quad (long double) 15 112 128 16383

& tj. napr. nejvetsi Tislo typu float je 2127 1038
& nejmensi nenulové 2 126 10 37

& relativni chyba je omezena2 2> 10 8
& tedy pocCitame na cca. 8 platnych cifer
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PAO81:
Problémy koneCné reprezentace iR

Vypoctd

Ztréata presnosti scitani
A. KFenek

& pro zjednodusSeni v desitkové soustave a na 3 platné cifry i

plovouci

mantl Sy Tadové Tarce
& seCtéme 1.23e3 a 1.00e0

& nutné sjednoceni exponentt:
1.23e3 0.001e3 1.231e3 1.23e3
& v ramci dané presnosti korektni vysledek
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PAO81:
Problémy koneCné reprezentace b
Ztréata presnosti scitani VYpotth
A. Kfenek

& pro zjednodusSeni v desitkové soustave a na 3 platné cifry i
mantisy plovouct
& seCtéme 1.23e3 a 1.00e0

& nutné sjednoceni exponentt:
1.23e3 0.001e3 1.231e3 1.23e3
& v ramci dané presnosti korektni vysledek

& k 1.23e3 desetkrat pricteme 1.00e0
& opakované aplikovani predchoziho postupu dava opét
1.23e3
2@ nemusi to byt to, co jsme chtéli
% 1.23e3 1.00e0 1.00e0 1.24e3
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Problémy koneCné reprezentace

Ztréata presnosti scitani

& pro zjednodusSeni v desitkové soustave a na 3 platné cifry

mantisy
& seCtéme 1.23e3 a 1.00e0

& nutné sjednoceni exponentt:
1.23e3 0.001e3 1.231e3 1.23e3
& v ramci dané presnosti korektni vysledek

& k 1.23e3 desetkrat pricteme 1.00e0
& opakované aplikovani predchoziho postupu dava opét

1.23e3
2@ nemusi to byt to, co jsme chtéli
% 1.23e3 1.00e0 1.00e0 1.24e3

& operace v plovouci fradové tarce nejsou asociativni
2 ani tam, kde jsme na to z algebry zvykli

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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PA081:

Problémy konecné reprezentace Programovéni
Katastrofalni zrusenf vypottd
A. KFenek
& odecCteni dvou vzajemneg blizkych Cisel vede k vyrazné i
Islav
Ztrate presnosti plovouct
Fadové Tarce
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PA081:
Problemy konecné reprezentace b
Katastrofalni zruseni VYPOEth

A. Kfenek

& odecCteni dvou vzajemneg blizkych Cisel vede k vyrazné i
Islav
Ztrate presnosti plovouci

Téadové tarce

& rozdil dvou méreni s presnosti na 3 platné cifry:
1:23 1:22

& binarni reprezentace: 1.0011101 a 1.0011100
® zatizena chybami 0.3% a 0.1%

13/72



PAO81:

PrObIémy kone‘c’né reprezentace Programovani

numerickych
Ll = - VYpOCtd
Katastrofalni zrugeni P
A. Kfenek

& odecCteni dvou vzajemneg blizkych Cisel vede k vyrazné i
Islav
Ztrate presnosti plovouci

Téadové tarce

& rozdil dvou méreni s presnosti na 3 platné cifry:
1:23 1:22

& binarni reprezentace: 1.0011101 a 1.0011100
® zatizena chybami 0.3% a 0.1%
& odeCtenim dostaneme binarné 0.0000001, tj. 0.0078125

& spravny vysledek byl 0.01, relativni chyba 22 %
& navic ptisobi dojmem faleSné presnosti
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PA081:

PrOblémy kone\clné reprezentace Programovani

numerickych

Ut = - Vypoctd

Katastrofalni zrugeni P
A. Kfenek

& odecCteni dvou vzajemneg blizkych Cisel vede k vyrazné i
Islav
Ztrate presnosti plovouci

Téadové tarce

& rozdil dvou méreni s presnosti na 3 platné cifry:
1:23 1:22

& binarni reprezentace: 1.0011101 a 1.0011100
® zatizena chybami 0.3% a 0.1%
& odeCtenim dostaneme binarné 0.0000001, tj. 0.0078125
& spravny vysledek byl 0.01, relativni chyba 22 %
@ navic ptisobi dojmem falesné presnosti
Vyhnéme se odcitani dvou blizkych Cisel. Je-li to i tak
nezbytné, pocCitejme s vysledkem zatiZzenym potencialné
velkou chybou.
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Problémy koneCné reprezentace
Robustni aritmetiky

& uvazujme presnost na 6 cifer

& soucet 10000:0 3:14159 2:71828

& presné 10005.85987, zaokrouhleng 10005.9,
naivné 10000.3

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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Problémy koneCné reprezentace

Robustni aritmetiky

& uvazujme presnost na 6 cifer
& souCet 10000:0 3:14159 2:71828
& presné 10005.85987, zaokrouhleng 10005.9,
naivné 10000.3

@ Kahantiv algoritmus

float input[];

float sum = 0, err = 0O;

for (int 1 = 0; i<size; i++) {
float y = input[i] - err;
float tmp = sum + y;
err = (tmp - sum) - y;
sum = tmp;

PAO81.
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Fadové Carce
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PA081:

Problemy konecné reprezentace Programovin
Robustni aritmetiky VYPOEth
® soutet 1:0 1019 1:0 1019 y double A. Kenek
& presng 2.0, naivng 0.0, Kahan 0.0 .
plovouci

Téadové tarce
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Problémy koneCné reprezentace
Robustni aritmetiky
@ soutet 1:0 101°° 1:0 10%% v double
& presng 2.0, naivng 0.0, Kahan 0.0
& Neumaiertiv algoritmus

float input[];

float sum = 0, err = O;

for (int 1 = 0; i<size; i++) {
float tmp = sum + input[i];

if (fabs(sum) >= fabs(input[i]))
err += (sum - t) + input[i];

else

err += (input[i] - t) + sum;

sum = tmp;

sum += err;

PAO81.
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Fadové Carce
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PAO81:
Programovani

Problémy koneCné reprezentace rogramovin
Robustni aritmetiky Vypottl
A. KFenek
Cislav
plovouci

Téadové tarce

& neni to zadarmo
@ Kahan 4 , Neumaier 5 vice operaci
2 tridéni O nlogn
2 rekurzivni sCitani neeliminuje chybu zcela

& pozor na kompilator: -funsafe-math-optimizations
pro gcc
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PAO81:
Problémy koneCné reprezentace ]

VYpOCtd

Nasobeni a déleni
A. Kfenek

Cisla v
plovouci

& samo o0 sob€ nezanasi vyznamnou chybu Fadove Sarce

& zachovava existujici chybu
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PA081:

PrOblémy kone\clné reprezentace Programovani

numerickych
- - - - Vypoctd
Nasobeni a d€leni yp
A. Kfenek

Cisla v
plovouci

& samo o0 sob€ nezanasi vyznamnou chybu Tadové Carce
& zachovava existujici chybu

@ priklad: a b 2proa 1:23;b 0:0155, na 3 cifry

& presny vysledek je 1.55127025
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PAO81:
Problémy koneCné reprezentace b
Nasobeni a déleni VYpOEtt
A. Kfenek

Cisla v
plovouci

samo 0 sob€ nezanasi vyznamnou chybu Fadové Térce
zachovava existujici chybu

priklad: a b 2proa 1:23;b 0:0155, na 3 cifry

presny vysledek je 1.55127025

8 8 8 8 B

primy vypocet na 3 platné cifry:
a b 1:23 002 1:25

® tedy a b2 1:56, chyba 0.56%
@ neni to tak zlé, ale mUze byt lepsi
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PA081:

Problémy koneCné reprezentace e
Vypoctd

Nasobeni a déleni
A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce

@ potransformaci a b2 a? 2ab b2

1:51 2 0:0191 0:000240
1:51 0:0382 0:000240 1:55

& chyba 0.082 %, tedy témér o rad mensi
& za cenu 6 aritmetickych operaci misto 2

& bude 3 pomalejsi
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PA081:

Problémy koneCné reprezentace e
Vypoctd

Nasobeni a déleni
A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce

@ potransformaci a b2 a? 2ab b2

1:51 2 0:0191 0:000240
1:51 0:0382 0:000240 1:55

& chyba 0.082 %, tedy témér o rad mensi
& za cenu 6 aritmetickych operaci misto 2

& bude 3 pomalejsi
... uvidime
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Me&Freni rychlosti vypocCtu

Naivni pFistup

& POSIX volani gettimeofday()

gettimeofday(&start,NULL);
c=a+ b;

c *= c;
gettimeofday(&stop,NULL);

& soucasné CPU 2-4 GHz
& 1 aritmeticka operace 1-10ns
& nemame tak presné hodiny

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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Me&Freni rychlosti vypocCtu

Zopakujeme v cyklu
& opakovani 10° navysi Cas na meFitelnou

gettimeofday(&start,NULL);

for (i=0; 1<1000000000; i++) {
c =a+ b;
c *= c;

}

gettimeofday(&stop,NULL);

1s

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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Meéreni rychlosti vypocCtu

Zopakujeme v cyklu
& opakovani 10° navysi Cas na meFitelnou

gettimeofday(&start,NULL);

for (i=0; 1<1000000000; i++) {
c =a+ b;
c *= c;

}

gettimeofday(&stop,NULL);

& pocita podstatng rychleji
% trochu podezrelé

1s

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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Me&Freni rychlosti vypocCtu

Zopakujeme v cyklu

& optimalizujici kompilator gcc -03 -funroll-loops

movss
xorl
addss
mulss
-L2:

addl
cmpl
jne
movss

44(%rsp), %xmmO
%eax, %eax
40(%rsp), %xmmO
%xmmO, %xmmO

$8, Y%eax
$1000000000, %eax
L2

%xmm0O, 36(%rsp)

& v t€le cyklu se nic nepocita
& optimalizaci obecn€ chceme

& pouziti registrti pro promgénné, max. vyuziti FPU, ...
& eliminace zbyte€ného opakovani je prilis

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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Me&Freni rychlosti vypocCtu
Zopakujeme v cyklu

& przdici kod

& uméle vloZeny do t&la cyklu
2 za behu programu se nevyvola — nebrzdi doopravdy

& zabrani prilis agresivni optimalizaci cyklu

nikdy = (strlen(argv[0]) == 0);
for (i=0; 1<1000000000; i++) {
c =a + b;
c *= c;

if (nikdy) brzda(&nikdy,&a,&b,&c);

}

& kompilator musi predpokladat:

& proménna nikdy nemusi byt 0
& funkce brzda() ma vliv na odkazované proménné

PAO81:

Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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Me&Freni rychlosti vypocCtu
Jak to dopadlo

& Intel i7-2600 3.4 GHz

vzorec Cas | Mflop/s | Mcyklti/s
a b? 0.61 3278 1639
a’ 2ab b? | 099 6060 1010

& rozvinuty vypocet jen 1:6 pomalejsi
& vnitrni paralelismus procesoru
& vice FPU jednotek
& pipelining
& spekulativni vypocet vEtvi programu

& stale dosahujeme jen 25% FPU vykonu jednoho jadra CPU

PAO81:

Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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PAO81:
Problémy konecCné reprezentace ]

vypoctd

Nasobeni a déleni
A. KFenek

Cislav
plovouci
TFadové tarce

Snazme se vzorce transformovat tak, aby se nejdrive
nasobilo/dglilo, pak teprve stitalo/odCitalo. Je Sance na
presngjsi vysledek, dopad na vykon nemusi byt vyznamny.
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Problémy koneCné reprezentace

PFreteCeni a podteceni

@ nasobeni dvou velkych Tisel mlize vést
k nereprezentovatelnému exponentu
1.2e30 1.2e30 1.44e61

& typ float umi exponent 37;38
& vysledek operace uz je 1

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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PAO81:
Programovani

Problémy koneCné reprezentace e

Vypoctd

PFreteCeni a podteceni
A. KFenek
@ nasobeni dvou velkych Tisel mlize vést Tisla v
, plovouci
k nereprezentovatelnému exponentu Fadové Sarce

1.2e30 1.2e30 1.44e61

& typ float umi exponent 37;38
& vysledek operace uz je 1

& podobng nasobeni dvou malych Cisel vede k podteceni
2 podle nastaveni aritmetiky je vysledek 0 nebo
denormalizované Cislo

0.000000mmm 10 %7

& dalSi vypoCty nepresné a navic citelné pomalejsi
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PAO81:
Programovani

Problémy koneCné reprezentace e

VYpOCtd

PFreteCeni a podteceni
A. Kfenek

Cislav
plovouci
TFadové tarce

PFi nasobeni a déleni vice Cisel usporadejme posloupnost

operaci, abychom nedglili velmi malé €islo velkym, velké
malym, a nenésobili vzajemng velka nebo mala Cisla.
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PAO81:

Problémy koneCné reprezentace Programovin
Porovnavani vypoctd
A. Kfenek
& nevinny vypocet s
plovouci

Téadové tarce

float a=1.505, b1=1.315, b2=1.695,
c=at+a, d=bl+b2;

printf("%f %f %s\n',c,d,c == d ?
"jsou stejna’ : "jsou ruzna);
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PAO81:
Programovani

Problémy koneCné reprezentace e
Vypoctd

Porovnavani
A. Kfenek
& nevinny vypocet Cisla v
plovouci

Téadové tarce

float a=1.505, b1=1.315, b2=1.695,
c=at+a, d=bl+b2;

printf("%f %f %s\n',c,d,c == d ?
"jsou stejna’ : "jsou ruzna);

& ma prekvapivy vystup
3.010000 3.010000 jsou ruzna
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PAO81:
Programovani

Problémy koneCné reprezentace e

P Vypoctd
Porovnavani VP!
A. Kfenek
Cisla v

plovouci
Téadové tarce

& nevinny vypocet

float a=1.505, b1=1.315, b2=1.695,
c=at+a, d=bl+b2;

printf("%f %f %s\n',c,d,c == d ?
“jsou stejna™ : "jsou ruzna');

& ma prekvapivy vystup
3.010000 3.010000 jsou ruzna

& presnéjsi format vypisu "%15.12F"":
3.009999990463 3.010000228882 jsou ruzna
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PAO81:
Problémy koneCné reprezentace iR

L, Vypoctd
Porovnavani VP!
A. Kfenek
Cisla v

plovouci
Téadové tarce

& operator == na realnych Cislech nema valny smysl
& témer vzdy je zasazen chybou predchoziho vypoctu
& misto n€j test na dostatecnou blizkost
fabs(c-d) < EPSILON
& stanoveni tolerancni konstanty zpravidla empiricky

@ rlizna pro hodnoty le-15 a 1e30
® siln€ zalezi na dané uloze
2 ovlivnéna i kazdym konkrétnim vypoctem
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Problémy koneCné reprezentace
Porovnavani
& porovnavani < a > trpi stejnym problémem
& zaludngjsi podoba a komplikovangjsi FeSeni
& chci porovnat presné hodnoty x ay
2@ znam jen priblizna (spoctend) X X
——e— x

X

x Y

L ¢

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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PAO81:
Programovani

Problémy koneCné reprezentace rogramovin
Porovnavani vypoctd
A. KFenek
& porovnavani < a > trpi stejnym problémem
& zaludngjsi podoba a komplikovangjsi FeSeni S:zlvaovucf
TFadové tarce

& chci porovnat presné hodnoty x ay
2@ znam jen priblizna (spoctend) X X
——e— x

X

Y Y y-

L ¢

& opatrny (,,miserly®) pristup
2 intervaly se i CasteCné prekryvaji ) tvrdime x y

2 jinak porovhname X ¥
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Problémy koneCné reprezentace
Porovnavani
& porovnavani < a > trpi stejnym problémem
& zaludngjsi podoba a komplikovangjsi FeSeni
& chci porovnat presné hodnoty x ay
2@ znam jen priblizna (spoctend) X X
——e— x

X

x Y

L ¢

& opatrny (,,miserly®) pristup

2 intervaly se i CasteCné prekryvaji ) tvrdime x y

2 jinak porovhname X ¥

& hladovy (,eager”) pristup
2 chceme vEdEt, ze mohlo nastat x >y

& porovnavame X x>y .

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce
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PAO81:
Problémy koneCné reprezentace ]

VYpOCtd

Porovnavani
A. KFenek

Cislav
plovouci
TFadové tarce

Na rovnost porovnavejme vzdy s toleranci.
U porovnani na nerovnost si uvédomme, co chceme vedgt.
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PA081:

Ti Programovani
P r I kl ad numerickych
- - 5 (OBt
Kvadraticka rovnice vypotth
A. Kfenek
& rovnice tvaru o
TFadové tarce

ax? bx c¢c O

& Skolni vzorec p

b b2 4ac
X
2a
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~— /s PAO81:
Programovani
P r I kl ad numerickych
Vypoctd

Kvadraticka rovnice

A. Kfenek
& rovnice tvaru S:Zlvaovm
ax? bx c O Tadové Garce
& Skolni vzorec b
b b2 4ac
X
2a

& je-lib%? ac, potitame x z rozdilu dvou velmi blizkych
Cisel
& problém katastrofalniho zruseni
& “ neznamena az prilis velky rozdil koeficientl

@ typ Float - presnost na 7-8 dekadickych Cislic
® pria 1tedystatib 103%c
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~— /s PAO81:
Programovani
P r I kl ad numerickych
Vypoctd

Kvadratické rovnice
A. Kfenek

Cisla v
plovouci
Téadové tarce

& konkrétné prob 2000,c 1

& ,presné“ hodnoty
x pB 1999:9989999997499998749999218749453 : : :
& x :00050000012500006250003906252734377 : ::
® x 1999:9994999998749999374999609374 : ::

& pro float

@ PD 1999:090
® x 0:00048828125, chyba 2.5%
& x 1999:9995, chyba odpovida presnosti typu
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~— /s PAO81:
Programovani
P r I kl ad numerickych
Vypoctd

Kvadratické rovnice
A. Kfenek

& bezproblémové FeSeni pro x Tislav
plovouci
TFadové tarce

@& vlastnosti korenti rovnice:
ax? bx ¢ X X X X tedy ¢ X X

a lze pocitat x c=X ;
& pro predchozi priklad dostavame
® x 0:00050000014, chyba odpovida presnosti typu

& analogicky pro b < 0 je nepresné x , vypocte se
symetricky
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PA081:

P\flrkl ad Programovani

Kvadratické rovnice

&

&)

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

bezproblémové FeSeni pro x Cisla v

plovouci

vlastnosti korentl rovnice: Tadové Tarce
ax? bx ¢ X X X X tedy ¢ X X

a lze pocitat x c=X ;
pro predchozi priklad dostavame
® x 0:00050000014, chyba odpovida presnosti typu

analogicky pro b < 0O je nepresné x , vypocte se
symetricky

i v trivialnim vypottu miiZze vzniknout problém

Teseni miize byt docela jednoduché
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PA081:

Numericka stabilita Programovéni

numerickych

(Pseudo)definice Vpoctt
~r s - ~ ~ a - - A. Krenek
& ,metoda pocita sice Spatng, ale jenom trochu Spatné
@ Zadouci a pritom realisticka vlastnost vS8ech numerickych
algoritmti
Numericka
stabilita
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. L, .. PAOBL:
Numericka stabilita Programovani

numerickych
A IDOEtH
(Pseudo)definice Vypotti

A. Kfenek

& ,metoda pocita sice Spatng, ale jenom trochu Spatng*
@ Zadouci a pritom realisticka vlastnost vS8ech numerickych

algoritmti
& pro vstup X hledame feSeniy f x y )
) / Num.e_ncka
&® ve skutetnosti / ¢ y (B
—~ / —~
2@ na aproximaci vstupu X X f / Yy

X
& nepresnou numerickou metodou f ?/

& dostaneme vysledeky vy l Y
X
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PAO81:

NumeriCké_ Stabi I ita Programovani

numerickych
Vypoctd

(Pseudo)definice
& ,metoda pocita sice Spatng, ale jenom trochu Spatng*
@ Zadouci a pritom realisticka vlastnost vS8ech numerickych

A. Kfenek

algoritmti

& pro vstup X hledame feSeniy f x P y P
& ve skutecnosti ! ¢ g S

® naaproximaci vstupu X X  x f v

& nepresnou numerickou metodou f )—2/

/
& dostaneme vysledeky vy ‘f
/7
/
& algoritmus je stabilni, x l ,/
existuje-li pro kazdé x malé x/

tak, ze  je malé
@& _malé “znamena zpravidlaj j j Xj
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PAO81:

NumeriCké_ Stabi I ita Programovani

numerickych
Vypoctd

(Pseudo)definice
& ,metoda pocita sice Spatng, ale jenom trochu Spatng*

@ Zadouci a pritom realisticka vlastnost vS8ech numerickych
algoritmti

A. Kfenek

& pro vstup X hledame feSeniy f x
& ve skutecnosti ’

2@ na aproximaci vstupu X X X f /
& nepresnou numerickou metodou f /

& dostaneme vysledeky vy l Y
X

stabilita

£ - Numerické
i
y

& algoritmus je stabilni, x
existuje-li pro kazdé x malé
tak, ze  je malé
@& _malé “znamena zpravidlaj j j Xj

@ silngjsi definice zp€tné stability - y, 0

34/72



PAO81:

NumeriCké_ Stabi I ita Programovani

numerickych
Vypoctd

(Pseudo)definice
& ,metoda pocita sice Spatng, ale jenom trochu Spatng*

@ Zadouci a pritom realisticka vlastnost vS8ech numerickych
algoritmti

A. Kfenek

& pro vstup X hledame feSeniy f x
& ve skutecnosti ’

2@ na aproximaci vstupu X X X f /
& nepresnou numerickou metodou f )—Z/
/

& dostaneme vysledeky vy l ‘f
X

stabilita

£ - Numerické
i
y

& algoritmus je stabilni, x
existuje-li pro kazdé x malé
tak, ze  je malé
@& _malé “znamena zpravidlaj j j Xj

@ silngjsi definice zp€tné stability - y, 0

& pro specialni druhy problémti jiné definice stability
2@ napr. numerické integrovani — ,,systém nevybuchne*
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. L, L. PAOBL:
Numericka stabilita Programovénf

numerickych

PFiklady VYpOcth
A. Kfenek
& addss je numericky stabilni implementace s€itani
Y X1 X
® zvolime 2 %2
2 pro dana Xi;y1 oznacme chybu jejich reprezentace 1 Numerické

& ve float plati 1. 2 25 stabilita
& relativni chyba tohoto konkrétniho stitani jej aj 2 2°

Y adds Xi;X> X1 X 1 a
X1 1 1 1 a Xo 1 2 1 a
X1 X2 X1 1 a 1 a X2 2 a 2 a

@ ivnejhorsimpFipad€j 120 a 12 a 3 22

& pro nejhorsi pripad X; X2 nastane
iV vl J2x1 1 a 1al JVYi
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PA081:

Numericka stabilita namerickych
PFiklady et
A. KFenek
& sCitanirady Cisel 1230 1 1 1 ::: je nestabilni Numericka
stabilita

& stabilni alternativa — setFidit a zaCit od nejmensiho
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Numericka stabilita
Priklady

& sCitanirady Cisel 1230 1 1 1 ::: je nestabilni
& stabilni alternativa — setFidit a zaCit od nejmensiho

& Gvodni priklad E, 1 nEp 1
& pro dostatecné velké N polozime Ey O
% pocCitame
1 En
n
® v kazdém kroku je chyba redukovana faktorem 1=n

Enl

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Numericka
stabilita
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PAO81:
P . -
Zaokrouhlovani numerickyeh
Vypoctd
.. . L. ) ; . . A. Kfenek
@ zadouci chovani implementace aritmetickych operaci
N oI

op Xy xopy 1 proj j u(strojova presnost)

& vysledek je stejn€ dobry jako zaokrouhleny vysledek
presného vypoctu

Zaokrouhlovani
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PAO81:
P . -
Zaokrouhlovani numerickyeh
Vypoctd
.. . L. ) ; . . A. Kfenek
@ zadouci chovani implementace aritmetickych operaci

S

op Xy xopy 1 proj j u(strojova presnost)

& vysledek je stejn€ dobry jako zaokrouhleny vysledek
presného vypoctu

Zaokrouhlovani

& staCi vypocet v dané presnosti?
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Zaokrouhlovani

& zadouci chovani implementace aritmetickych operaci

= P

1 ’

op X;¥y xopy 1

& vysledek je stejn€ dobry jako zaokrouhleny vysledek

presného vypoctu

proj j

& staCi vypocet v dané presnosti?

® napr. 0:100 2! 0:111 2° (dvojkovg, 3 cifry presnosti)

2 po zarovnani radu: 0:100 0:011

® spravny vysledek byl 0:0001 21, chyba je

1>0:001 u

& potrebujeme pocitat s vySSi presnosti

& 0:1000 0:0111
@ tzv. guard digit, pro

21

)

0:0001 2!
staCi jedna

u(strojova presnost)

21

0:001 21

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Zaokrouhlovani
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PAO81:

ZaO krOUh IOVé.nII Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& zakladni zaokrouhleni — k nejblizSimu
reprezentovatelnému Cislu

1:24 1.2 1:26 1:3

Zaokrouhlovani

& pri nejednoznactnosti:
@ vzdy nahoru
& vzdy doll
® ksudému: 1:25 1:2,ale1:35 14
& asymetrické zaokrouhleni vnasi nezadouci
systematickou chybu
& napr. primeér velkého souboru Tisel vyssi/nizsi
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PA081:

Elementarni funkce Programovéni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& goniometrické, hyperbolické, exponenciélni, logaritmické,
odmocniny, ...

Elementarni
funkce
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Elementarni funkce

& goniometrické, hyperbolické, exponenciélni, logaritmické,
odmocniny, ...
& pohled matematika
@& zabg&hany intuitivni aparat
@ prijemné analytické vlastnosti (spojitost, derivace, ...)
& vetSina matematickych modelli se bez nich neobejde

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Elementarni
funkce
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Elementarni funkce

& goniometrické, hyperbolické, exponenciélni, logaritmické,

odmocniny, ...
& pohled matematika

=53
=5
=S

zabg&hany intuitivni aparat
prijemné analytické vlastnosti (spojitost, derivace, ...)
vEtsina matematickych modelli se bez nich neobejde

& pohled programéatora

=S
=5
=5

samy 0 sob& numericky stabilni

optimalizované implementace v knihovnach
problematické chovani v okrajovych pripadech vede na
numerickou nestabilitu

netrivialni vypocetni narocnost

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Elementarni
funkce
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PAO81:

Elementarni funkce T

numerickych
Co je Spatng? PR
. A. Kfenek

. . o [SFS
& cely aparat vede na iracionalni Cisla ( ;e; 2;:::)

& ve VEtSIing pripadl zdroj nepresnosti
& eX
® tendence k preteceni —e® 1:65 10%8

& tanXx

Elementarni
funkce

& preteCeni pro x ¥ - (a perioda) roste nade vSechny meze

& sinx a cos X

& prox ¥ - resp. X ¥ 0 vedou na Spatng€ podmingné rovnice
2@ mala zména vstupu vede k velké zmgéng vystupu
® papr.sinx tprot??1
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. o PAOS81:
Dilema tvurce tabulek

Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& pocitame napr. X na 3 mista, vychazi (po n iteracich)
0:23450000: ::

@& je to zaokrouhlenim presného vysledku 0:2344999999,
spravné zaokrouhleni 0:234

2 nebo jen nepoCitam dostatecné presné 0:23450001, Elementérn
z Z . funkce
spravné zaokrouhleni 0:235

41772



. o PAO81:' )
Dilema tvurce tabulek 2 ST

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& pocitame napr. X na 3 mista, vychazi (po n iteracich)
0:23450000:::
@& je to zaokrouhlenim presného vysledku 0:2344999999,
spravné zaokrouhleni 0:234
2 nebo jen nepoCitam dostatecné presné 0:23450001, Elementérn
z Z . funkce
spravné zaokrouhleni 0:235

& l|ze ukazat, ze e* nemUze byt strojové reprezentovatelné
pro strojove reprezentovatelné x
& tedy k rozhodnuti staci konetny pocet krokti

& pro rtizné funkce rtizng, zpravidla cca. dvojnasobna
presnost
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PAO81:

CO S tim’> Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& uveédomit si mozné problematické chovani
& potrebuji skutecng tyto funkce pro sviij vypocet?
& mnoho problém@ ma i jiné Feseni
& provést transformace, kterymi se vyvhneme numerické
nestabilité Elementarni

funkce
% Tistg algebraické Upravy
® podobné a b2 a? 2ab b?
& podle kontextu zvolit vhodnou implementaci
& knihovni funkce
@ vlastni (Taylorliv rozvoj) uzptisobené specifickym
podminkédm
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Algebraické upravy

8evyrazp1 X pl X

& pro mala x odcitani velmi blizkych Cisel

& transformace

P Tp

pP—  p—
1 X 1 Xx
Ileflx'?_\lx X
1T x 1 x
1 x 1 x
'ﬁ'ﬁ
2X
1 x

& scCitani velmi blizkych Tisel — dostateCné presné

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Algebraické
apravy
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: , L PAO81: o
Algebraické upravy el
Vypoctd

A. Kfenek

, P— P—
& vyrazln x 1 In x
& pro velka x rozdil blizkych Cisel
& transformace

[ P—
In x 1 In Xx
1 1 »iklgebralcké
Inx 12 Inx2 > Inx 1 Inx Sy

1. x 1

1 1
—In—— =In1
2 X 2

& mozna ztrata presnosti, ale i tak lepsi
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PAO81:
- s ~— Programovani
Mocninné rady e
) _ P
Taylortiv rozvoj e
A. KFenek

& jedna ze zakladnich vet matematické analyzy

b a
1!
fooab s fnb aln
2! n!

fb fa f'a

Mocninné Fady

kde je dostateCné malé
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PAO81:

- s ~— Programovani
Mocninné rady e
Taylortiv rozvoj PP

A. Kfenek

& jedna ze zakladnich vet matematické analyzy
b a

fb fa f'a
1!

fooab s fnb aln
2! n!

Mocninné Fady

kde je dostateCné malé
& zaklad implementaci vétSiny knihovnich funkci

& v extrémnich pripadech potrebujeme ,rozepsat”“ a provést
algebraické upravy
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Mocninné rady

Taylortiv rozvoj zakladnich funkci

2
. x x?
& 1 1 2
. x3 x5
sinx x5 5
x2 x4
cosx 1 —
21 4
x2 x3
In1 Xx X —
2 3
P 2
1 x 1 > X
2 2 4
1 . X 3x2
1 X 2 2 4

3x3
2 4 6

3 5x3
2 4 6

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Mocninné Fady
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PAO81:

M Ocn i n n é \fady Programovani

numerickych
- . VYpOCtd
Demonstracni priklad P
A. Kfenek

& vyraz
1 cosx
%2
se pro x ¥ O blizi %
& pro mala x odecteni dvou blizkych Cisel

& konkrétng pro x 0:0005 ve float:

cosX 099999988 Mocninné Fady
1 cosx 1:1920928 10 ’ (fale3na presnost)
“ﬁ 0:47683709

X

& spravny vysledek je 0.49999999 (na 8 mist)
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PAO81:

- s ~— Programovani
Mocninné rady e
Demonstracni priklad PP

A. Kfenek

& nahrada cos x Taylorovym rozvojem

2 4 6

X X X
2! 41 6!
& pro vypocet na 8 cifer staci do Fadu x*

cosx 1

x? x4
1 cosx 1 1 5 357 1 x?

X2 X2 2 24 Mocninné Fady

& vysledek vypoCtu pro x 0:0005 je 0.49999997
& podstatng lepSi presnost
& Tadové méng aritmetickych operaci
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PAO81:

M Ocn i n n é \fady Programovani

numerickych

VYpOCtd
Nedostatky P
A. Kfenek

& rychla konvergence pro mald x, pomalé pro véetsi
& primy disledek Taylorovy véty
& vyplati se pouzit vlastni vzorec pro malé x
2 resp. blizko problematického bodu numerické stability
& v ostatnich pripadech zlistat u knihovni funkce Mocninné Tady

& jak pozname, co je ,malé x“?
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PAO81:

M Ocn i n n é \fady Programovani

numerickych
Kdy pouzit Ea
& zname pozadovanou presnost
% bezpeCné je pouzit presnost daného typu
& pro float a vysledky 1 jeto 10 7
& pri méné presnych vstupnich datech méng striktni
& hledame c aby pro x < c byl nejvétsi zanedbany Tlen Fady

mensi nez poZzadovana presnost

A. Kfenek

Mocninné Fady
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PAO81:

M Ocn i n n é \fady Programovani

numerickych
Kdy pouzit Ea
& zname pozadovanou presnost
% bezpeCné je pouzit presnost daného typu
& pro float a vysledky 1 jeto 10 7
@ pri méng presnych vstupnich datech méng striktni
& hledame c aby pro x < c byl nejvétsi zanedbany Tlen Fady
mensi nez poZzadovana presnost
& konkrétng v predchozim prikladu
4

% <10 7 tedy x <0:09211

& zkontrolujeme chovani vypoctu v c (v double):

A. Kfenek

Mocninné Fady

cosc 0:99576087237414645243

1 cosc =c? 0:49964658945642923198
1=2 c2=24 0:499646 48949583333334
c%=6! 0:00000009997574124493
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Mocninné rady
e (S

® vysledny kéd pro

PAO81:
Programovani

numerickych
VYpOCtd
T

A Kienek

O Tem to bude
Cislav
plovouct
TFadové Tarce

Numericka
stabilita

Zaokrouhlovani

Elementarni
funkce

Algebraické
upravy
Mochinné Fady
Odmocnina

Algebra

kvaternionti

Shrnuti

Haco
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Odmocnina

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek
& ve VEtSIng pouzivana k normalizaci vektort

& silové plisobeni, napr. dva bodové naboje aa b
& velikost sily

F ke qa(;b
r
kder ka bk
& silovy vektor
F g 2 b
r
@& Snadny VypOEet D4 Odmocnina
I’2 aj bi 2

& r uz vyzaduje odmocninu
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PAO81:

Odmocn i na Programovani

numerickych
- - s Vypoctd
Masivni pouziti

A. Kfenek

& pocitacova grafika — osvétleni plochy
@ zpravidla interpolaci po€itdme normaly k zakfivené plose
® vektory maji spravny smeér ale nejsou jednotkové
& pro spravny vypocet osvétleni potfebna normalizace

& ke viem témto vypoctlim nepotfebujeme striktng p§

& 91; se hodi mnohem vice
2 néasobeni je lepSi nez d€leni

& navic zpravidla staCi velmi hrub& aproximace Odmocnina
& citlivy je hlavng smér vektoru, ten zlistava

& primo Taylortiv rozvoj Pllzx

& iteracni metody (Newtonova atd.)
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PA081:

Odmocn i na Programovani

numerickych
. VYpOCtd
Fast inverse square root

& hra Quake Ill na konci 90. let

& prevratng realisticka grafika

@ vdggila velmi rychlému vypottu P=

& kod zrejme pochazi z grafickych knihoven SGI

A. Kfenek

Odmocnina
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PAO81.

Od mocn i na Programovani

numerickych
. VYpOCtd
Fast inverse square root
& hra Quake Ill na konci 90. let
& prevratng realisticka grafika
@ vdggila velmi rychlému vypottu P=

& kod zrejme pochazi z grafickych knihoven SGI

A. Kfenek

float invSgrt(float x) {
float xhalf = 0.5f*x,y;

union {
float Xx;
int i; Odmocnina
T u;s
u.x = X;
u.i = Ox5F3759df - (u.i >> 1);
y = u.x * (1.5F - xhalf * u.x * u.x);

return y;
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: PAO81:

Programovani

Odmocnina numerickgen
Vypoctd

Fast inverse square root
A. Kfenek

& funguje na zakladg IEEE reprezentace Cisla
X 1 my 28x

sngn exponent (8 blts) significand (23 bits)
FIOI L[] IOIOIOI |o]o]o[o[o]0]ofo[o[o]o]o]o[o[0]0]o]o[o[0 |0| 0.15625
31 30 23 22 (bit index)

& pritom my Myx=2%2aex Ex 127
& zaklad vypoctu

y 191: Odmocnina
X
1
log, y > log, X
1 1
log, 1 my ey 5|092 1 my 56x
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PAO81:

Odmocn i na Programovani

numerickych

. VYpOCtd
Fast inverse square root

A. Kfenek

@ prom 2 0;1 silze dovolit aproximaci
logp, 1 m m

& dosazenim a Upravami dostaneme

1
Ey, 22 My R 5 Ex 22 My

tj. Cerveny Ffadek v kédu s empiricky stanovenou Odmocnina
konstantou R

& vice viz http://en.wikipedia.org/wiki/Fast_
inverse_square_root

56/72


http://en.wikipedia.org/wiki/Fast_inverse_square_root
http://en.wikipedia.org/wiki/Fast_inverse_square_root

Odmocnina

Fast inverse square root

& posledni krok je jedna iterace Newtonovy metody

& pro vstup x hledame takové y aby y F%
1

& tj. hledame koren funkce ¥ y yz X
& Newtonovou metodou
1
T Vn v X
Yni1 Yn £0 Vi Yn 75 Yn

coz uz odpovida poslednimu vyrazu v kédu

vnl xy2

2

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Odmocnina
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Odmocn i na Programovani

numerickych

. VYpOCtd

Fast inverse square root
A. Kfenek

& aproximace je prekvapiveé presna
@& v Quake Ill je zakomentovana dalSi Newtonova iterace
2 nebyla potreba

& cca. 4 rychlejSi nez déleni

& dnes prekonana instrukci rsqrtss

Odmocnina
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S PAO81:
Programovani
Odmocnlna numerickych
. (OBt
Fast inverse square root vypotti
A. Kfenek

& aproximace je prekvapiveé presna
@& v Quake Ill je zakomentovana dalSi Newtonova iterace
& nebyla potfeba

& cca. 4 rychlejSi nez déleni

& dnes prekonana instrukci rsqrtss

& presné pochopeni konkrétniho Gcelu vypoctu
& vcetng zhodnoceni ,,ma smysl tvrd€ optimalizovat* Odmoening

& volba adekvatni metody

& prispéla k velkému komerénimu Uspéchu
2 pro jiné Ucely by byla zcela nevhodné
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PA081:

Odmocn i na Programovani

numerickych

Lze se ji i vyhnout et
A. KFenek
& Lenard-Jonesuv potencidl
@ nevazebna interakce dvou atomt
& vyznamna pro modelovani biochemickych dgjti
& vzorec pro energii (potencial)
A B . . o
Eij = R kde r je vzdalenost atomu
r r
5
o i
[ Odmocnina

3 s
n=2"c 1.5 2 25
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PA081:

Odmocn i na Programovani

numerickych
. VYpOCtd
Lze se ji i vyhnout

A. Kfenek

& vypocet velikosti sily

dE 12A 68
dr ris r’

& liché exponenty ) bude potfeba odmocnina

Odmocnina
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PAO81:

Odmocn i na Programovani

numerickych
= e VYpOCtd
Lze se ji i vyhnout

A. Kfenek

& vypocet velikosti sily
dE 12A 6B
dr ris r’
& liché exponenty ) bude potfeba odmocnina

& zajima me vétsSinou silovy vektor

a b GB 12A Odmocnina
a b —(« —F

F F r8 14

& tedy vystacim s r?
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- PAO81.
l I | Programovani
Od Ocn I n a numerickych

e R UDOEth

Lze se ji i vyhnout vypoctd
A. Kfenek

& implementace

float n,r2,r4,r8,rl14,F[3];

int i;

for (n=0,i=0; i<3; i++) {
FLi] = a[i] - b[i];
n += FLi1*FLil:

bs

r2 = 1.0/n;

Odmocnina

rd4 = r2*r2; r8 = rd*r4;
ri4 = r8*r4*r2;

n = 12*A*rl4 - 6*B*r8;
for (i=0; i<3; i++) F[i] *= n;
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- PAO81.
l I | Programovani
Od Ocn I n a numerickych

e R UDOEth

Lze se ji i vyhnout vypoctd
A. Kfenek

& implementace

float n,r2,r4,r8,r14,F[4];

int i;

for (n=0,i1=0; i<4; i++) {
FLi] = a[i] - b[i];
n += FLi1*F[i];

bs

r2 = 1.0/n;

Odmocnina

r4d = r2*r2; r8 = rd*r4;
rl4 = r8*rd4*r2;

n = 12*A*r14 - 6*B*r8;
for (i=0; i<4; i++) F[i] *= n;

& kvlli vektorizaci mtize mit smysl F[4]
61/72



PA081:

Parametrizace rotace Programovani

numerickych
- . . o . VYpOCtd
Aneb jak se vyhnout goniometrickym funkcim

A. Kfenek

& ve 2D jeden uhel
& slozeni souctem, inverze

& aplikace nasobenim matici

cos sin
sin cos

Algebra
kvaternionti
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PA081:

Parametrizace rotace Programovani

numerickych
- . . o . VYpOCtd
Aneb jak se vyhnout goniometrickym funkcim

A. Kfenek

& ve 2D jeden uhel
& slozeni souctem, inverze

& aplikace nasobenim matici

cos sin
sin cos

@ goniometrickym funkcim se mtizeme vyhnout

2t 1 t2 Algebra

cOoS kvaternionti

1 t2 1 t2

sin

& numericky prijemné, nevyjadrime o1

& nelinearni vztah at
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PA081:

Parametrizace rotace omeriokgen
Eulerovy uhly et
A. KFenek
& 2 stupng volnosti
& teodolit, sledovani bodu ve 3D
@ vykazuje singularity
Algebra

kvaternionti
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PA081:

Parametrizace rotace Programovani

numerickych

, Vvypotth

Eulerovy uhly P
A. Kfenek

& 2 stupng volnosti
& teodolit, sledovani bodu ve 3D
@ vykazuje singularity

& 3 stupn€ volnosti — Eulerovy uhly
2 na prvni pohled intuitivni
& nekonzistentni konvence
& Tast€jsi singularity — zaseknuti gyroskop

& numericky a programatorsky nevyhodné

& znacné neprehledné .
@& zaleZi na poradi
@ singularity — numerické problémy
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Parametrizace rotace

Matice

& maticové vyjadreni
® slozeni 3 rotaci podél osy

(0] 1
1 0 0

Rx 50 cos sin g
0 sin cos

& aplikovatelna stejnéa substituce
& vede na komplikované polynomy

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Algebra
kvaternionti
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Parametrizace rotace

Matice

B B8 8 8 8

primo matici 3 3

numericky samo o sobg stabilni, pokryva vSechny pripady
priliS mnoho ,,parametrti navic*

musi byt ortogonalni

snadno degeneruje

% nepresnosti vypocCtu ztraci ortogonalitu
2 korekce neni jednoducha

zabere vice paméti

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek

Algebra
kvaternionti
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PA081:

Parametrizace rotace omeriokgen
PFedstava prostoru rotaci Ea
A. Kfenek
& rotace v roving
® skalarx 2 1;1 ,kdet siny
Algebra

kvaternionti
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PA081:

Parametrizace rotace Programovani

numerickych

~ - VYpOCtd

PFedstava prostoru rotaci P
A. Kfenek

& rotace v roviné
® skalarx 2 1;1 ,kdet siny
& rotace s dvéma stupni volnosti (teodolit)

@ 2D vektorv, jvj2 0;1
& smer urcuje osu, velikost dhel jvj  sin 5
@ vSechny rotace reprezentovany kruhem

Algebra
kvaternionti
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PAO81:

Parametrizace rotace Programovani

numerickych

~ - VYpOCtd

PFedstava prostoru rotaci P
A. Kfenek

& rotace v roving
® skalarx 2 1;1 ,kdet siny
& rotace s dvéma stupni volnosti (teodolit)
@ 2D vektorv, jvj2 0;1
& smer urcuje osu, velikost dhel jvj  sin 5
@& vSechny rotace reprezentovany kruhem
& pokryti (2:1) jednotkovou kouli

& projekce v do roviny urcuje osu, z  COs

® va Vv predstavuji tutéz rotaci Algebra

kvaternionti
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PAO81:

Parametrizace rotace Programovani

numerickych

~ - VYpOCtd

PFedstava prostoru rotaci P
A. Kfenek

& rotace v roving
® skalarx 2 1;1 ,kdet siny
& rotace s dvéma stupni volnosti (teodolit)
@ 2D vektorv, jvj2 0;1
& smer urcuje osu, velikost dhel jvj  sin 5
@& vSechny rotace reprezentovany kruhem
& pokryti (2:1) jednotkovou kouli

& projekce v do roviny urcuje osu, z  COs

® va Vv predstavuji tutéz rotaci Algebra

2 2 1 kvaternion@i

@& parametrizace X;y;z s omezenim x> y? z

& netrpi singularitami
2 lze snadno interpolovat (vCetng& normalizace) apod.

66/72



PAO81:

Parametrizace rotace Programovani

numerickych

~ - VYpOCtd

PFedstava prostoru rotaci P
A. Kfenek

analogickéa konstrukce pro obecné rotace ve 3D
3D vektor velikosti 0;1

vSechny rotace jsou reprezentovany plnou kouli
pokryti (2:1) jednotkovou hyperkouli ve 4D

B 8 8 8 8

parametrizace X;y;z;w s omezenim
x%2 y? z2 w? 1
Algebra

stejné numericky vyhodné vlastnosti e 2

8
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PAO81:

Kvate rn i 0 ny Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
& algebraicky aparat na vektory ve 4D
& vice ekvivalentnich definic
& nejjednodussi H R?* s kanonickou bazi 1;i;j;k
a nasobenim

Algebra
kvaternionti
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Kvate rn i O ny Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
& algebraicky aparat na vektory ve 4D
& vice ekvivalentnich definic
& nejjednodussi H R?* s kanonickou bazi 1;i;j;k

a nasobenim
2

i j%2 K ijk 1
@ chapeme R® H jako ryze imaginarni kvaterniony
& potom pro jgj 1 je zobrazeni x , gxq rotace ve 3D

Algebra
kvaternionti
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PAO81:

Kvate rn i O ny Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
& algebraicky aparat na vektory ve 4D
& vice ekvivalentnich definic
& nejjednodussi H R?* s kanonickou bazi 1;i;j;k
a nasobenim
i j%2 K ijk 1
chapeme R® H jako ryze imaginarni kvaterniony
potom pro jgj 1 je zobrazeni x , gxq rotace ve 3D
nakryti 2:1 (g a q reprezentuji stejnou transformaci)
Algebra

skladani rotaci je nasobeni kvaternionti

inverze je q

8 8 8 8 8 B

korekce degenerace normalizaci
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PAO81:

Kvate rn i 0 ny Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& soucast mnoha knihoven
@ libquat, Boost, Ogre, DirectX, ...
& optimalizované implementace
& typické funkce
2 norma/normalizace
komplement
nasobeni
transformace vektoru/vektort
prevod z/na Eulerovy uhly
& prevod z/na matice 3 3

38838

Q - - - . Algebra ~
& v praxi zpravidla pouzijeme prihodnou knihovnu kvaterniond

2 tyto operace uz pred nami nékdo naprogramoval 1épe
2@ musime chpat principy, na kterych stoji
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Interpolace rotaci

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
& pouziti pro animace ve 3D
& linearni interpolace
1 tqo toa
ler ;ga;t
P do;d1 K1 tao taiK

& nevhodné vlastnosti

@ nelinearni vztah t a uhlu rotace

@& Spatna kontrola uhlové rychlosti Algebra

kvaternionti
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PA081:

Interpolace rotaci e

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& sféricka linearni interpolace (SLERP)

sinl t sint
: do : di

sler ;q1;t
P do:d1 sin sin

kde cos do d1

Algebra
kvaternionti
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PAO81:

Interpolace rotaci meriokjeh
Vypoctd

A. Kfenek

& sféricka linearni interpolace (SLERP)

sinl t sint
sin 9o sin a1

slerp qo; qs;t

kde cos Jdo Q1
& v kvaternionech lze vyjadrit

slerp qo;g1;t  go golas ®

& velmi efektivni implementace s pouzitim SSE, AVX
Algebra
kvaternion@i
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PA081:

Interpolace rotaci e

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& sféricka linearni interpolace (SLERP)

sinl t sint
- do 3 da

sler it
P 9o A1 sin sin

kde cos Jdo Q1
& v kvaternionech lze vyjadrit

slerp qo;g1;t  go golas ®

& velmi efektivni implementace s pouzitim SSE, AVX
Algebra

& pro VetSinu operaci s rotacemi jsou kvaterniony nejlepsi kvaternionti
volba

@ pritel Google ochotné poradi

71772



PAO81:

Sh rn utl’ Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& matematické modely reality
& pouziti idealizovaného aparatu realnych Cisel
& konetna reprezentace Cisel je zdrojem problém
@ rlizné projevy pro rtizné operace
@ j v trivialnim vypottu miiZze dojit k numerickému problému
2@ mira zavadnosti formalizovana pojmem numerické stability
& elementarni funkce

2 samotna implementace numericky stabilni
@ pouziti ve vyrazech miize vést na numerické problémy
& explicitni Taylorliv rozvoj pro okrajové pripady

& rychlost kritické Tasti vypocCtu

@ kompromis rychlost vs. presnost
& zméreni nemusi byt trivialni

Shrnuti
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