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Motivace

& aparat vektorovych a maticovych operaci

& soucast metod FeSeni nelinearnich rovnic, optimalizaci
atd.
& diferencialni rovnice
& simulace dynamickych systémui
@ metoda konetnych prvki

& realistické osvétleni scény (radiosita)

& a mnoho dalSich ...
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Motivace

& aparat vektorovych a maticovych operaci

& soucast metod FeSeni nelinearnich rovnic, optimalizaci
atd.

& diferencialni rovnice
& simulace dynamickych systémui
& metoda konetnych prvki

& realistické osvétleni scény (radiosita)
& a mnoho dalSich ...

& relativné snadna implementace, podpora v HW
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Motivace

Simulace pohybu t€lesa

& zalozena na Newtonové zakonE F ma

& vede na systém diferencialnich rovnic (13 proménnych)

(0] i1 0 1
dx=dt EP

dy t gdq:dtg gé!qqg
dt dP=dt F
dL=dt T

& pro simulaci potrebujeme opakovang resit

dy

Yn Yn 1 ta Ve

@ trikova aproximace — zanedbani vyssich €lenli Taylorova
rozvoje dy=dt jako funkce y

& konecny krok od y,, 1 ky, znamena FeSeni systému 13
linearnich rovnic
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Motivace

& Interakce s mékkymi tkaneémi
& tréning chirurgl — vytvorit simulaci chovani tkani
2 potrebujeme vytvorit matematicky model tkang
& s touto tkani pak miizeme interagovat (napr. hapticky)
& je treba simulovat chovani tkdng€ s dostateCnou presnosti
& pouzité matematické modely
& deformovatelna t€lesa
2 chovani je popsano parcialnimi diferenciadlnimi rovnicemi,
zpravidla nezname analytické TeSeni
2 FeSime numericky pomoci diskretizace metodou konetnych
prvkt (FEM)
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) PAO81:
Programovani
M Otlvace numerickych
. . (OBt
Metoda konecnych prvkt PP
A. Kfenek

& simulované tkan je geometricky aproximovdna meshem Motivace

& deformace popisuje teorie elasticity
& geometricky linearni model — systém linearnich rovnic

& geometricky nelinearni model — systém nelinearnich
rovnic

® v kazdém kroku iteracni metody systém linearnich rovnic
& systémy rovnic jsou Tidké (ovliviuji se jen primo spojené
uzly)
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q - VYpOCtd

Rekonstrukce signélu z ultrazvuku P
A. Kfenek

Motivace

& model vySetreni ultrazvukem
@ zdroj ultrazvuku, Sifeni a odraz vin v pristroji a tkanich
& pro vypocet Sireni vin v objektu pouzijeme FEM

2 na vinovou délku ultrazvuku potrebujeme nékolik
linearnich elementfi

& velikost elementu je pak v desetinach mm

& vySetrovany objekt ma velikost v jednotkach az desitkach
centimetrt

& systémy o jednotkach aZ desitkach miliénti rovnic
2 vysoké naroky na vypocetni kapacitu
& vysoké pamét'ové naroky
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A. Kfenek

Vykon
soucasnych
CPU

& taktovani typicky 2-4 GHz
& 4-30 jader v socketu

& v jednom taktu na jednom jadru az 8 aritmetickych
operaci ve Float, tj. az 32 Gflop/s

& podminéno dostateCnym prisunem instrukci a dat
& potrebny datovy tok
4GHz 8operaci 4B 20jader 2;56TB/s
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- PAOS81:
Vektorové instrukce Programoven
Vypoctd

A. Kfenek

. . - - s Vykon
& historie — napr. Cray v predséli budovy D soutasnych

CPU

& soucasné vektorové systémy (napr. NEC SX)

& TeSeni velmi specializovanych problémti

2 nizky vykon na skalarnich operacich
& vektorové rozSireni v architekture x86

& MMX: pouze cela Cisla, kolize s float registry

& SSE: 8 (16) registrti po 128 bitech, postupng pridavané

instrukce (rsqgrt)
& AVX*: 256-512 bitové registry, 3-operandové instrukce

& snaZzSi vyuziti plného vykonu procesoru

8/77



Vektorové instrukce

& trivialni priklad

float a[4].,b[4];

int i;
for (1=0; i<4; i1++) a[i] += b[i];

movaps 32(%rsp), %xmmoO
addps %rsp), %xmmO
movaps %xmm0, 32(%rsp)

& rucni reseni (intrinsic funkce) je neportabilni, rychle

zastarava

& vektorizaci kédu provede chytrejSi kompilator

2@ musime hlidat, abychom tomu nebranili
@ zarovnani dat, recyklace proménnych, vedlejsi efekty

in-line funkeci, . ..

& vyplati se kontrola vygenerovaného assembleru
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Vektorové instrukce

& zarovnani dat

#define SI1Z 200
#define DIM 3

float  x[S1Z][DIM],y[S1Z][DIM].,z[SI1Z][DIM];

for (i=0; i<S1Z; i+=2) for (J=0; j<DIM; j++) {
z[110]1 = x[i101*yLil0l;
z[i+1101 = x[i+1101-yLi+11001;

& nelze vektorizovat, vynucujeme skalarni instrukce
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CPU
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Programovani

Vektorové instrukce e

Vypoctd

A. Kfenek

& zarovnani dat

Vykon
soucasnych
CPU

#define SI1Z 200
#define DIM 4

float  x[S1Z][DIM],y[S1Z][DIM].,z[SI1Z][DIM];

for (i=0; i<S1Z; i+=2) for (J=0; j<DIM; j++) {
z[110]1 = x[i101*yLil0l;
z[i+1101 = x[i+1101-yLi+11001;

& nelze vektorizovat, vynucujeme skalarni instrukce

& pridani zbytetného vypoctu paradoxng celkové urychli
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PAO81:
Programovani

Pamét’ numerickych

Vypoctd

& DDR4-3200, frekvence sbérnice 1600 MHz, 64 bitl, 2 LG
prenosy v taktu ...25,6 GB/s
& 8 DIMMU na 4 kanalech CPU, teoreticky 204,8 GB/s i S,

CPU

@ nad moznosti pamgétovych Tadict
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& DDR4-3200, frekvence sbérnice 1600 MHz, 64 bitl, 2

prenosy v taktu ...25,6 GB/s
& 8 DIMMU na 4 kanalech CPU, teoreticky 204,8 GB/s i S,
CPU

@ nad moznosti pamgétovych Tadict

& latence cca. 10 cyklU, tj. az 50 taktli CPU
& dopredu musim védgt, co budu potrebovat
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& DDR4-3200, frekvence sbérnice 1600 MHz, 64 bitl, 2 LG
prenosy v taktu ...25,6 GB/s
& 8 DIMMU na 4 kanalech CPU, teoreticky 204,8 GB/s i S,

@ nad moZnosti pamétovych Tadict -
& latence cca. 10 cyklU, tj. az 50 taktli CPU

& dopredu musim védgt, co budu potrebovat
& pamét’ je podstatny zpomalujici faktor

@& rychlou pamét v plné velikosti je technicky/financngé

nemozné vyrobit

& hierarchie vyrovnavacich paméti (cache)
& pro soucasné architektury Intel typicky

@ L1 - latence 4 cykly, 32 kB instrukce, 32 kB data/jadro

@ L2 - latence 12 cykll, 256 kB/jadro

& L3 - latence 28 cyklti, 8-40 MB/procesor (sdilena mezi
jadry)
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Programovani
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Vyrovnavaci pameéti
Vypoctd

Organizace pristupu
A. Kfenek

Vykon
soucasnych

& Tadky (cache-line)
@& typicky 64B (16 Tfloat, 8 double) e

& primo mapovana cache
@& blok dat z hlavni paméti m4& dan jeden Fadek v cache

adresa=velikost Tadku % pocet fadkl
@ snadno dojde ke kolizim, napr. pro 32 kB
double pole[100][512][8];
for (i=0; i<100; i++) a += pole[i][0][0O];

® TeSenim je deklarace pole[100][513][8]
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Vyrovnavaci pameéti

Organizace pristupu

& plng€ asociativni

@ blok dat z hlavni paméti mtize byt umistén v kterémkoli

Tadku

2 implementacné narocné, ve standardnich CPU se nepouziva
& n-cestna asociativni

@ kompromisni FeSeni

2 sady po n Fadcich

& blok z hlavni pamgéti mtize skonCit v kterémkoli Tadku sady

2 Intel Nehalem/Westmere/SandyBridge/...:n 8
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Vyrovn é.VaCI, pam\éti Programovani

numerickych

. P VYpOCtd

Praktické zasady "
A. Kfenek

& optimalizovat pro vSechny Urovné

Vykon
soucasnych

& vyuzit cely Fadek cPU
& napr. miize se vyplatit transponovat matici

& dovolit procesoru/kompilatoru soucasné prenaset data a

pocitat

® dobre Titelny kod bez moznych vedlejsich efektl

& zabranit predcasnym kolizim v jedné sadg fadkl
@ diagnostické nastroje, vcetn€ HW podpory

& meérit dosazeny vykon (flop/s)

& atd. ...
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Vyrovn é.VaCI, pam\éti Programovani

Praktické zasady

8

8 8 8 &

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

optimalizovat pro vSechny Urovngé

Vykon
soucasnych

vyuzit cely fadek =
& napr. miize se vyplatit transponovat matici
dovolit procesoru/kompilatoru soucasné prenaset data a
pocitat
® dobre Titelny kod bez moznych vedlejsich efektl
zabranit predasnym kolizim v jedné sadé fadk
@ diagnostické nastroje, vcetn€ HW podpory
merit dosazeny vykon (flop/s)

atd. ...

aplikovat jen pro skutetng kritické sekce kédu

pouzivat specialni optimalizované knihovny, kde to jde
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PAO81.

BIOkOVé algoritmy Programovani

numerickych
Vypoctd

& zjednoduSeny model jen s L1 A. Krenek
& nasobeni vektoru maticiy: y AX

nacti x do cache
nacti y do cache Blokové
fori 1;::::n algoritmy
nacCti fadek A; do cache
forj 1;:::;n
Yi Yi AijXj
zapi$ y do hlavni pamégti

& pocet pristupli do pomalé pamé&tim 3n n?
& pocet aritmetickych operaci f 2n?
& efektivita f=m 2
& algoritmus je limitovany rychlosti pamgti
& pomize recyklace fadkti cache - vyplati se ukladat vektory
spojitE, ne jako sloupce matice (v C)
2 jinak se s tim neda nic moc délat
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PAO81:

BIOkOVé algoritmy Programovani

numerickych

Maticové nasobeni PR
A. Kfenek
& nasobenimaticC C AB
fori 1;:::;n Sl O
! ’ algoritmy

nacCti fadek A; do cache
forj 1;:::;n
nacti Cj; do cache
nacti sloupec B j do cache
fork 1;:::;n
Cij GCij AikBkj
zapi$ Cjj do hlavni paméti

® pristupy do pamétim n2

& aritmetické operace ¥ 2n3
& efektivita opet 2
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Blokové algoritmy

Maticové nasobeni

& matice rozdélime na N2 blokt velikosti b

forj 1;:::;N
nacti blok Cjj do cache

fork 1;:::;
nacti blok Aji do cache
nacti blok By; do cache

Cij Cij
zapis blok Cj; do cache

AjkBgj (maticové nasobeni)

& pristupy do paméti

@ Tteni blokdi A: N3 n=N 2

@ dttoB: N

n

2

& Tteni a zapis C: 2n?

& efektivita f=m

2n3

2N 2 n2

N

b

n

b;b

PAO81:
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Blokové
algoritmy
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PA081:

Blokove algoritmy programovéni

numerickych

- ) - P Vypoctd

Maticové nasobeni 2
A. KFenek

velikost reélné L1 cache je 32 kB,
do L1 se vejdou 3 matice velikosti 36 36 (v double)

Blokové

L2 cache je 10 pomalejsi algoritmy

B 8 8 8

procesor je dobre vyuzit
& | pri vyuziti vektorovych instrukci
& proto je cache prave tak velka

38

Zadouci aplikovat rekurzivng€ i pro L2 a L3

B8

implementovano v optimalizovanych knihovnach
& nasobeni matic je na souCasnych procesorech jeden

z nejefektivngjsich algoritm

2 redukce problému na mat. ndsobeni pfi Ffadovém zachovani
poctu operaci témer vzdy vede k vyraznému zrychleni

18/77



Knihovna BLAS

& Basic Linear Algebra Subprograms,

http://www.netlib.org/blas
& zakladni operace, napr.

&

B 8 8 B

®

& verze pro typy float,double,complex
& specializované varianty pro symetrické, trojuhelnikové, a

DOT: xy

AXPY:y AX
NRM2: jxj?
TRMV: Ax

TRSV: A 1x
GEMM: C  AB

nékteré Fidké matice

& de-facto standardizované rozhrani
& implementace vyladéné pro konkrétni typy CPU

& vyuzivané v knihovnéach vyssi Grovné (napr. LU

dekompozice)

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

BLAS
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http://www.netlib.org/blas

PA081:

Asymptoticka slozitost e
VYpOCtd
& Tasova slozitost nasobeni matic je O n3 A. KFenek

Asymptoticka
slozitost
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Asymptotickéa slozitost

& Tasova slozitost nasobeni matic je O n®
& Strassen (1969): O n%81

& rozdgéleni matic na2 2 bloky, potom

My
Mz
Ms
My
Ms
Ms
M7

A1 Az Bix B
A1 Az By

Ci1
A11 Bz Boa

Ci2
Az B2y Bix

Ca
A1x Az Bz

Ca2

A2z Ain B B
A1z Az Ba1 Bx

M1
M3
Mz
M1

& rekurzivni aplikace, poCet operaci T n

T

n 7T nN=2 18 n=22 O n'%7

My
Ms
My
Mz
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Asymptotickéa slozitost

& Tasova slozitost nasobeni matic je O n®

& Strassen (1969): O n%81

& rozdgéleni matic na2 2 bloky, potom

My Aunn Ax Bix Ba
Mz Aai Az Bug

Ci1
Mz A1 Biz Bz

Ci2
Mg Az B2z Bax

Ca
Ms  Aux A2 B

Ca2

Ms A2z A Bux Biz
Mz A Ax Bai B2

M1
M3
Mz
M1

& rekurzivni aplikace, poCet operaci T n

Tn 7T n=2 18 n=22 O n'9%’

& Coppersmith-Winograd (1987): O n2376

My
Ms
My
Mz
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Ms My
Asymptoticka
sloZitost
Mz Meg
o) n2:81
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. L L . PAOSL:
Systémy linearnich rovnic el
Vypoctd

A. Kfenek
& hledame TesSeni systému
ap; Xy  appXo ainxXn  bs
az1X1  azXo anXn b2
Systémy
amiXi amaXz amunXn  bm el

rovnic

& maticové vyjadreni
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PAO81:

Klasifikace problém e

numerickych
Vypoctd

@ M N - dobfFe podmingné systémy A Krenek
& nadgje na jednoznatné Feseni (je-li A regularni)
& M < N - nedostatecné podminéné systémy
® Zzadné FeSeni
2@ nekonetné mnoho feSeni (N M-rozmérny prostor)
& M > N - prili§ podmin€né systémy
& presné TeSeni zpravidla neexistuje
& hledame ,,nejlepsi kompromis*

PFehled metod
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Klasifikace problémi

& M N - dobre podmingéné systémy

& nadgje na jednoznatné Feseni (je-li A regularni)
& M < N - nedostatecné podminéné systémy

® Zzadné FeSeni

2@ nekonetné mnoho feSeni (N M-rozmérny prostor)
& M > N - prili§ podmin€né systémy

& presné TeSeni zpravidla neexistuje

& hledame ,,nejlepsi kompromis*

& husté vs. Fidké
® O N? vs.O N nenulovych prvk
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PFehled metod
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Klasifikace problémi

& M N - dobre podmingéné systémy

& nadgje na jednoznatné Feseni (je-li A regularni)
& M < N - nedostatecné podminéné systémy

® Zzadné FeSeni

2@ nekonetné mnoho feSeni (N M-rozmérny prostor)
& M > N - prili§ podmin€né systémy

& presné TeSeni zpravidla neexistuje

& hledame ,,nejlepsi kompromis*

& husté vs. Fidké
® O N? vs.O N nenulovych prvk

& velikost — dopady kumulace chyby pri naivnim pristupu
@ N 10 - zpravidla staci float
@ N 50-double
@& vetsi — vyzaduji chytrejs$i metody (pivoting)

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

PFehled metod
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PAO81:

P\feh Ied metOd Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& primé
& dany algoritmus, vzdy stejny pocet operaci
@ nemusi fungovat dobre pro ,,skoro singularni“ nebo prilis
velké systémy
@ preferované pro ,,normalni“ problémy
& Gaussova eliminace, rtizné dekompozice, ...
& jteracni
@ postupng vylepSované Feseni ST ] i
& dosazeni kritéria konvergence
& rlizna narocnost pro rlizné vstupy
@ Jacobi, Gauss-Seidel, sdruzené sméry ...
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PAOS81:
Prehled metod i
Vypoctd

A. Kfenek

& specializované metody pro Fidké matice
@ pro rtizné vzory Fidkych matic
% vyrazné efektivngjsi, jedind moznost FeSeni velkych
systémi
& primé i iteracni
& metody pro singularni systémy
@& analyticky i numericky (,,skoro®) singularni
2 nalezeni celého prostoru Feseni
& standardni metody zhavaruji
2 dekompozice na singularni hodnoty

PFehled metod

& TeSeni prilis podminénych systémt
@ specializované metody nejmensich Ctvercti
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PAO81:

DOStupné knihovny Programovani

numerickych
& zpravidla sdhneme k hotové knihovngé e
2 nejsme prvni, kdo tento problém Fesi
& implementace optimalizované pro rtizné pripady
@ k volbg& vhodné metody je treba ramcove rozumeét jejich
principlim
& Numerical Recipes in C
2 hlavni zdroj pro tuto prednasku
2 jednoduché prehledné implementace
& LAPACK http://www.netlib.org/lapack/
2 plnohodnotna volng dostupna knihovna
@ vyuziva nizkoudroviové knihovny BLAS, zpravidla
implementované strojoveé zavisle
& obecné a specializované funkce pro rtizné typické pripady
& numpy.linalg a scipy.linarg https://scipy.org/
@ Python API, interng vyuziva zpravidla BLAS/LAPACK
& NAG http://www.nag.co.uk/
@ rozsahla komeréni numericka knihovna

& adalsi...

A. Kfenek

PFehled metod
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PAO81:

Gaussova eliminace T

numerickych
- P VYpOCtd
Zakladni postup "
A. Kfenek

& standardni ,,Skolni*“ metoda

2 TeSeni systému se nezméni, nahradime-li libovolny fadek A
a odpovidajici prvek b linearni kombinaci tohoto Fadku
s libovolnym dalSim

Aig

an nasobku prvniho

TFadku
& obdobn€é pokracujeme druhym sloupcem od az»

& vysledkem je matice s vynulovanymi prvky pod
diagonéalou Gaussova

eliminace
& TeSeni systému ziskame zpétnou substituci
@ posledni rovnice aypyxm  bwm je trivialni
% do predposledni dosadime ziskanou hodnotu xy, atd.
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PAO81:

Gaussova eliminace T

numerickych
. ) ) VYpOCtd
Numerické problémy

A. Kfenek

& diagonalni prvek axk je 0 nebo prilis maly

& v k-té iteraci se jim deli
% dojde k pretecCeni

& pri odeCitani dochéazi k priliSné ztraté platnych cifer

L) # (1] 1 #
1
11 > o 1 1
zaokrouhleni miize vést az k ap» 1 to odpovida
plivodni matici = # Gaussova
1
10

& metoda v této podobg je numericky nestabilni
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- - PAOS81:
Gaussova eliminace Programoven
Vypoctd

Pivoting
A. Kfenek

& dalSi tvrzeni o systému
& TeSeni systému se nezméni vyménou libovolné dvojice
Tadkt
% TeSeni systému se nezméni vymeénou libovolné dvojice
sloupcti, zaménime-li zaroven prislusné komponenty
vektoru x
@ pivot je prvek, ktery po aplikaci téchto krokti pouzijeme
k d€leni pri eliminaci k-tého sloupce
& CasteCny pivoting (parcialni)
& v iteraci k vybirame z ajx proj Kk, tj. jen z nulovaného SriETa
Sloupce eliminace
& plny pivoting
& vybirame z ajj pro i;j Kk, tj. z celé podmatice doprava a
doll
& vyzaduje udrzovat vznikajici permutaci proménnych

28/77



PAO81:

Gaussova eliminace T

numerickych
; - VYpOCtd
Pivoting

A. Kfenek

@ za pivota volime maximum z kandidatt
& pro vSechny faktory v eliminacnich krocich plati jZ—L‘ij 1

& parcialni i plny pivoting jsou pak numericky stabilni

& prinos plného pivotingu je jen okrajovy

Gaussova
eliminace

29/77



PAO81:

Gaussova eliminace T

numerickych
; - VYpOCtd
Pivoting

A. Kfenek

@ za pivota volime maximum z kandidatt
& pro vSechny faktory v eliminacnich krocich plati jZ—;‘;j 1
& parcialni i plny pivoting jsou pak numericky stabilni

& prinos plného pivotingu je jen okrajovy

& volba pivota zavisi na fadu koeficientti ptivodniho
systému

& vynasobeni jedné rovnice faktorem 10%° . ..

& za pivota lze volit koeficient, ktery by byl nejvétsi, kdyby causcova
byl cely plivodni systém normalizovany, tj. nejvetsi eliminace
koeficient vSech rovnic roven 1

@ vyzaduje dodate€nou udrzbu faktorti $kalovani, mtize
prinést vEtSi robustnost

29/77



- - PAOS81:
Gaussova eliminace Programoven
Vypoctd

Gauss-Jordanova eliminace
A. Kfenek

& Gaussovu metodu lze pouzit pro vice pravych stran
soucasné
& specialng pro N bazovych vektorli dostaneme vypocet
matice A 1
& rozsireni — Gauss-Jordanova eliminace
% v kazdeé iteraci eliminujeme prvky nad i pod diagonalou A
® vysledkem je jednotkova matice
& TeSeni systému je primo modifikovany vektor b
Gaussova
2 resp. dostavame A 1 eliminace
& srovnatelné se zakladni implementaci
@& realng provadime tytéz operace
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PAO81:

Gaussova eliminace T

numerisk)’/ch
Vyhody a nevyhody Vypoctd

A. Kfenek

& jednoduchd, dobre pochopitelna a stabilni metoda

& je treba znat pravé strany dopredu
@ jsou soucasti celého vypottu
& vypocet A ! je zatizen pom&rng velkou numerickou
chybou
& primy vypocet feSeni systému Ax b je presngjsi nez
vypotet A ' anasledné x A b i
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PAO81:

ROZkIady matiC Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& danou matici A vyjadrime jako soucin
A AiA AR

& matice A1;Az;:::An maji n€jaké specialni vlastnosti

@ Zzrejmgjsi vlastnosti problému popsaného ptivodni A
® kritické body vektorového pole
& statisticky vyznamné vlastnosti ngjakého jevu
& podminénost systému linearnich rovnic
x ...
& vlastnosti rozkladu Ize prakticky vyuzit
& TYeSeni systému linearnich rovnic

Rozklady matic

@ existuji implementace algoritmt se znamymi vlastnostmi

@ zpravidla numericky stabilni
& optimalizované na konkrétni CPU, maximalng efektivni
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Rozklady matic

& A LU, resp.PA LU
2 L a U jsou dolni a horni trojuhelnikova
& P je permutace Tadkl
@ Choleského: A LLT
2 pro symetrickou pozitivng definitni A
& A QR
2 Q ortogonalni, R horni trojuhelnikova
2 symetrické varianty RQ, QL a LQ
& singularni hodnoty: A U V
2 U;V ortogonalni, diagonalni
@ spektralni: A VvV v 1
@  diagonalni, vlastni hodnoty
@ varianta Jordanova: blokové diagonalni
hodnoty
@ Shurova: A VSV'T
& V ortogonalni

, hasobné vlastni

2 S horni trojuhelnikové s vlastnimi hodnotami A na

diagonale

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Rozklady matic
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PAO81:
Programovani

LU dekompozice s

Vypoctd

Princip
A. Kfenek

& predpokladejme, ze dokazeme rozlozit A LU tak, ze
2 L je spodni trojuhelnikova matice (prvky nad diagonalou

jsou nulové)
2 U je horni trojuhelnikova matice (prvky pod diagonalou

jsou nulové)

& potom lze psat
AX LU x L Ux b
@ plvodni systém lze vyTesit postupnym FeSenim
Ly b a Ux vy "

dekompozice

& to je trivialni doprednou a zp&tnou substituci
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PAO81:
i Programovani
LU dekompOZICe numerisk)’/ch
Vypocet rozkladu vypotti
A. Kfenek

& prvky rozkladu A LU lze, s ohledem na nuly pséat

i<j:aij uilyj uizlyj uiilij
i Jraij  uilly  uizlyj uiiljj
i >j . Aij Ui1|1j Ui2|2j Uij |jj

® je to systém N2 rovnic v N2 N neznamych
& diagonala je pokrytaui l
& muizeme tedy volit I;; 1

LU
dekompozice
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PAO81:

LU dekompozice omeriokgen
Croutliv algoritmus Ea
A. Kfenek
& postupnéproj 1;2;:::;N: -~ -
@ proi 1;2;:::j spocitame )
na zakladg uvedenych rovnic i
3 T
ulj alj Iikukj l ¢
k 1
® proi j 1;J 2;:::;;N s
O 1 o/
1 ! @®
ij — @a; likuig A T
Ujj K 1 N
& postup vzdy vyuziva drive
~ 2 LU
SpOCtene prvky dekompozice

@ k numerické stabilit€ je treba navic dodat pivoting Ijj
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LU dekompozice

Shrnuti a pouziti

& TeSeni linearnich rovnic pro libovolny pocet b
& Croutlv algoritmus O N2
® dopredna a zp&tna substituce O N?
& vSechna b neni tfeba znat dopredu - hlavni prednost
metody

& vypocet inverzni matice

® TeSeni systému prob  bazové vektory
@ potfebujeme-li potitat A B, je lepsi pFimo pro sloupce B
nez explicitni vyjadreni A *

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

LU
dekompozice
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LU dekompozice

Shrnuti a pouziti

& tzv. driver routine v knihovné LAPACK

& vlastni rozklad LU
2 TeSeni systému
2 iteracni zpresnéni (viz dale)

int n = N, nrhs = NRHS, Ida = LDA, Idb =
int ipiv[N];

float a[LDA*N] = { ... };

float b[LDB*NRHS] = { ... };

sgesv( &n, &nrhs, a, &lda, ipiv, b, &ldb,

& kompilace icc -mkl source.c

& existuji i volné verze

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

LDB, info;

&info );

LU
dekompozice
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PAO81:

Choleského dekompozice Programoveni

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
@® predpokladame A LLT
& po prvcich plati
\Hlibé o] - 1
1
lii !éaii = @a;; i ljA

2 .
Iik IJ' l:s
ii K 0

k 0
& podobng jako pri LU dekompozici vzdy vyuzivame drive
spoctené prvky
& odmocninu lze vzdy spocitat pro symetrickou pozitivné
definitni A
& omezengjsi, ale stale vyznamna tfida problémt
& algoritmus je efektivngjsi a numericky stabilni

@ cca. 2 méng operaci nez LU, mensi pamét'ova narocnost
z =z 0z - o Choleského
2@ ma smysl pouzivat specialni funkce z knihoven dekompozice
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PAO81:

QR dekompOZiCe Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& rozklad A OR
2@ Q ortogonalni, R trojuhelnikova

& systém Ax b lze psat
Rx Q'b

& jednoduché FeSeni substituci
& lepSi numerické vlastnosti

@ metody konstrukce — nulovani prvkti pod diagonalou

& Gram-Schmidtiiv proces
2@ Householderovy transformace
% Givensovy rotace

QR

dekompozice
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PAO81:
1 Programovani
QR dekompOZIce numerickych
Gram-Schmidt@iv proces e
) o ) - A. Kfenek
& Gram-Schmidtuv ortogonalizacni proces

u a \V/ o
1 1 1
kulk
u a; proj,.a Y, -
2 2 2 2
Vil kLI2 k
u asz proj,,asz proj,. a Y, =
3 3 3 3 3
V& V2 kLI3 k
& potom

(0]
Vi a3 Vi a2
Q V1:::Vn R 5 0 Vo ap

- v P - - ~ | ya 7 QR
& numericky problém, jsou-li néktere a;; a; skoro kolme dekompozice

41777



PA081:

QR dekompOZiCe Programovani

numerickych

Vypotth
Householderova transformace P
A. Kfenek

& zrcadleni daného vektoru podle nadroviny
@ zarovna s bazovym vektorem, zachova velikost

& pro libovolné x:

4 T

u X e1 ﬁ Q | 2vV

& potom Qx ;0;:::;0 T

QR

dekompozice
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PA081:

QR dekompOZiCe Programovani

numerickych

Vypotth
Householderova transformace P
A. Kfenek

& zrcadleni daného vektoru podle nadroviny
@ zarovna s bazovym vektorem, zachova velikost

& pro libovolné x:

4 T

u X e1 @ Q | 2vV

& potom Qx ;0;:::;0 T
& triangulace A

R Qni::QuA atedy Q QIQJ:::Qf

QR

dekompozice
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PAO81:
Zakladni dekompozice - shrnuti P
VYpOCtd
® LU
@ ve varianté PA LU existuje pro vSechny Ctvercové matice
@ odpovida GaussoVE eliminaci — trpi stejnymi numerickymi
problémy
& Choleského
& Ttvercové, symetrické, pozitivng definitni matice
2@ numericky stabilni (to je ale LU pro tyto matice také)
@ cca. 2 méng operaci

@ obecné m n matice
& existuji numericky stabilni konstrukce (Householderova
transformace)

& pouziti predevsim k Ffeseni systémi linearnich rovnic

QR

dekompozice
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PAO81:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych

- - - VYpOCtd

Zakladni tvrzeni o
A. Kfenek

& libovolnou realnou (i komplexni) matici lze rozlozit

T 0 0 oT
AN Uun NN Vn N Uy m M N VNN

& U je sloupcove ortogonalni

@ az na nulové sloupce v pripadé M N
& diagonalni a V ortogonalni
& rozklad je unikatni az na

& soutasnou perumutaci sloupcti vSech t¥i matic
@ linearni kombinaci sloupcti U; V odpovidajicich nulovym ;

Dekompozice

e cine 14 A4 TT



- = 7 Ve PA081:' )
Dekompozice na singularni hodnoty et
Geometricky vyznam vypotti

A. Kfenek

& A je slozeni transformaci
& rotace/zrcadleni vV 1!
& zvetSeni/zmenseni faktory ; ve smérech ej, v€etné
degenerace ( § 0)
% rotace/zrcadleni a projekce do méné/vice dimenzi U

Dekompozice
na <inailaf



PA081:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych

. O VYpOCtd

Geometricky vyznam P
A. Kfenek

& A je slozeni transformaci

& rotace/zrcadleni vV 1!

& zvetSeni/zmenseni faktory ; ve smérech ej, v€etné
degenerace ( § 0)

% rotace/zrcadleni a projekce do méné/vice dimenzi U

& obor hodnot zobrazeni A
2 sloupce U odpovidajici nenulovym  jsou jeho generatory

Dekompozice
na <inailaf



- = 7 Ve PA081:' )
Dekompozice na singularni hodnoty et
Geometricky vyznam vypotti

A. Kfenek

& A je slozeni transformaci

& rotace/zrcadleni vV 1!

& zvetSeni/zmenseni faktory ; ve smérech ej, v€etné
degenerace ( § 0)

% rotace/zrcadleni a projekce do méné/vice dimenzi U

& obor hodnot zobrazeni A
2 sloupce U odpovidajici nenulovym  jsou jeho generatory

@ nulovy prostor N A fx2RN:Ax 0g
& Yadky V' odpovidajici nulovym ; jsou jeho generatory

Dekompozice
na <inailaf



PAO81:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych

- - - VYpOCtd

Numericky vyznam P
A. Kfenek

& ,oddéleni zrna od plev*

& sloupce U a V jsou kolmé a normované
& veSkeré potencialni degenerace soustredény do
@ singularity A odpovidaji nulovym
& vcetné numerickych ( ; 0)
& numericky velmi stabilni algoritmus dekompozice
& lze pouzit na Ffeseni systém linearnich rovnic

@ M <NaM N singularni: reprezentant feSeni + generator
prostoru

Dekompozice
na <inailaf



PA081:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych
Sigc VYpOCtd
PouzitiproM N P!

A. Kfenek

& TeSeni systému rovnic, resp. vypocet inverzni matice
Al Vvdiagi1=; UT

& kdy to nejde
@ jedno nebo vice ; je nulovych - A byla singularni
®  qin= max < (Spatn€ podminéna matice) — standardni
metody FeSeni selhaly

Dekompozice
A cinal4 A



- = 7 Ve PA081:' )
Dekompozice na singularni hodnoty et
Pouziti pro M N Vypoctd

A. Kfenek

& TeSeni systému rovnic, resp. vypocet inverzni matice
Al Vvdiagi1=; UT

& kdy to nejde
@ jedno nebo vice ; je nulovych - A byla singularni
®  qin= max < (Spatn€ podminéna matice) — standardni
metody FeSeni selhaly
& oznaCme oG C #
0 diag =5 1 0
0 i O

& rovnice AX b nemusi mit FeSeni, presto zkusime
x V Wb

Dekompozice
A cinal4 A



PAO81:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych
Sigc VYpOCtd
PouzitiproM N P!

A. Kfenek

& hledame nejblizsi FeSeni, tj. minimalizujeme jJAX bj
® prolibovolnéx’jeAx x* b Ax b b’ kdeb’® Ax°

jAx b B ju Vvl Vv WUTb b b
ju W 1b b
ju ® 11U UL j
i % 11U U

& 0 | je diagonalni s nenulovymi prvky pro ; O
@ b’ je v oboru hodnot A, tedy UTb? ma nenulové prvky
pravépro ; O

@ minimum pravé prob’ Oatedyix’ 0

Dekompozice
na <inailaf



- = 7 Ve PA081:' )
Dekompozice na singularni hodnoty T
PouzitiproM N Vypotti

A. Kfenek

solutions of
solutions of A-x=c¢

A-x=d

SVD “solution”
ofA-x=c¢ . ¢
range of A

SVD solution of
A-x=d

Dekompozice
na <inailaf



PA081:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych

o . (OBt

Pouziti pro M N - prakticky ypoet
A. Kfenek

& singularitu A detekujeme podle ; O
@ vypotteme nejblizsi FeSeni jakox V 'UTb
& dosazenim oveérime, zda je to presné Feseni

& kdyZz ne, vime, Ze presné FeSeni neexistuje
@& mame nejblizsi aproximaci

Dekompozice
na <inauli



- Q 7 ’, PAO81:' )
Dekompozice na singularni hodnoty Programovin
Pouziti pro M N - prakticky Vypotti

A. Kfenek

& singularitu A detekujeme podle ; O
@ vypotteme nejblizsi FeSeni jakox V 'UTb
& dosazenim oveérime, zda je to presné Feseni
& kdyZz ne, vime, Ze presné FeSeni neexistuje
@& mame nejblizsi aproximaci
& Spatn€ podminéna matice j maxi J minj
® lépev °vynulovat i takova
& paradoxni — zahazujeme €ast vstupni informace
@ v praxi dava lepsi vysledky — prave tento vstup ma tendenci
Skodit
@ stanoveni prahu ; 0 neni trivialni

Dekompozice
na <inauli



Dekompozice na singularni hodnoty
PouzitiproM N

& méng rovnic, M < N

& nekonetng& mnoho Feseni

& rozklad na singularni hodnoty - N M nulovych
2@ nemusi byt presné nulové (numerické nepresnosti)
& miuze jich byt vice diky dal$im singularitam

& 0 yypotitame vynulovanim problematickych ;

& primo vypocteme reprezentativni feSeni x
& vCetn€ ovéreni, zda je skutetng FfeSenim

& sloupce V odpovidajici nulovanym ; generuji prostor

dalSich FeSeni

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Dekompozice
na <inauli



PA081:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych
Sigc VYpOCtd
PouzitiproM N P!

A. Kfenek

& vice rovnic, M > N
& neexistuje presné TeSeni, hledame nejblizsi aproximaci
& rozklad na singularni hodnoty

& obecn€ nemusi dat zadna nulova ;
& ziskame nejblizsi aproximaci Feseni, viz naznaceny diikaz

Dekompozice
A cinan 1492



PAO81:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych
Sigc VYpOCtd
PouzitiproM N P!

A. Kfenek

& vice rovnic, M > N
& neexistuje presné TeSeni, hledame nejblizsi aproximaci
& rozklad na singularni hodnoty

& obecn€ nemusi dat zadna nulova ;

& ziskame nejblizsi aproximaci Feseni, viz naznaceny diikaz
& (skoro) nulové singularni hodnoty

® skryta degenerace systému
& muze vést na jedno nebo i vice presnych TeSeni

Dekompozice
A cina 492



PAO81:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych
Sigc VYpOCtd
PouzitiproM N P!
A. Kfenek

& vice rovnic, M > N
& neexistuje presné TeSeni, hledame nejblizsi aproximaci
& rozklad na singularni hodnoty

& obecn€ nemusi dat zadna nulova ;

& ziskame nejblizsi aproximaci Feseni, viz naznaceny diikaz
& (skoro) nulové singularni hodnoty

® skryta degenerace systému

& muze vést na jedno nebo i vice presnych TeSeni
& velmi malé singularni hodnoty

& ukazuji na nizkou citlivost problému
& praveé ve smérech odpovidajicich sloupcti V
& zpravidla lIépe vynulovat v °

Dekompozice
A cina 492



PA081:

Dekompozice na singularni hodnoty Programovan

numerickych
. . VYpOCtd
Aproximace matic

A. Kfenek

& plivodni matici Ize vyjadrit
X
Aij kUikVjk
Kk
& je-li vétSina ; skoro nulovych
& ma smysl ukladat jen nékolik sloupcti U a V
® stale dostdvame pomérng presnou aproximaci A

& nasobeni Ax je vyrazng efektivngjSi—- K M N operaci

Dekompozice
na <inauli



Dekompozice na singularni hodnoty

Algoritmus

=S

&

prvni faze — redukce na bidiagonalni formu

@ vyuziva Householderovy transformace
druha faze - iteracni, varianta vypoctu vlastnich hodnot
vyjimecng stabilni

& zaméreni na vytazeni problematickych vlastnosti A do
pouzijeme existujici implementaci :-)

@ uZ to za nas jednou nékdo udglal

& dalsi vylep3ujici triky dodavatelt knihoven
2 nezbavuje to odpovédnosti za interpretaci vysledku

plivodni algoritmus Golub a Reinsch, Singular value
decomposition and least squares solutions, 1970

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

Dekompozice
na <inauli

4777



PAO81:

Vlastni hodnoty a vektory Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& vlastni hodnoty a vektory matice (transformace)

& obecna realna matice nemusi mit realné vlastni hodnoty
& vice viz kursy linearni algebry

55/77



PA081:

Vlastni hodnoty a vektory programovin

numerickych
Pouziti Vpoctt
& hledani korenti polynomti
& vypocty vyssich mocnin matic

A. Kfenek

A" vvivviavv?yi vyl
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PAO81:
Vlastni hodnoty a vektory e
PouZiti vpost
& hledani korenti polynomti

& vypocty vyssich mocnin matic

A. Krenek

A" vvivviiavv? vyl

& kritické body funkce vice proménnych
2 prvni parcialni derivace jsou nulové
& Hessian (matice druhych parcialnich derivaci) urcuje
aproximaci kvadrikou v daném bodg&
@& symetrickd matice — realné hodnoty, ortonormalni vektory
® extrémy — vSechny kladné, sedla — nEkteré zaporné
@ absolutni hodnoty urCuji tvar, vektory orientaci

Hypetbole Porobolord. 2
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PA081:

Vlastni hodnoty a vektory omeriokgen
Pouziti poett
A. KFenek

& kritické body vektorového pole

& velikost vektoru je nulova
@ Jakobian (matice prvnich parcialnich derivaci)

Attracting Attracting
node focus
R1,R2<0 R1=R2<0

j (r— =12=0 H=-2<0
Saddle Center
point R1=R2=0
R1<0 =-1<0
R2>0
M=12=0
Repelling Repeliing
node focus
R1,R2>0 R1=R2>0
nN=12=0 H=-2<0
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Vlastni hodnoty a vektory

Pouziti

& analyza hlavnich komponent

AL

& téma pristi prednasky

PAO81:
Programovani
numerickych

VYpOCtd

A. Kfenek

58/77



PAO81:

Vlastni hodnoty a vektory omeriokgen
Algoritmy poett
A. Kfenek

& jteracni algoritmus
&£ Ay: A
® dekompozice Ak  QkRk
® polozime Ak 1: RkQg

® plati A 1 RkQk  QrQiRkQk  Q*AiQx
& tedy iteracni krok zachovava vlastni hodnoty

& lze ukazat, ze za jistych okolnosti konverguje k Shurové
formé

59/77



PAO81:

Vlastni hodnoty a vektory Programovani

numerickych
. VYpOCtd
Algoritmy

A. Kfenek

& numericky dost neprijemny problém
& jeSte jasngjsi pripad, kdy sahnout k hotovym feSenim
& rlizné varianty pro rtizné pripady
2 realné a komplexni
2 vlastni hodnoty, vektory, oboji
& rlizné specialni typy matic
& vztah k singularnim hodnotam

& sloupce U v SVD jsou vlastni vektory AAT
2 nenulové singularni hodnoty jsou odmocniny nenulovych
vlastnich hodnot AAT
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Shrnuti

& zéakladni rozklady matic
& LU, Cholského, QR

& pouziti predevsim k Teseni systémti linearnich rovnic

® existuji i dalsi varianty
& SVD
%@ narocCngjsi postup, vetsi stabilita
& Spatné podminéné systémy
& vEtSi nahled do problému - dalsi aplikace
& vlastni hodnoty
® rozklad matice A V V1!
@ primé vyuziti pro charakteristiku Fady problému
& (vice v pristi prednasce)
& existujici implementace
& témer vzdy je pouzijeme
& je nutné védet, co délame a co miizeme od dané
implementace Cekat

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
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PAO81:

IteraCni zpresnéni Programovini

nurr}eriskz’/ch
& i primé metody FeSeni linearnich rovnic ztraci presnost e
& v zavislosti na velikosti systému a poméru koeficientl
2 kumulace chyb pochéazejicich ze stitani/odcitani
& v optimistickém pripadgé 2-3 platna mista
2 u ,skoro singularnich® matic podstatn& horsi

A. Kfenek

& |ze vylepsit iteraCnim procesem
& X je presné feSeni Ax b, zndme ale jen x X; polozime

A X X b b
odectenim dostaneme
A X b AX X b

pravou stranu umime spocitat, FeSime novy systém rovnic
pro Xx
2 pro vypocet pravé strany je nutna vyssi presnost odcitani
@& s vyhodou vyuZijeme recyklaci LU dekompozice
@ vyslednym x korigujeme ptivodni x
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- L - - L PAO81:
IteraCni zpresneni

Programovani
numerickych
VYpOCtd

A. Krenek

& schematické znazornéni

A >
%
. 7 Ay
o R4 v \b[+ &b
% - \
- P b\\
Sx i \ &b
r’ A
t"-— < Al = —

& postup lze opakovat, zpravidla staci 1-2 krat
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~r PAO81:
Ridké matice B
Vypoctd
A. Kfenek
& typicky rozsahlé problémy (miliony rovnic)
& ale pocet nenulovych koeficientli je maly, zpravidla O N
& v extrémnim pripadé neresitelné standardnimi metodami
& prilis velkd pamét'ova a tasova narocnost
& de-facto neprekonatelné problémy s presnosti vypocCtu
& specializované metody
@ vyuzivaji nulovych koeficientti
vyzaduji jen O N operaci i paméti
zavislé na konkrétnim vzoru nenulovych prvki
napr. LU dekompozice tridiagonalni matice — jen N prvkovy
vektor navic a 2 cykly o N 1 iteracich

8 8 B

& v nékterych pripadech aproximacni
2 nenulové prvky se beéhem FeSeni ,,mnozi“ nad miru
& je treba nekteré zanedbavat
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PA081:

i 5 i Programovani
R I d ke matl Ce numerickych
= . AN (OBt
Nektere specialni vzory vypoctd

A. Kfenek

zeros

zeros 2zeros

(@) () ()

HIN

|
I 4 |
A 0O

(d) (&) )

() () (i)
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PAO81:

\R{id ké matice Programovani

numerickych
UloZeni v paméti et
A. Kfenek
& problematicka neni jen vypocetni narocnost, ale zejména
naroky na pamet’
® N 10° by vyzadovalo ve floatech 4 TB
& existuji rizna schémata, napr.
@ pole hodnot float val[] aindext int idx[]
& prvnich N prvkti val [] jsou vSechny diagonalni prvky,
zpravidla byvaji nenulové
@ prvnich N prvkl idx[] jsou indexy ve val[], kde jsou
uloZeny prvni nenulové nediagonalni prvky jednotlivych
Tadkl matice
2 1dx[N 1] ukazuje za posledni prvek val[]
@ dalSi prvky val[] jsou nenulové nediagonalni prvky matice
usporadané po Fadcich a sloupcich
& dalsi prvky idx[] jsou indexy sloupcti odpovidajicich
prvkd val[]
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Ridké matice

UloZeni v paméti

@ plvodni matice

2 3

3 01 0O

0O 4 0 0 O

0O 7 5 9 0

0O 0 0O 0 2

O 0 O 6 5

& je reprezentovana

12|33 4 5 6 718|910 |11
idx[]|7|/8|8(10| 11| 12 |3 |2 |4 | 5 | 4
val[] |34 |5| 0 | 5 |nfa|1|7|9| 2 | 6

PAO81:
Programovani
numerickych
Vypoctd

A. Kfenek
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PAO81:

\R{id ké matice Programovani

numerickych

q P VYpOCtd

Sherman-Morrisontlv postup P
A. Kfenek

& Tidké matice, které se ,,trochu lisi“ od znamého vzoru
@ navic fadek, sloupec apod.
® obecné A A u v

& lze ukazat

A lu vA 1

A A uv oAt T
1 VA “u

& nekterou z hotovych metod vypotteme A !
& aplikaci vzorce ziskdame AY 1
@ je-li A ! Fidka v¥adu O N , narocnost celé metody je O N
& postup lze opakovat pro ruzna u;v
& existuji dalsi zobecnéni (Woodbury, viz literatura)
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PAO81:

IteraCni metody programovini

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& obecn€& méng presné nez primé metody
& TeSeni Fidkych systémti
2 neexistuje prima metoda pro konkrétni vzor
& vypocet iteracniho kroju je zpravidla O N
@ nevyzaduje dalSi pamét
& témer singularni systémy
@ primé metody ztraci presnost kumulaci chyby
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PAO81:

IteraCni metody programovini

numerickych

£ s VYpOCtd

Prosta iterace P
A. Kfenek

@ rovnici Ax b prevedeme na tvar x A% b?
& opakovang pocitame iteracni krok
& Kkritérium konvergence

@ zobrazenix , A b’ musi byt kontrakce
® stejné jako u nelinearnich rovnic
@ naplnéni predpokladli véty o pevném bodgé
2 limgwa j Al Kj 0 pro n&jakou maticovou normu
& Frobeniova norma Sx
JAl aj;
)
& spektralni norma
jAj ATA
kde je maximalni absolutni hotnota vlastnich hodnot
matice
2@ maximalni soucet sloupce nebo fadku
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PAO81:

IteraCni metody programovini

numerickych

L oF — 2ot VYpOCtd
Prosta iterace — priklady konkrétnich metod

A. Kfenek

& Jacobi: zrozkladu A D L U dostaneme
x DL Ux D !btj.

@ Gauss-Seidel: x D L ux D L tub
(0] 1
1
xk1t L ap, k 1 J kA
Aii

Ize recyklovat ulozeni x
& konvergence neni zarucena automaticky

2 pro konkrétni A nékteré metody konverguji, jiné ne
® specificka kritéria viz literatura
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PAO81:

IteraCni metody programovini

numerickych
Metoda konjugovanych gradientl Ea
& |ze vyuzit i metody FeSeni nelinearnich rovnic
2 smysl to mé jen ve velmi specifickych pripadech
& vyjimkou je metoda konjugovanych gradientt

& minimalizujeme funkci

A. Kfenek

T X 1xAx bx
2
& v minimu je jeji gradient nulovy, tj.
0O rf Ax Db

tedy minimum F presng odpovida feSeni AXx b
& metoda tedy najde minimum po N iteracich
2 T je kvadratickad forma, viz minula prednaska
& takto jednoduSe funguje jen pro pozitivng definitni A, Ize
rozsirit
& pri vypoctu je treba jen nasobit Ax
2 to lze u Fidkych matic velmi efektivné
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Blokova LU dekompozice

& rekurzivni formulace algoritmu

Aoo ‘ ao1 Aoz
T T
810 1 3gp X

Az | @21 Ax

& skalarni a blokova verze

Au |y Au
Az Az

A LifA

dz1  aA21= 11
aj, zOstava

Az Azx aziap

Ao Az LoiA

& podstatnéa Cast operaci je nasobeni matic
& takto implementuje knihovna LAPACK

£

 —

PAO81:
Programovani
numerickych

Vypoctd

A. Kfenek
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PAO81:

BIOkOVé_ LU dekompozice Programovani

numerickych
Vypoctd

& rekurzivni formulace algoritmu ) A. Krenek

1
Aoo ‘ ao1 Aoz
T T
ajp | u ap A

Az | @21 Az S\k

& skalarni a blokova verze

A A

Au |, Au

Az Az
A LiiAmp

Az Azx aziap Ay Az LotAss

dz21  az1= 11

aj, zOstava

& podstatnéa Cast operaci je nasobeni matic
& takto implementuje knihovna LAPACK
& problém algoritmu — ,,dlouhé*“ matice Az; a Aj2

& Quintana et. al (2008): algoritmus s bloky 2p p
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PAO81:

Paralelni blokové algoritmy Programovnt

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& paralelismus na urovni BLAS
& existuji optimalizované implementace
2 implicitni synchronizace na konci kazdého volani
2 nemusi byt dosazitelny optimalni vykon

& blokové operace jsou efektivni provedené vcelku
@ vSechna data se dostanou nardz do cache
2 na Grovni L1/L2 se vyplati na jednom jadru CPU

& vzajemng nezavislé blokové operace na vice jadrech
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. PAO81:' )
Paralelni blokoveé algoritmy Tjﬁ:@iﬁ:‘
vypoctu

A. Kfenek

& Quintana et. al (2008) - prototypova implementace
SuperMatrix
@ konkrétni algoritmus probéhne ,,abstraktng*
% blokové operace s deklarovanymi zavislostmi se pouze
zaradi do fronty
2 nasledng se vyhodnoti poradi zpracovani
@ operace se provedou potencialng paralelng

& TCitelna formulace algoritmu bez explicitniho paralelismu
& efektivni provedeni

@ matice n > 5000
2@ 16 jader CPU
& LU dekompozice na vice nez 50 % teoretického vykonu
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PAO81:

VyU z i tl, G P U Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& témer vse, co plati o cache, plati také o GPU

2 rychla pamét omezené velikosti

@ netrivialni rezie kopirovani z/do hlavni pamgti
& paralelni kod

& daleko masivngjsi (desitky az stovky)

& viz PV197: GPU Programming
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PAO81:

Sh rn utl’ Programovani

numerickych
Vypoctd

A. Kfenek

& TeSeni linearnich rovnic je soucast Ffady problémt

& v operacich LA se travi velka Cast vypocetniho Casu

& mé smysl hledat optimalizované a numericky stabilni
algoritmy

& neexistuje univerzalni FeSeni

& k dispozici fada optimalizovanych implementaci
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