Tvrzeni 1. Jazyk A = {{M) | vgpocet TS M nad slovem ¢ je konecny}
nent rekurzion.

Muyslenka diikazu. Budeme chtit ukazat, Ze néjaky jazyk, o kterém vime,
Ze neni rekurzivni, se redukuje na jazyk A. Pak jazyk A jisté nemtize
byt rekurzivni.

Pfirozenou volbou takového zndmého nerekurzivniho jazyka
je HALT, protoZe stejné jako v jazyce A rozhoduje o pfislusnosti
slova do jazyka HALT kone¢nost néjakého vypoctu Turingova stroje.
Chceme tedy najit redukci HALT <, A.

Chceme tedy vymyslet, jak z kédu dvojice (M, w), kde M je Turin-
ghv stroj a w je slovo nad jeho abecedou, algoritmicky zkonstruovat
kod takového TM M/, Ze vypocet TM M nad slovem w je kone¢ny
préavé tehdy, kdyz vypocet TM M’ nad slovem ¢ je kone¢ny.

Chtéli bychom tedy zkonstruovat takovy Turingtiv stroj, ktery se
nad vstupem ¢ chova stejné jako TM M nad vstupem w. MiiZeme si
konstrukci trochu ulehéit a zkonstruovat TM, ktery se dokonce nad
kazdym vstupem chova jako TM M nad vstupem w. Takovy stroj
ziskdme ze stroje M tak, Ze do stroje M natvrdo zakédujeme vstupni
slovo w. Tedy stroj M’ pro libovolny vstup smaZe vstupni pésku,
zapise na ni slovo w a dal se bude chovat tipIné stejné jako stroj M.
Tim docilime toho, Ze se stroj M’ chova na kazdém vstupu stejné,
jako TM M na vstupu w.

Diikaz. Ukézeme, ze plati vztah HALT <, A, pak jazyk A nemftiZe
byt rekurzivni. Ozna¢me X abecedu jazyka HALT a & abecedu
jazyka A.

Pro libovolny Turingtiv stroj M a slovo w ozna¢me jako Ty 4
Turingliv stroj, ktery se pro libovolny vstup chové nasledujicim zptso-
bem:

1. Smaz vstupni pasku.

2. Zapis na vstupni pasku slovo w a posuii hlavu zpét na zacatek
pasky.

3. Spust’ vypocet stroje M (tedy prepni se do poc¢ate¢niho stavu
stroje M).

Déle ozna¢me jako Te stroj, ktery pro libovolny vstup cykli.
Definujeme funkci f: ¥* — ®* pro kazdé slovo x € ~* néasleduji-
cim pfedpisem:

(Tamw), jestlize x = (M, w) pro ngaky TM M a slovo w,

f(x) - <T0°>/

jinak.

UkézZeme, ze funkce f je redukce HALT na A.

Protoze vime, Ze pokud L <,;, Ra
L neni rekurzivni, pak ani R neni
rekurzivni.

Pro pfipomenuti: HALT = {{M,w) |
vypocet TM M nad slovem w je kone¢ny }

Jinymi slovy (M, w) € HALT pravé
tehdy, kdyz (M’) € A.

Kdyz se TM M’ bude nad kazdym
vstupem chovat jako stroj M nad
vstupem w, bude se tak jisté chovat i
nad vstupem e.

O jaké abecedy se konkrétné jednd, pro
nas neni podstatné. Ale ve skute¢nosti
L={0,1#} a®={0,1}.

Stroj Ta,» je presné stroj M’ z mys-
lenky diikazu, jen je parametrizovany
libovolnym strojem M a slovem w.

Druhy pfipad v definici je nutny, aby
funkce f byla totdlni. Ne kazdé slovo
nad abecedou X je totiz kédem dvojice
TM a slova.

Tedy, Ze f je totdlni, vycislitelna a pro
kazdé x € X" plati x € HALT <=
f(x) e A



Funkce f je jisté totalni. Také je vy¢islitelnd, protoZze pomoci TM je
moZné zkontrolovat, jestli je slovo x kédem dvojice TM a slova, a také
je mozné zkonstruovat kéd piislusného Turingova stroje 7, nebo
Too. Obé tyto tlohy je totiz mozné vyfesit algoritmicky.

Zbyva dokézat, Ze pro kazdé slovo x € X* plati x € HALT prave
tehdy, kdyz f(x) € A. DokdZzeme obé tyto implikace:

e ,=": Predpokladejme, Ze x € HALT. Tedy z definice jazyka HALT
plati x = (M, w), kde M je Turingtiv stroj, jehoZ vypocet nad
slovem w je kone¢ny. Z definice funkce f dostavame, Ze f(x) =
f(<Mr w>) = <T./\/l,w>‘

Vypocet TM Ty ,, nad kazdym vstupnim slovem je také koneény,
protoZe tento TM v prvnim kroku smaZe vstupni pasku, ve druhém
na ni zapiSe slovo w a pak spusti vypocet stroje M, a ten je z pfed-
pokladu na slové w kone¢ny. Tim spiSe je tedy konecny vypocet
TM T, nad slovem ¢, a tedy f(x) = (Tymw) € A, oz jsme chtéli
dokazat.

e ,«<": Tento smér implikace ukdZeme obménou. Pfedpokladejme Vzpometite si, ze obména tvrzeni
tedy, Ze x ¢ HALT. Rozlis$ime dva p¥ipady, pro¢ slovo x mtize

A
nebyt v jazyce HALT: f(x) ¢

— Slovo x nent kédem dvojce TM a slova: Pak z definice funkce f
dostavéme f(x) = (7e). Turingtv stroj 7 cykli nad kazdym
vstupem, tim spiSe tedy cykli nad vstupem ¢, a tedy f(x) =
(Teo) € A, coz jsme chtéli dokazat.

- Plati x = (M, w), kde M je Turingiiv stroj, jehoZ vijpocet nad
slovem w je nekonecny: Z definice funkce f dostdvame, Ze f(x) =
f(<M,T/U>) = <TM,w>'

Vypocet TM T, nad kazdym vstupnim slovem je také ne-
kone¢ny, protoze tento TM v prvnim kroku smaze vstupni
pasku, ve druhém na ni zapiSe slovo w a pak spusti vypocet
stroje M, a ten je z pfedpokladu na slové w nekone¢ny. Tim
spise je tedy nekone¢ny vypocet TM Ty, ,, nad slovem ¢, a tedy
f(x) = (Tamw) & A, coz jsme chtéli dokazat.

Ukézali jsme tedy, ze plati HALT <,, A, a protoze jazyk HALT neni
rekurzivni, nemtze byt rekurzivnf ani jazyk A. O

x € HALT < f(x) € Aje x ¢ HALT =



