Algebra IT — jaro 2019 — 1. termin
Vsechna svoje tvrzeni precizné zdivodnéte.

1. (10 bod1) Popiste svaz podalgeber algebry (N, *, ®), kde * a ® jsou binarni operace
definované predpisy

(@ +2b, pokud je b liché,
axb=<a+2, pokud jsouaib suda,

La, pokud je a liché a b sudé,
(nsd(a,b), pokud jsou a ib lich4,

aeb=1<a—2, pokud je a sudé, a # 2 a b liché,
L0, jinak.

2. (5 bodu) Uvazujme usporadanou mnozinu, jejimiz prvky jsou vSechny posloup-
nosti pfirozenych ¢isel (a;)2,, pficemz (a;)52, < (b;)32, plati pravé tehdy, kdyz
pro vSechna i € N plati b; > a; a posloupnost (b; — a;)2; je neklesajici (tj. pro
vSechna ¢ < j plati b; — a; < b; — a;). Rozhodnéte, zda tato uspofadand mnozina

je svaz.

3. (5 bodu) Uvazujme uspofddanou mnozinu, jejimiz prvky jsou nejvétsi prvek T,
nejmensi prvek L a vSechny posloupnosti celych ¢isel (a;)2;, které jsou bud ros-
touci (tj. pro vSechna i < j plati a; < a;), nebo klesajici (tj. pro vSechna i < j
plati a; > a;), pficemz (a;)2; < (b;)72; plati pravé tehdy, kdyz pro vSechna i € N
plati a; < b;. Rozhodnéte, zda tato uspofadana mnozina je tplny svaz.

4. (5 bodu) Uvazujme usporddanou mnozinu, jejimiz prvky jsou nejmensi prvek |
a vSechny binarni relace p na mnoziné N takové, ze pro vSechna a € N existuje
b € N spliwyjici (b, a) € p, pficemz tyto relace jsou usporadané inkluzi. Rozhodnéte,
zda tato usporddand mnozina je algebraicky svaz.

5. (10 bodu) Necht A = P({a,b}*) je mnozina vSech jazykt nad dvoupismennou
abecedou. Na A uvazujme unarni operace f, g a h, kde jazyk f(L) sestavé ze vSech
faktori slov jazyka L € A, jazyk g(L) sestava ze vSech prefixt slov jazyka L a jazyk
h(L) sestava ze vsech slov z {a,b}*, jejichz kazdy faktor patii do L. Rozhodnéte,
zda relace ~ definovana predpisem

K~L <= g(K)=y(L)

je kongruenci algebry a) (A, f), b) (A, h).
(Faktorem slova w rozumime podslovo tvofené po sobé nasledujicimi pismeny
slova w a prefixem rozumime faktor tvoreny nékolika po¢ateénimi pismeny.)



6. (10 bodu) Uvazujme typ algeber sestavajici z undrniho opera¢niho symbolu f
a tfi bindrnich operac¢nich symboli e, x a @. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich
identit je splnéna v algebie A, jejiZz nosnou mnozinou A je mnozina vSech podsvazi
svazu (N, |), operace #* a +* jsou definovany jako supremum a infimum ve svazu
(A, C), operace f# je pro libovolny podsvaz K € A definovana piedpisem

fARK)={aeN|3bcK:adlib}

a pro libovolné podsvazy K, L € A je K ®* L definovano jako podsvaz generovany
mnoZinou { nsn(a,b) |a € K, b € L}, tj. K ®* L obsahuje pravé ¢isla

nsd(nsn(aq, b1), ..., nsn(a,, b,))

pro libovolna n € N, aq,...,a, € K aby,...,b, € L.
a) (rey)xz=(rxz)e(yx*z),
b) f(z) & f(y) = flz®y).

7. (15 bodu) Rozhodnéte, na které z operatori H, S a P je uzaviena tf¥ida vSech
svazli L takovych, ze pro kazdy prvek a € L, ktery neni nejmensi, existuje prvek
b € L pokryty a (tj. takovy, Ze b < a a neexistuje ¢ € L spliujici b < ¢ < a).



