Algebra IT — jaro 2019 — 2. termin

Vsechna svoje tvrzeni precizné zduvodnéte.

1. (10 bodu) Popiste svaz podalgeber algebry (A, U, \, m, f), kde mnozina A sestava
pravé z mnozin piirozenych ¢isel B C N takovych, Ze jedna z mnozin B a N\ B
je konecna, unarni operace m zobrazuje kazdou neprazdnou mnozinu B C N na
jednoprvkovou mnozinu obsahujici pouze nejmensi prvek mnoziny B, m(0) = ) a
f je unarni operace definovana predpisem

FB)={neN|3kteB: k<n<C(}

2. (5 bodu) Uvazujme uspofadanou mnozinu, jejimiz prvky jsou nejvétsi prvek T,
nejmensi prvek L a vSechny dvojice (A, a), kde a € A C N, pficemz (A, a) < (B,b)
plati praveé tehdy, kdyz A C B a a < b. Rozhodnéte, zda tato usporddana mnozina
je svaz.

3. (5 bodu) Uvazujme uspofddanou mnozinu, jejimiz prvky jsou nejvétsi prvek T,
nejmensi prvek | a vSechny posloupnosti realnych ¢isel (a;)2,, které spliiuji pro
vSechna ¢ € N podminku

(\V/j >1:oa; SCLJ') & (Elj >0 oa; <aj),

pricemz (a;)2; < (b;)2, plati pravé tehdy, kdyz pro vSechna i € N plati a; < b;.
Rozhodnéte, zda tato usporddand mnozina je Uplny svaz.

4. (5 bod) Na mnoziné
L={(A,B)e P(N)x P(N)| ANB =0 nebo A=N}
je definovano uspotfadéani predpisem
(A,B)<(C,D) <<= ACC&BCD.
Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (L, <) je algebraicky svaz.

5. (10 bodt) Necht A je mnozina vsech kone¢nych slov nad nekone¢nou abecedou
{ai,as, ...}, kterd obsahuji alespori dvé rizna pismena. Na A uvazujme bindrni
operaci zfetézeni - a unarni operaci f, ktera kazdé slovo zobrazi na jeho podslovo
slozené z prvnich vyskytt pismen. Pro kazdé slovo w € A definujme P(w) jako
mnozinu vSech podslov slova w délky 2 slozenych z riznych pismen, tj. mnozina
P(w) obsahuje pravé slova ab takova, ze a # b a existuji slova s,t,u spliujici
satbu = w. Rozhodnéte, zda relace ~ definovana predpisem

v~w <= P(v) = Pw)

je kongruenci algebry a) (A,-), b) (4, f).



6. (10 bodu) Uvazujme typ algeber sestévajici z nuldrniho opera¢niho symbolu 0
a tfi bindrnich operacnich symboli e, x a @. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich
identit je splnéna v algebfe A, jejiz nosnou mnozinou je P({a,b}* x {a,b}*), tj.
mnozina vsSech binarnich relaci na mnoziné vsech slov nad dvoupismennou abe-
cedou {a, b}, konstanta 0* je definovana jako identita, operace * je kompozice,
operace ** je prinik a operace @ je definovana jako zfetézeni po slozkéch, tj.

p @ o= { (w0 | (u,v) € p, (u,V) €0)}.

a) (z@y)e(zdy)=(rex)d(yey),
b) (& 0)*x0=(z*0)®0.

7. (15 bodu) Rozhodnéte, na které z operatori H, S a P je uzaviend tfida vSech
svazl, které bud nemaji zadny prvek, nebo obsahuji nejvétsi a nejmensi prvek a
kazdy jejich prvek ma nejvyse jeden komplement.



