Algebra IT — jaro 2019 — 3. termin

Vsechna svoje tvrzeni precizné zduvodnéte.

1. (10 bodu) Popiste svaz podalgeber algebry (N x Z, f, g, ®), kde unarni operace
f a g a binarni operace @ jsou definované predpisy
f((a, b)) = (CL +1, b)7
g((aa b)) = (av b+ 1)?
(@.5) @ (c,d) = (a, d).

2. (5 bodu) Necht A je mnozina v8ech podmnozin B C Z x Z takovych, Ze alespori
jedna z mnozin B a (Z x Z) \ B je podalgebrou algebry (Z,succ)?. Rozhodnéte,
zda usporadand mnozina (A, C) je svaz.

3. (5 bodu) Uvazujme uspofddanou mnozinu, jejimiz prvky jsou nejvétsi prvek T,
nejmensi prvek L a vSechny dvojice (A, a), kde a € A C R, pticemz (A, a) < (B,b)
plati praveé tehdy, kdyz A C B a a < b. Rozhodnéte, zda tato usporddana mnozina
je uplny svaz.

4. (5 boda) Uvazujme usporddanou mnozinu (N x NU {T}, <), kde T je nejvétsi
prvek a na N x N je usporadani definovano lexikograficky, tj.

Vi, l,m,neN: (k () <(m,n) <= k<mnebo (k=m&/l<n).

Rozhodnéte, zda tato uspordadand mnozina je algebraicky svaz.

5. (10 bodu) Nechf A je mnozina vSech reflexivnich bindrnich relaci na mnoziné
{a, b}* vSech slov nad dvoupismennou abecedou. Na A uvazujme t¥i unarni operace
f, g a k definované predpisy
flp) ={(au,av) | (u,v) € p} Uidgaz,
9(p) ={ (u,v) € {a,b}" x {a,b}" | (au,av) € p},
k(p) = { (u,v) € {a,b}" x{a,b}" | Jw € {a,b}": (u,w), (v,w) € p}.
Rozhodnéte, zda relace ~ definovana predpisem
p~o <= kp) = k(o)
je kongruenci algebry a) (A, f), b) (4, g).
6. (10 bodu) Uvazujme typ algeber sestavajici ze dvou binarnich opera¢nich sym-

bolt & a ®. Rozhodnéte, kterad z nasledujicich identit je splnéna v algebie A, jejiz
nosnou mnozinou je mnozina

{I(m,n) | m,neN, m<n}U{0},

kde I(m,n) ={keN|m<k<n},
operace & je prinik a operace ®* je pro libovolna pfirozena ¢&isla m, n, p, g
splnujici m < n a p < q definovana predpisy

Dt 0=0,
I(m,n) @0 =0 @* I(m,n) = I(m,n),
I(m,n) ®* I(p,q) = I(min(m, p), max(n, q)).

a) 2@y ®)® (t®2) @y ®t) =(r®2)® (ydt),
b) (z@y) @ (r@2)0 (@ H®(r®2)) =(20y) ® (¢ ©2).

7. (15 bodu) Rozhodnéte, na které z operatori H, S a P je uzaviena t¥ida vSech
svazli L takovych, ze neexistuji prvky a; € L pro ¢ € N spliiujici soucasné néasle-
dujici podminky:

1) a; > a; pro vSechna i < j, 2) inf{a; | i € N} je nejmensim prvkem L.



