Algebra IT — jaro 2019 — 4. termin

Vsechna svoje tvrzeni precizné zdtvodnéte.

VsSechna uspotradani posloupnosti v tomto zadani jsou obvykla usporadani po sloz-
kach, tj. (r,)22, < (s,)22, plati pravé tehdy, kdyz r, < s, pro vSechna n € N.
1. (10 bodu) Popiste svaz podalgeber algebry (N x N, @), kde @ je binarni operace
definovana predpisem

(a,b) pokuda=cab=1,
(a,b—1) pokuda=cab>2,
(
(

,0) @ (¢, d) =
(a,0) & (e d) a,b+1) pokud a < ¢,

c+1,d) pokud a > c.

2. (5 bodu) Uvazujme usporadanou mnozinu, jejimiz prvky jsou vSechny posloup-
nosti realnych ¢isel (r,)0;, které jsou zpoc¢atku rostouci a poté nerostouci (tj. exis-
tuje n € N takové, ze pro vSechna k, ¢ € N plati implikace k </ <n = ry <y
an<k<{ = rp>r,). Rozhodnéte, zda tato uspofddana mnozina je svaz.

3. (5 bodu) Necht A je mnozina vSech nekonecénych mnozin pfirozenych éisel, které
neobsahuji zadna soudélna cisla. Rozhodnéte, zda pridanim nejmensiho a nejvét-
stho prvku k uspofadané mnoziné (A, C) vznikne tplny svaz.

4. (5 bodu) Uvazujme usporddanou mnozinu ({ (4,B) | AC BCN}U{l}, <),
kde L je nejmensi prvek a na ostatnich prvcich je usporadani dano predpisem

(A,B)<(C,D) <= ADC&BCD.
Rozhodnéte, zda tato usporddand mnozina je algebraicky svaz.

5. (10 bodi) Na mnoziné N* vSech kone¢nych slov nad abecedou N uvazujme bi-
narni operaci zietézeni - a binarni operaci ©®, ktera kazdym dvéma slovim pritfadi
nejdelsi slovo, které je prefixem obou. Pro slovo w ozna¢me f(w) slovo vzniklé z w
ponechanim pouze prvniho vyskytu kazdého pismene. Rozhodnéte, zda relace ~
definovana predpisem

vew = f(v) = fw)

je kongruenci algebry a) (N*.), b) (N*, ®).
(Prefix slova w je libovolné slovo u takové, ze existuje slovo v spliujici uv = w.)

6. (10 bodu) Uvazujme typ algeber sestavajici ze dvou unarnich opera¢nich symbolt
f a g a jednoho binarniho symbolu ®. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich identit
je splnéna v algebie A, jejiz nosnou mnozinou je mnoZina P(NY) vSech mnoZin
posloupnosti pfirozenych éisel a operace jsou pro libovolné mnoziny M, N C NN
definovany predpisy

fA<M):{(1,CL1,a2,CL3,...) | (a1, as,as,...) € M },
gA(M):{(ag,ag,...) | (a1,az,as,...) € M},
Me*N={peN'|3¢geM3IreN:q<p<r}
a) f(x)® f(y) = fx®y),
b) g(z) @ g(x) = g(z @ x).

7. (15 bodu) Rozhodnéte, na které z operatori H, S a P je uzaviend tfida vSech
svazll, které neobsahuji nekonec¢ny rostouci retézec a; < as < az < ---.



