Algebra IT — jaro 2020 — 1. termin
Vsechna svoje tvrzeni precizné zdtvodnéte.

1. (10 bodu) Popiste svaz podalgeber algebry (A, *), kde A je mnozina vSech ne-
prazdnych koneénych mnozin celych ¢isel a * je binarni operace na A definovana
predpisem

(M —1)UN, pokud max M < max N,
MxN=<M-1, pokud max M = max N,
M\ {max N}, pokud max M > maxN,

kde M —1={m—-1|me M}.

2. (5 bodu) Uvazujme uspofadanou mnozinu, jejimiz prvky jsou vSechny posloup-
nosti nezapornych celych ¢isel (a;);en, které maji jen koneéné mnoho nenulovych
slozek a soucet téchto slozek je sudé ¢islo, pficemz (a;)ien < (b;)ien plati prave
tehdy, kdyz pro vsechna ¢ € N plati a; < b;. Rozhodnéte, zda tato usporadana
mnozina je svaz.

3. (5 boda) Na mnoziné vSech podmnozin mnoziny N x N je definovéna relace
ekvivalence predpisem

A~B <= symetricky rozdil A a B je konecny.

Uvazujme uspofadanou mnozinu (P(N x N)/~, <) s usporadanim danym piedpi-
sem
[A]l. < [B]. <= mnozina A\ B je konecn4,

pro libovolné podmnoziny A, B C N x N. Rozhodnéte, zda tato usporddanid mno-
Zina je uplny svaz.
4. (5 bodu) Rozhodnéte, zda dédi¢né podmnozZiny usporadané mnoziny (R, <) tvori

vzhledem k usporadani inkluzi algebraicky svaz.
5. (10 bodu) Necht A = {a, b, c,d} je ¢tyfpismennd abeceda. Definujme zobrazeni

N:A* - 7Z xZal: A" — P(Z x Z) predpisy

N(u) = (Jula = [uly, [ule = |ula),
I(v) = {N(u) | u je prefixem v }.

Déle uvazujme homomorfismus f: (A*,-) — (A%, ) zadany na generatorech pred-

pisy f(a) =¢, f(b) =0, f(c) =a a f(d) = d. Rozhodnéte, zda relace ~ definovana

predpisem

v~w <= I(v) =1(w) & N(v) = N(w)
je kongruenci algebry a) (A*,.), b) (A%, f).

(Notace |u|, ozna¢uje pocet vyskyti pismene a ve slové u. Prefixem slova v je
libovolné slovo u € A* takové, Ze v = uw pro néjaké slovo w.)



6. (10 bodu) Uvazujme typ algeber sestavajici z undrniho opera¢niho symbolu f
a binarniho opera¢niho symbolu e. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich identit je
splnéna v algebie A, jejiZz nosnou mnozinou A je mnozina vSech parcidlnich injek-
tivnich zobrazeni z N do N a operace f* a 4 jsou pro viechna p, o € A definovany
piedpisy fA(p) =plapeto=poa.

a) f(z) e ((zey)efly)=ye((fly)ef(x) exz),
b) f(z) e ((zey)e f(y) = f(z)e((yef(y)exz).

7. (15 bodu) Rozhodnéte, na které z operatori H, S a P je uzaviend tfida vSech
svazi (L, <), které jsou izomorfni svému dudlu (L, >).



