A. Zkouska z MB141, 25. 5. 2022

Priklad. 1A. [6 bodd] V A4 jsou ddny tfi body body A = [1,2,1,2], B = [2,0,1,3],
C' = [0, 1, —2, 4] a afinni podprostor M zadany rovnici

$1+[E2—l’3—1’4:—1.

(a) Napiste parametrickou rovnici roviny p, ktera je uréena body A, B, C. [2 body]
(b) Napiste obecny (implicitni) popis roviny p pomoci soustavy rovnic. [2 body]
(c) Spocitejte prinik p N M. [2 body]

ReSeni. (a) Parametrickd rovnice roviny p je
A+a(B—A)+b(C—A)=11,2,1,2]+a(1,-2,0,1) + b(—1,—1,-3,2).
(b) Nejdiive najdeme homogenni soustavu rovnic pro zaméteni roviny p. Pro hledané
koeficienty cy, ¢, 3, ¢4 TOVNIC 171 + Coxo + 373 + c4x4 = O musi platit soustava rovnic
cp—2c04+¢c, =0, —ci—cg—3c3+2c4=0
Jeji feSeni je s(1,1,0,1) + ¢(2,1, —1,0). Homogenni rovnice jsou
T1+xo+x4=0, 2214+ 2x9—23=0.
Dosazenim soufadnic bodu A do levych stran dostaneme soustavu rovnic pro 7

r1+ra+x4=09, 2r1+1x2—13=23.

(¢) Prinik p N M spocitame tak, Ze parametrické vyjadieni roviny p
rn=14+a—-0b 290=2—-2a—b, x3=1—-3b, 14 =2+ a+ 2b
dosadime do rovnice pro M. Dostaneme rovnici
—2a—b=—1,
kterd ma feSeni a = ¢, b = 1 — 2t. Dosazenim do parametrické rovnice pro p dostaneme
parametrické vyjadieni priniku, kterym je pifimka
[0,1,—2,4] +(3,0,6,—3) =[0,1,—2,4] + p(1,0,2,—1).

Jinym zplisobem lze prinik spoditat feSenim tif rovnic z obecnych popist afinnich pod-

prostord. Matice soustavy je

11 -1 —1]-1 1 1015
11 0 1| 5 |~[0 -1 1 2]5
21 -1 0| 3 0 01 26
Regenim je piimka [4, 1,6,0] + p(1,0,2, —1) = [0, 1, —2,4] + p(1,0,2, —1).

Reseni, které hled4 prvn& parametrické vyjadfeni pro M a priinik hled4 z parametrickych
vyjadieni obou afinnich podprostort je neSikovné, zdlouhavé, a proto pii ném dojde lehce
k chybé. O

Bodovani. Parametrické vyjadieni roviny p za 2 body. Soustava rovnic pro p, spravny po-

stup 1 bod, vysledek 1 bod. Vhodny postup vypoctu priniku 1 bod , spravny vysledek 1

bod. O
1
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Priklad. 2A. [6 bodi] UkaZte, Ze matice

L2 12
A== 2 -2 1
3 1 2 2

je ortogondlni, a zjistéte, jaké geometrické zobrazeni v & popisuje predpis p(x) = Az,
kde z = (z1, 79, 23)T je sloupec standardnich soufadnic v £5. V pifpadé symetrie popiste
explicitné osu nebo rovinu symetrie, v piipad¢é otoCeni urCete osu otdceni a kosinus thlu
otoceni.

ReSeni. Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice
ortogondlni. Jinak to lze ové&fit tak, Ze spocitdme A - AT = E.

Spocitame determinant matice A. Ten je roven 1, proto musi mit matice vlastni Cislo
1 a proto je také dané zobrazeni otoCeni kolem osy prochdzejici pocatkem se smérovym
vektorem, ktery je vlastnim vektorem k vlastnimu ¢islu 1.

Jinak. Zkusime, zda matice ma vlastni ¢islo 1 a —1. Zjistime, Ze m4 pouze jedno redlné
vlastni Cislo, a to 1. Proto je dané zobrazeni otoCeni kolem osy prochdzejici pocitkem se
smeérovym vektorem, ktery je vlastnim vektorem k vlastnimu Cislu 1.

Spo&itdme vlastni vektor k vlastnimu &islu 1. Jsou to nasobky vektoru u = (1,1,3)7. Je
dobré provést kontrolu tim, Ze se presvédcime, Ze skutecné Au = w.

Nyni zjistime thel otoceni o. Vezmeme néjaky nenulovy vektor kolmy k wu, napt. v =

(1,—1,0)T. Spocitdme
A 14 1\"
v=|—=,=-,—= ] .
3’3" 3

(v,Av) 5
loll - [|Awl] 6

Cosinus thlu otoceni bude

Ccosa =

Zavér: Dané zobrazeni je otoCeni kolem osy [0, 0, 0] + a(1, 1, 3) o dhel a.

Bodovani. Kontrola ortogonality 1 bod.
Vypocet determinantu 1 bod, vypocet vlastniho vektoru k 1 1 bod

NEBO 7zjisténi, Ze 1 je vlastni Cislo, ale —1 nikoliv 1 bod, vypocet vlastniho vektoru k 1 1
bod .

Uvaha, Ze jde o otoeni kolem osy uréené vlastnim vektorem k 1 1 bod.
Volba kolmého vektoru v a jeho zobrazeni Av 1 bod.
Vypocet cosinu tihlu otoceni 1 bod.
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Priklad. 3A. [6 bodi] Profesor ma 3 oblibené otazky, z kterych se u kazdého zkouskového
terminu jedna objevi. Profesor nikdy nepouZije stejné otdzky po sobé. KdyZ naposledy pou-
zil otdzku 1, hodi minci a v pfipadé, Ze padne lic, zada otdzku 2. KdyZ pouZil otdzku 2, hazi
2 mincemi a ptrejde k otdzce 3, pokud je lic na obou mincich. Pokud naposledy zadal otazku
3, tak si hodi 3 mincemi a piejde k otazce 1, kdyZ na vSech tfech padl lic.

(a) Modelujte zadavani otdzek pomoci Markovova procesu. Urcete jeho matici. [2 body]

(b) Pomoci maticového ndsobeni zjistéte, jaka je pravdépodobnost, Ze u tfetitho terminu
zad4 otazku 2, jestlize u prvniho zadal otdazku 1. [1 bod]

(c) Za predpokladu, Ze timto zpisobem zadava otazky hodné dlouho, zjistéte, kterou
otdzku zaddva nejcastéji - vysledek vyjadrete v procentech a vysvétlete, jak jste k
nému dospéli. [3 body]

ReSeni. Matice Markovova procesu je
0 3/4 1/8
M=11/2 0 7/8
1/2 1/4 0
Spocteme-li M? = M - M, dostaneme matici se viemi vstupy kladnymi. Proto je M primi-
tivni matice.

Pravdépodobnost, Ze profesor zada u tfetitho terminu 2. otazku, kdyZ u prvniho zadal 1.
otdzku je ddna druhou sloZkou soucinu

1
M-M-|0
0

ataje 7/16.

Pfi dlouhodobém zadavani se pravdépodobnosti zadani jednotlivych otazek blizi pravde-
podobnostnimu vektoru, ktery je vlastnim vektorem matice M k vlastnimu ¢islu 1. ReSime
proto homogenni{ soustavu

(M —E)x=0.
Jeji matici upravime na schodovity tvar
-1 3/4 1/8 4 -8 7
/2 -1 7/8] ~ 10 =2 3
1/2 1/4 -1 0 0 0

Vlastni vektory jsou a(5, 6, 4). Pravdépodobnostni vektor je
(1/3,2/5,4/15).
V dlouhodobém horizontu pokldad4 profesor nejcastéji otdzku 2, a to s pravdépodobnosti
2/5,1j. 40%. O
Bodovani. Spravna matice 2 body.
Vypocet 7/16 1 bod.
Soustava pro vlastni vektor a jeji Uprava na schodovity tvar 1 bod.
Spravné feseni ve formé pravdépodobnostniho vektoru 1 bod.
Spravné urceni otdzky a spravnd procenta 1 bod. O
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Priklad. 4A. [6 bodi] Julie a Romeo komunikuji Sifrou Elgamal. Oba se dohodli na prvo-
Cisle p = 19 a na primitivnim kofenu g = 10. Julie si za svij tajny kli¢ zvolila ¢islo a = 11,
Romeo ma sviij tajny KIic b.

(a) Ovérte, ze 10 je skutecné primitivni kofen modulo 19. [1 bod]

(b) Jaky udaj poskytla Julie Romeovi? [1 bod]

(c) Romeo posléze poslal Julii jako zpravu dvojici &isel (¢° = 7, 4). Pomozte Julii

s deSifrovanim zpravy. [4 body]

Proved’te cely vypocet bez pouziti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru.

ReSeni. (a) p(19) = 18 = 2- 3% Proto 10'® = 1 mod 19. Po&itime modulo 19
10°=100=5=6-5= 11,
10°=10°-100-10=11-5-10=11-12=8-7 = 18.

Tedy 10 je primitivni kofen.

(b) Julie poskytla tdaj
g =10"=10°-100= (—1)-5=14, mod 19.
(¢) Romeo zasifroval zpravu M jako dvojici (g°, M (g%)®) = (7,4). Proto deSifrujeme
takto
M=Mg)- (")) =4 (7") '=4-(11)'=4.7=9 mod 19.
Vypocet
™M =49 .7=11°.7=(-8)° 7= —64> .56 = —7*(—1) =11 mod 19.

Inverze k 11 mod 19 se najde jako Cislo a takové, Ze 11a+19b = 1 pro néjaké b. Jednoduse
(a,b) = (7,—4). Inverze je tedy 7.

Bodovani. (a) Za ¢(19), jeho rozklad a za 6. a 9. mocninu 10 1 bod.

(b) Vi, co ma pocitat, a sprdvna mocnina 1 bod.

(¢) Spravny vzorec 2 body.

Mocnina a inverze 1 bod.

Spravny vysledek 1 bod. O



B. Zkouska z MB141, 25. 5. 2022

Priklad. 1B. [6 bodi] V A, jsou déany tfi body body P = [2,1,1,2], @ = [0,2,1,3],
R =[1,0,—2, 4] a afinni podprostor A zadany rovnici

$1+[E2—l’3—1’4:—1.

(a) Napiste parametrickou rovnici roviny , kterd je urCena body P, @), R. [2 body]
(b) Napiste obecny (implicitni) popis roviny 7 pomoci soustavy rovnic. [2 body]
(c) Spocitejte prinik 7 NN [2 body]

ReSeni. (a) Parametrické rovnice roviny 7 je
P+a(@—-P)+bR—-P)=[2,1,1,2] + a(—2,1,0,1) + b(—1,—1,-3,2).
(b) Nejdfive najdeme homogenni soustavu rovnic pro zaméfeni roviny p. Pro hledané
koeficienty c1, ¢, c3, ¢4 TOVNIC C171 + Coxo + C3T3 + c4x4 = O musi platit soustava rovnic
—2c1+co+cy =0, —ci—co—3c3+2¢c4,=0
Jeji feSeni je s(1,1,0,1) + ¢(1,2, —1,0). Homogenni rovnice jsou
rT1+ 2o +x4 =0, x14 219 —23=0.
Dosazenim soufadnic bodu P do levych stran dostaneme soustavu rovnic pro p

T1+To+ x4 =05, x14 219 — 123 =3.

(¢) Prinik m N A spocitdme tak, Ze parametrické vyjadient roviny 7
r1=2—2a—b, zo=14a—b, x3=1—-3b, x4y =2+a+2b
dosadime do rovnice pro N. Dostaneme rovnici
—2a—b=—1,
kterd mé feSeni a = ¢, b = 1 — 2t. Dosazenim do parametrické rovnice pro 7 dostaneme
parametrické vyjadfeni priniku, kterym je pfimka
[1,0,—2,4] +t(0,3,6,—3) = [1,0,—-2,4] + p(0,1,2, —1).

Jinym zptisobem lze prinik spocitat feSenim tif rovnic z obecnych popist afinnich pod-

prostorti. Matice soustavy je

11 -1 —-1|-1 110 1]5
11 0 1| 5|~ 010 1[4
12 -1 0 3 001 2|6

Resenim je pfimka [1,4, 6, 0] + p(0,1,2, —1) = [1,0, -2, 4] + p(0,1,2, —1).

Reseni, které hled4 prvné parametrické vyjadieni pro A a prinik hled4 z parametrickych
vyjadreni obou afinnich podprostori je neSikovné, zdlouhavé, a proto pfi ném dojde lehce k
chybé. O

Bodovani. Parametrické vyjadieni roviny 7 za 2 body. Soustava rovnic pro 7, spravny
postup 1 bod, spravny vysledek 1 bod. Vhodny postup vypoctu priniku 1 bod, spravny
vysledek 1 bod. O
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Priklad. 2B. [6 bodu] Ukazte, Ze matice

22 -
B=-| 12 2
3\ 21 -9

je ortogonalni, a zjistéte, jaké geometrické zobrazeni v &3 popisuje predpis p(z) = Buw,
kde z = (z1, 79, 23)T je sloupec standardnich soufadnic v £5. V pifpadé symetrie popiste
explicitné osu nebo rovinu symetrie, v piipad¢é otoCeni urCete osu otdceni a kosinus thlu
otoceni.

ReSeni. Sloupce matice jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost. Proto je matice
ortogondlni. Jinak to lze ové&fit tak, Ze spo&itdme B - BT = E.

Spocitdime determinant matice 5. Ten je roven 1, proto musi mit matice vlastni Cislo
1 a proto je také dané zobrazeni otoCeni kolem osy prochdzejici pocatkem se smérovym
vektorem, ktery je vlastnim vektorem k vlastnimu ¢islu 1.

Jinak. Zkusime, zda matice ma vlastni ¢islo 1 a —1. Zjistime, Ze m4 pouze jedno redlné

vlastni Cislo, a to 1. Proto je dané zobrazeni otoCeni kolem osy prochdzejici pocitkem se
smeérovym vektorem, ktery je vlastnim vektorem k vlastnimu Cislu 1.

Spo&itame vlastni vektor k vlastnimu &islu 1. Jsou to nasobky vektoru u = (1,3,1)7. Je
dobré provést kontrolu tim, Ze se presvédcime, Ze skuteCné Bu = u.

Nyni zjistime thel otoceni 5. Vezmeme néjaky nenulovy vektor kolmy k u, napt. v =
(—1,0,1)T. Spocitdme
1
By = 3(1, 1,—-4)".
Cosinus uhlu otoceni bude
(v, Bv) 5

B = Tl Bl ~ 6

Zavér: Dané zobrazeni je otoCeni kolem osy [0, 0, 0] + a(1, 3, 1) o dhel £.

Bodovani. Kontrola ortogonality 1 bod.
Vypocet determinantu 1 bod, vypocet vlastniho vektoru k 1 1 bod

s w7z

NEBO zjisténi, Ze 1 je vlastni ¢islo, ale —1 nikoliv 1 bod, vypocet vlastniho vektoru k 1 1
bod .

Uvaha, 7e jde o otoeni kolem osy uréené vlastnim vektorem k 1 1 bod.
Volba kolmého vektoru v a jeho zobrazeni Bv 1 bod.
Vypocet cosinu tihlu otoceni 1 bod. O
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Priklad. 3B. [6 bodi] Profesor trpi syndromem vyhofeni a u zkouSek uz zadava jenom
jeden ze tii testd A, B, C. Nikdy vsak nepouZije po sobé stejné testy. Kdyz naposledy zadal
test A, hodi si kostkou a v pripadé, ze padne Cislo délitelné 3, zad4 test B. KdyZ pouZil test
B, hazi dvéma mincemi a prejde k testu C, pokud na obou padne lic. Kdyz naposledy zadal
test C, tak hazi opét kostkou a prejde k testu A, pokud na kostce padne prvocislo.

(a) Modelujte zadavani testti pomoci Markovova procesu. Urcete jeho matici. [2 body]

(b) Pomoci maticového ndsobeni zjistéte, jaka je pravdépodobnost, Ze u tfetitho terminu
zada test B, jestliZze u prvniho zadal test C. [1 bod]

(c) Za predpokladu, ze timto zplisobem zadava testy hodné dlouho, zjistéte, ktery test
zadava nejcastéji a s jakou pravdépodobnosti. Vysvétlete, jak jste k vysledku do-
spéli. [3 body]

ResSeni. Matice Markovova procesu je

0 3/4 1/2
M=|1/3 0 1/2
2/3 1/4 0

Spocteme-li M? = M - M, dostaneme matici se viemi vstupy kladnymi. Proto je M primi-
tivni matice.

Pravdépodobnost, Ze profesor zada u tfetitho terminu test B, kdyZ u prvniho zadal test C
je dana druhou sloZkou soucinu
0
M-M-10
1
ataje 1/6.

Pfi dlouhodobém zadavéni se pravdépodobnosti zadani jednotlivych testll bliZi pravdé-
podobnostnimu vektoru, ktery je vlastnim vektorem matice M k vlastnimu &islu 1. ReSime
proto homogenni soustavu

(M — E)x =0.
Jeji matici upravime na schodovity tvar
-1 3/4 1/2 2 -6 3
1/3 -1 1/2] ~ |0 =9 8
2/3 1/4 -1 0 0 0

Vlastni vektory jsou a(21, 16, 18). Pravdépodobnostni vlastni vektor je
(21/55,16/55,18/55).

V dlouhodobém horizontu zaddva profesor nejcastéji test A, a to s pravdépodobnosti 21/55.
a

Bodovani. Spravna matice 2 body.

Vypocet 1/6 1 bod.

Soustava pro vlastni vektor a jeji iprava na schodovity tvar 1 bod.

Spravné feSeni ve formé pravdépodobnostniho vektoru 1 bod.

Spravné urceni otdzky a spravnd procenta 1 bod. O
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Priklad. 4B. [6 bodl] Desdemona a Othelo komunikuji Sifrou Elgamal. Oba se dohodli na
prvocisle p = 23 a na primitivnim kofenu g = 10. Desdemona si za svuj tajny kli¢ zvolila
¢islo a = 9, Othelo ma svij tajny KIic b.
(a) Overte, ze 10 je skutecné primitivni kofen modulo 23. [5 bodu]
(b) Jaky udaj poskytla Desdemona Othelovi? [5 bodi]
(c) Othelo posléze poslal Desdemoné jako zpravu dvojici &fsel (¢° = 2, 19). Pomozte
Desdemoné s desifrovanim zpravy. [15 bodii]

Proved’te cely vypocet bez pouziti kalkulacky nebo jakéhokoliv softwaru.
ReSeni. (a) ¢(23) =22 = 2-11. Proto 10?2 = 1 mod 23. Po&itame modulo 23
10% = 100 = 8,
10" =100°-10=8"-10=64%-80 =5 - 11 = 22.
Tedy 10 je primitivni kofen.
(b) Desdemona poskytla udaj
¢*=10°=100"-10=8*-10=5%-10 =20, mod 23.
(¢) Othelo zasifroval zpravu M jako dvojici (g°, M (g%)®) = (2,19). Proto deSifrujeme
takto
M=M(g) (")) '=19-(2°) '=19-(6)'=19-4=7 mod 23,
Vypocet
22=16-2=7"-2=3-2=6 mod 23.
Inverze k 6 mod 19 se najde jako ¢islo a takové, Ze 6a + 23b = 1 pro néjaké b. Jednoduse
(a,b) = (4,—1). Inverze je tedy 4. O

Bodovani. (a) Za ¢(23), jeho rozklad a za 2. a 11. mocninu 10 1 bod.

(b) Vi, co ma pocitat, a sprdvna mocnina 1 bod.

(¢) Spravny vzorec 2 body.

Mocnina a inverze 1 bod.

Spravny vysledek 1 bod. O



