Rezervace

9. kvétna 2022

© Uvod
© Intervalové rozvrhovani

© Rezervaéni systém s rezervou



Rezervacni systém

@ m stroji zapojenych paralelné

@ n dloh s
e dobou provadeéni py,...,p,
e terminy dostupnosti r, ...,
e terminy dokonceni dy, ..., d,
e vahy wy, ..., w,

o Uloha musi byt provadéna v ramci daného ¢asového intervalu
e termin dostupnosti a dokonceni nelze porusit

@ Nemusi byt mozné realizovat viechny alohy
e Cil: vyber podmnozinu dloh,

e pro kterou existuje konzistentni rozvrh

o kterd maximalizuje danou objektivni funkci

e maximalizace poctu provadénych aloh
@ maximalizace celkového mnozstvi provadéni
e maximalizace profitu realizovanych aloh (zadané vahy)



Zakladni modely

@ Systém bez rezervy
e (lohy trvaji od terminu dostupnosti do terminu dokonceni, tj.
pi = dj =1
e mluvime o pevnych intervalech nebo o intervalovém rozvrhovani
@ Systémy s rezervou

e interval mezi terminem dostupnosti a dokonceni miize mit néjakou
rezervu, tj. p; < dj —r;



Aplikace rezervacnich systémf

@ Pronajem aut

Ctyfi typy aut: subcompact, stfedni velikost, plna velikost, sportovni typ
pevné mnozstvi kazdého typu
stroj = typ auta
Gloha = zakaznik pozadujici auto
zakaznik maze pozadovat urcity(é) typ(y) auta
o (loha mize byt provadéna na podmnoziné stroji
v pfipadé nedostatku nékterého typu auta mize byt nabidnut
v nékterych pripadech silngjsi typ auta

@ Rezervace pokojii v hotelu

@ Rezervace stroji v tovarné



Intervalové rozvrhovani

@ m stroji zapojenych paralelné
@ n dloh, pro dlohu j zadan
termin dostupnosti r;
termin dokonceni dj
doba provadeéni p; = d; —r;
mnozina M; strojt, na kterych mize byt Gloha j provadéna
w;: profit z provadéni alohy j na stroji i
o Cil: maximalizovat profit z provadénych aloh
o wj = 1: maximalizovat pocet realizovanych aloh
e wj = w;: maximalizovat vaZeny pocet realizovanych tloh



Formulace celociselného programovani

o Casové periody 1,..., H
e J;: mnozina dloh, kterd potfebuje provadéni v case / (zname predem!)
@ x; = 1 pokud je uloha j provadéna na stroji i
xjj = 0 jinak
@ Maximalizace
m n
DD wii
i=1 j=1
za predpokladu:

iloha bézi nejvyse na jednom stroji
m

doxg<1l o j=1,...,n
i=1
v kazdém Case bézi na kazdém stroji nejvyse jedna aloha
doxg<1l o i=1,....m I=1,..H
J€J
provadéni alohy j na stroji ir  x; € {0,1}



Jednotkova doba trvani

o Kazda aloha je dostupna presné 1 €asovou jednotku

@ Co z toho plyne? Problém lIze rozdélit na nezavislé problémy
e vime presng, které alohy i jsou provadény v kazdé casové jednotce
o jeden podproblém pro kazdou ¢asovou jednotku

@ Vysledny problém pro €asovou jednotku /:

Maximalizace m n
E g WijXij

_i=1j=1
za predpokladu ZXU <1 j=1,...,n
i=1
d xp<1l o i=1,...,m
JeJ
Xjj € {0,1}

@ Jedna se o problém prifazeni (assignment problem)
e problém fesitelny v polynomialnim Case



Jednotkova vaha & identické stroje

e wj =1, M; ={1,..., m} pro vSechna i, j; obecna p;
e tedy stroje jsou identické a
cil je maximalizovat pocet realizovanych tloh
o nejednotkova p;, nelze tedy resit rozkladem v Case
@ Algoritmus davajici optimalni FeSeni
Predpokladejme: n <--- <r,
J=10 (J je mnozina uz vybranych dloh pro provadéni)
for j=1to ndo
if existuje stroj dostupny v case r; then
pfifad j tomuto stroji
J:=JU{j}
else urci alohu j* takovou, ze Cj+ = maxkey Cik = maxke(r + px)
if GG =rj+p; > G- then
nezarazuj j do J
else prifad j stroji j*

Ji=JU{NUT}



Priklad: jednotkova vaha & identickeé stroje

j |1 2 3 4 5 6 7 8
2strojea8ualoh: |, [0 1 1 3 4 5 6 6
d|5 3 4 7 6 7 9 8
M1 1 |
lterace 1: j =1 M2 | |
0 5 10
M1 1 |
Iterace 2: j =2 M2l [2 | | |
0 5 10
"
lterace 3: j =3,;* =1 M2 [2 ] | |
0 5 10
”
lterace 4: j = 4 M2 [ 2 | ‘I'r | |
0 5 10



Priklad: jednotkova vaha & identickeé stroje

j |1 2 3 4 5 6 7 8
2strojea8uloh: |, [0 1 1 3 4 5 6 6
d|5 3 4 7 6 7 9 8
Mi| | 83 | 5 |
lterace 5: j =5 M2l | 2 | ‘I'r | |
0 5 10
M| T8 5]
lterace 6: j = 6,j* =4 M2|_[| 2 | 6 | :
0 5 10
M1 [ 3 | 5 | 7 |
lterace 7: j =7 M2 [ 2 | 6 | |
0 5 10
M| T3 [ 5 8]
Iterace 8: j =8, =7 M2 [ 2 | 6 | |




Jednotkova vaha

a nelimitovany pocet identickych stroji

@ wjj = 1 pro vSechna i/,
@ Vsechny alohy musi byt realizovany
o Cil: pouzit minimalni pocet stroji
e Algoritmus davajici optimalni feseni
Predpokladejme: n <--- <'r,
M= (M mnozina pouzitych stroji)
i:==0
for j=1tondo
if stroj z M je volny v r;

then
pfifad j na volny stroj
else
i=i+1
M:=MU{i}

prifad alohu j na stroj i



Priklad: jednotkova vaha a

nelimitovany pocet identickych stroji
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Priklad: jednotkova vaha a

nelimitovany pocet identickych stroji

i1 2 3 4 5 6 7 8
3 |0 1 1 3 4 5 6 6
M2l [2 ] 4 |
M1 1
0 5 10
maf L8 [ 5 |
M2l [ 2 ] 4 |
M1 1
0 5 10
M3l L8 |5 |
M2l [2 ] 4 |
M1 1 6 |
|




Priklad: jednotkova vaha a

nelimitovany pocet identickych stroji

j |1 2 3 4 5 6 7 8
10 1 1 3 4 5 6 6
d|5 3 4 7 6 7 9 8

m3] 8 [5T 7 1]

M2 [2 ] 4 |

M1 7 6 |

0 5 1|0

M4

Ml 8 [ 5T 7 1

M2l (2 | 4 |

M1 1 6 | .




Barveni grafu

Problém barveni grafu
@ Je mozné obarvit vrcholy grafu
s pouzitim n barev tak, aby zadné
dva sousedni vrcholy nebyly
obarveny stejnou barvou?

Chromatické ¢islo grafu
@ Minimalni pocet barev n nutny
k obarveni grafu tak, by zadné dva
sousedni vrcholy nebyly obarveny
stejnou barvou.

NP-aplny problem



Reformulace na problém barveni grafu

Problém s jednotkovou vahou a nelimitovanym poétem identickych stroji
Ize reformulovat na problém barveni grafu

@ vrchol = aloha

@ hrana (j, k) znamena, ze se tlohy j a k prekryvaji v ¢ase

@ kazda barva odpovida jednomu stroji

e prifad barvu (tj. stroj) kazdému vrcholu tak, ze dva sousedni vrcholy

(pfekryvaji se v €ase) maji riznou barvu (tj. stroje)

Poznamky:
@ obecny problém existence obarveni grafu m barvami je NP-uplny

@ uvazovany rezervacni problém je specialnim (jednodussim) pfipadem
problému barveni grafu

@ heuristiky diskutovany v kapitole o timetabling



Priklad: reformulace




Rezervacni systém s rezervou

@ Rezervacni systém s rezervou: p; < dj — r;
@ Trivialni pripad
e doby provadéni = 1, identické vahy, identické stroje
o reSeni opét dekompozici v Case
@ Maximalizace vazeného poctu aktivit
o NP-tézky problém =- feseni heuristikami
e kompozitni fidici pravidlo
e predzpracovani:
uréeni flexibility tloh a stroji
e algoritmus:
nejméné flexibilni Gloha na nejméné flexibilnim stroji prvni



Predzpracovani

@ v pocet uloh, které mohou byt prifazeny
na stroj i béhem intervalu [t — 1, t]
e mozné vyuziti stroje i v Case t
o &im vy3si hodnota, tim je zdroj i v tomto Case flexibilng;jsi

o |M;|: pocet stroji, které mohou byt prifazeny tloze j
o Cim vyssi hodnota, tim je Gloha j flexibilngjsi



Prioritni indexy

@ Prioritni index pro alohu j: I; = f(w;/pj, |M;])
e usporadani tloh podle: h < b <--- <,
o &im mensi je | M|, tim nizsi je lj
o &im vyssi je w;j/pj, tim nizsi je I
@ snazime se dat prednost kratsim L'Jlohém protoie maximalizujeme
[M;]
w;/pj

e napt. [; =

@ Prioritni index pro stroj
@ vybira stroj pro alohu
o jestlize uloha potrebuje stroj v [t, t + p;]
pak vybér stroje i zalezi na funkci s faktory ¥j ¢y1,. .., Yi t1p;, ti. Na
(Vi tr1s - Vitrp;)

e napr. g(’l/)i,t+1> ot t+p, <Z )i t+l> /PJ

nebo g(wi,t+1, ce aqpi,t—ﬁ—pi) = max(d}i,t—ﬁ-la oo 7wi,t+Pj)



Algoritmus maximalizace

vazeného poctu aktivit

Q0,=1

@ Vyber dlohu j s nejnizsim /; a
vyber mezi stroji a dostupnymi Casy zdroj a ¢as s nejnizsi
E(Wits1s s Virtrp;)
Zrus tlohu j jestlize nemiize byt pfifazena ani jednomu stroji
v zadném case

© Jestlize j = n STOP
jinak nastav j = j 4+ 1 a béz na krok 2



Cviceni: maximalizace vazeného poctu aktivit

o Naleznéte rozvrh pro dany problém

Ulohy 1 2 3 4 5 6 7
pj 3 10 9 4 6 5 3
w; 2 3 3 2 1 2 3
r 5 0 2 3 2 4 5
d; 12 10 20 15 18 19 14
M; {1,3} {12} {1,2,3} {2,3} {1} {1} {1,2}
]
@ pro [; = wi/p;
p:
Wittt Vierp) = (010 Yivert) /P

o Resent:

Ulohy 7 6 1 4 5 2

Stroje 2 1 3 3 1 2

(\fasy 11-14 14-19 5-8 11-15 2-8 0-10

tlohu 3 nelze umistit



Rezervace
@ Intervalové rozvrhovani (rezervacni systém bez rezervy)
o celociselné programovani
e jednotkova doba trvani: formulace problému pfirazeni
(FeSeni pro kazdou Cas. jednotku zvlast)
e jednotkova vaha & identické stroje
(maximalizace poctu provedenych aktivit)
o jednotkova vadha & nelimitovany pocet identickych strojt
@ Rezervacni systém s rezervou
e kompozitni fidici pravidlo



Rozvrhovani jako timetabling

9. kvétna 2022

e Uvod
© Rozvrhovani s operatory

@ Rozvrhovani s pracovni silou



Rozvrhovani = timetabling

@ Doposud: rozvrhovani = scheduling
Nyni: rozvrhovani = timetabling

e diraz kladen na casové umisténi objektd

e vazby na Casové usporadani mezi objekty hraji malou roli
@ Omezeni operatorti/nastroji (operator/tool)
mnoho operatori
tloha potrebuje jeden nebo vice odlisnych operatori
Glohy vyzadujici stejné operatory nemohou bézet zaroven
mozné cile:
rozvrzeni viech tloh v ramci €asového horizontu H
nebo minimalizace makespan

@ Omezeni pracovni sily
e R identickych pracovnikii = jeden zdroj kapacity R
o kazda uloha potfebuje nékolik pracovnikii
o celkovy pocet pracovnikd nesmi byt nikdy prekrocen



Rozvrhovani jako

problém planovani projektu s omezenymi zdroji

@ Problém planovani projektu s omezenymi zdroji
resource-constrained project scheduling problem (RCPSP)
e n aloh
e N zdrojii
e R; kapacita zdroje i
o p; doba provadéni alohy j
o Rjj pozadavek tlohy j na zdroj i
Prec; (pfimi) predchadci alohy j
@ Rozvrhovani s operatory
e Ri=1provsechnai=1...N

@ Rozvrhovani s pracovni silou
o N=1
@ Oba problémy rozvrhovani stale velmi obtizné
o ipri pj =1 NP-tézké
operatofi = barveni grafu
pracovni sila = bin-packing



Rozvrhovani s operatory jako barveni grafu

Omezime se na problém s jednotkovou dobou trvani

Uloha = uzel

Ulohy potrebuji stejného operatora = hrana mezi uzly

Pfifazeni barev (= casu) uzliim
e sousedni uzly musi mit rtizné barvy
tj. dlohy se stejnym operatorem musi byt provadény v riiznych ¢asech

Problém existence reseni

e tj. zadan Casovy horizont H a hledam rozvrh v ramci horizontu
e mize byt graf obarven H barvami?

Optimalizaéni problém
e tj. minimalizace makespan
e jaky nejmensi pocet barev je tfeba?
e chromatické ¢islo grafu



Heuristiky pro barveni grafu

@ Stupen uzlu
e pocet hran spojenych s uzlem

@ Uroven saturace
e pocet riiznych barev spojenych s uzlem

@ Intuice
e obarvi uzly s vyssim stupném drive
e obarvi uzly s vyssi Grovni saturace dfive

@ Algoritmus

@ usporadej uzly v klesajicim poradi podle jejich stupné
@ pouzij barvu 1 pro prvni uzel
© vyber neobarveny uzel s maximalni Grovni saturace

v pfipadé volby z nich vyber uzel

s maximalnim stupném v neobarveném podgrafu

© obarvi vybrany uzel s nejmensi moznou barvou
© jestlize jsou viechny uzly obarveny STOP

jinak béz na krok 3



Priklad: rozvrhovani schiizek

Vytvof rozvrh pro 5 schizek se 4 lidmi
@ schiizka = uloha, ¢lovék = operator

e vsechny schiizky trvaji jednu hodinu

1 2 3 4 5
Joe 1 1 0 1 1
Lisa 1 1 1 0 O
Jane |1 0 1 0 O
Lasry |0 1 0 1 1

Mtizeme vybrat bud
tlohu 1 nebo alohu 2

Napf. vybereme 1 a obarvime
barvou 1




Uroven saturace = 1 pro véechny alohy
Vyber 2 vzhledem k nejvyssimu stupni

Uroven saturace = 2 pro viechny uzly
Vyber 4 vzhledem k nejvyssimu stupni

Uroveii saturace = 2 pro uzel 3
Uroven saturace = 3 pro uzel 5
Vyber 5 na obarveni

V poslednim kroku obarvi 3
stejnou barvou jako 4
=>celkem 4 barvy, tj. makespan=4



Priklad: rezervace vs. rozvrhovani s operatory

Predpokladejme, Zze mame rezervacni systém

Uloha

1

2

3

Pj
]

dj

2
0
2

3
2
5

1
3
4

Lze preformulovat na rozvrhovani s operatory

Uloha

1

3

Operator 1
Operator 2
Operator 3
Operator 4
Operator 5

O O O = =

== = O Ol

o = O O O

aloha 1 bézi v case [0,2]

aloha 2 bézi v Case [2,5]
aloha 3 bézi v Case [3,4]



Vztah k rezervaénim systémiim

@ Rozvrhovani s operatory blizké rezervacnimu systému bez rezervy
@ Oba problémy reformulovany na problém barveni grafu

e rezervace: hrana = dvé ulohy se prekryvaji v ase

e rozvrhovani: hrana = dvé dlohy pozaduji stejného operatora
@ Rozdil ve slozitosti

e rezervace: prekryvajici se ¢asové jednotky jdou po sobé

e rozvrhovani: tlohy Casto nevyzaduji pouze sousedni operatory

= rozvrhovani s operatory je obtiznéjsi problém



Rozvrhovani s pracovni silou: aplikace

@ Rizeni projektu ve stavebnim pramyslu

dodavatel ma realizovat n aktivit

doba trvani aktivity j je p;

aktivita j pozaduje pracovni skupinu velikosti W;
precedencni omezeni na aktivity

dodavatel ma W pracovniki

cil: dokoncit viechny aktivity v minimalnim case

@ Rozvrhovani zkousek

viechny zkousky maji stejnou dobu trvani

véechny zkousky jsou v mistnosti s W sedadly

pocet studentii pfedmétu j, ktefi skladaji zkousku, je W;

nékolik zkousek muze byt narozvrhovano ve stejné mistnosti, pokud je
postacujici pocet sedadel

e cil: zkonstruovat rozvrh tak, ze jsou vsechny zkousky narozvrhovany
v minimalnim case



Reformulace pomoci problému plnéni kosd (bin-packing)

@ Problém plnéni kosti
o kazdy kos ma kapacitu W
o predméty velikosti W;
e cil: naplnit minimalni pocet kosil
@ Uvazujme specialni problém rozvrhovani s pracovni silou
o predpokladejme jednotkovou dobu trvani
e nelimitovany pocet strojil
e minimalizace makespan
@ Rozvrhovani s pracovni silou jako problém plnéni kos
o predmét = aloha (s poctem pracovnikii W)
e kapacita kose = celkovy pocet pracovnika W
o 1 kos = 1 Casova jednotka
e minimalizace poctu ko3 = minimalizace makespan
@ Reseni probléemu plnéni kosii
o NP-tézky problém
e vyvinuta rada heuristik
e heuristika prvniho padnouciho (first fit FF) kose

vime, ze: Crax(FF) < 10 Crax(OPT) +2



Priklad: heuristika prvniho padnouciho kose (FF)

e Predpokladejme 18 aloh a W=2100
o (loha 1-6 pozaduje 301 jednotek zdroje
o (loha 7-12 pozaduje 701 jednotek zdroje
o (loha 13-18 pozaduje 1051 jednotek zdroje
o FF heuristika:
e prifadime prvnich 6 dloh na jeden zdroj (301x6=1806)
o pak prifadime vzdy dvé alohy na dalsi tfi zdroje (701x2=1402)
e pak pfifadime pravé jednu dlohu na kazdy zdroj

@ Velmi nekvalitni Feseni vzhledem k usporadani aloh



Heuristika prvniho padnouci kose se zmensovanim aloh

Zlepseni FF heuristiky
Usporadani dloh od nejdelsi k nejkratsi
Prvni padnouci kos se zmensovanim aloh
(first fit decreasing FFD)
Reseni prikladu:
e seradime Ulohy dle pozadovanych jednotek zdroje, tj.
13,14,15,16,17,18,7,8,9,10,11,12,1,2,3,4,5,6
o (lohy bereme postupné a davame je na prvni zdroj, kam se vejdou
13 ddme na zdroj 1, 14 dame na zdroj 2, ..., 18 dame na zdroj 6
7 dame na zdroj 1, 8 dame na zdroj 2, ..., 12 dame na zdroj 6
1 ddme na zdroj 1, 2 dame na zdroj 2, ..., 6 ddme na zdroj 6
Vime, ze 1
Cmax(FFD) < ijaX(OPT) + 4
FF i FFD mohou byt rozsifeny

o riizné terminy dostupnosti



@ Uvazovali jsme reprezentanty riiznych problémi
@ V praxi

o obecnéjsi problemy (kombinace viech uvazovanych ryst problémi
zaroven)

dynamickeé rezervacni problémy

uvazovani ceny (management zisku)

preruseni aktivit



Rezervace
@ Intervalové rozvrhovani (rezervacni systém bez rezervy)

o celociselné programovani
e jednotkova doba trvani: formulace problému pfifazeni
(FeSeni pro kazdou cas. jednotku zvlast)
o jednotkova vaha & identické stroje
(maximalizace poctu provedenych aktivit)
e jednotkova vaha & nelimitovany pocet identickych strojti
@ Rezervacni systém s rezervou
e kompozitni fidici pravidlo
Timetabling
@ planovani projektu s omezenymi zdroji (RCPSP)
@ rozvrhovani s operatory a barveni grafu
o heuristika pro barveni grafu
@ rozvrhovani s pracovni silou a problém plnéni ko

o heuristika prvniho padnouciho kose
o heuristika prvniho padnouciho kose se zmensovanim aloh
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