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Matematické programovani

o Rada rozvrhovacich problémi miize byt formulovana
jako matematické programy

@ Linearni programovani, nelinearni programovani,
celociselné programovani

o Predméty

o PFF:M0160 Optimalizace
e ESF:BKM _OPRO Optimalizace a rozhodovanf



Linearni programovani

@ Linearni program (LP)
Minimalizace c1x3 + cax2 + -+ - + CpXp
za predpokladu
a11x1 + aexe + -+ + aipxp > by

an1x1 + axxo + -+ + apxp, > bo

amiX1 + amex2 + -+ + amnXn > bm
xi>0proj=1,...,n
xi€Rproj=1,...,n

V maticovém zapisu: minimalizace €x
za predpokladu Ax
X

> b
>0



Linearni programovani: priklad

@ Vyrobce vyrabi 3 vyrobky A, B, C, na které spotfebuje
material M a pracovni dobu P
@ Maximalizujeme denni "Zisk"za predpokladu, ze plati:
zisk z 1 kusu A = 500 K¢, spotfebujeme 4M a 2P.
zisk z 1 kusu B = 800 K¢, spotfebujeme 1M a 5P.
zisk z 1 kusu C = 300 K¢, spotfebujeme 2M a 1P.
pritom plati denni omezeni materialu M<30 kust a
pracovnich hodin P<48 hodin (napf. 6 lidi pracujicich 8 hodin denné)
e Jak Ize pouzit obecny LP vzorec?
e max(Zisk) = 500*A + 800*B + 300*C (¢ = 500,x1 = A,...)
o 4*A + 1*B + 2*C < 30 (omezeni materialu)
e 2*A + 5*B + 1*C < 48 (omezeni prac. hodin)
o Jak bude vypadat vysledek? V jakych proménnych budeme mit
ulozenou odpovéd na nasi otazku? Co budou vyjadfovat?
@ Bude to pouzitelné v praxi?

@ Max vs. min neni problém, nebot plati:
max f(x) = —min(—f(x)) pro x € R"



Linearni programovani: metody reseni

@ Pro malé 2D, 3D problémy si Casto vystacime s grafickym feSenim
o cil je rovnice s parametrem = vrstevnice v plose
e omezeni jsou poloroviny
o oblast feseni je prinik polorovin (polyedr, tj. mnohostén)
e feseni je priinik rovnice s parametrem a vzniklého polyedru

I polyedr

@ Simplexova metoda
o efektivni nalezeni feseni N\
e vétsinou polynomialni ¢as
@ pouziti v praxi pro reSeni
rozsahlych problémi
o Elipsoidovad metoda

@ Metoda vnitfnich bodi




Celociselné programovani

Celogiselné programovani (integer programming IP)
o linearni programovani + vsechny proménné celociselné

Mixed-integer programming (MIP)
e pouzity celoCiselné i realné obory hodnot proménnych

Mnohem obtiznéjsi nez linearni programovani

Pro rozvrhovani mnohem uzitecnéjsi



Pracuje se s LP relaxaci celociselného programu,
tj. z celociselného programu jsou odstranéna omezeni pozadujici feSeni
z oboru celych Cisel a fesime linearni programy a resime linearni

programy
Metoda fezné roviny (cutting plane)
e generovana pridavna linearni omezeni (fezné roviny),
ktera musi byt splnéna v celociselném feseni
e pridavna omezeni zuzuji mnozinu pfipustnych feseni
pfi zachovani celociselnych reseni
e feSeni LP relaxace celociselného programu s pfidavnymi omezenimi
e pokud nenalezeno feseni celoCiselné, pridavame dalsi fezné roviny a
opakujeme postup
Metoda vétvi a mezi (branch and bound)
e vétveni na rozhodovacich proménnych
(xj = r v LP feSeni pak pfidame x; < [r], x; > [r])
o linearni programy s pfidanymi omezenimi poskytuji hranice (meze)
Hybridni metody
e kombinace riiznych metod
o napi, kombinace metody vétvi a mezi a feznych rovin (branch and cut)



Ukazka problému: rozvrhovani smén

@ Sména: mnozina period, kdy zaméstnanec pracuje
e Casto je sména chapana jako mnozina po sobé jdoucich period
e pf. denni sména 6:00-18:00, nocni sména 18:00-6:00
@ Problém rozvrhovani smén
o cyklus je dan predem
@ napf. 1 den je cyklus, Casova jednotka (perioda) je hodina
o je dano nékolik vzorkii smén s odlisnou cenou
e cil je minimalizovat celkovou cenu

@ Problém si popiseme jako matematicky celociselny program
n
minimalizace Z GiXj
j=1

n

za predpokladu: Za,-jszb,- Vi:l<i<m
j=1

x>0 Vj:l<j<n

X €Z Yj:1<j<n



Formulace problému a reseni

e m period (hodin)
@ pf. od 10:00 do 21:00
o V periodé i,i =1,...,m je potfeba b; zaméstnanci

e pf. 10:00: 3, 11:00: 4, 12:00 6, ...

@ n vzorki smén

e pr. 10:00-18:00, 13:00-21:00, 18:00-21:00, ...
Kazdy zaméstnanec pfifazen pravé jednomu vzorku
Vzorek smény j je vektor (aij,asj, ..., am/)

e aj = 1: i je pracovni perioda

o aj = 0: jinak

@ pf. sména 18:00-21:00 odpovida (0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1) pro 10:00—21:00
Cena prifazeni zaméstnance na sménu j: ¢;

Xj: proménna reprezentujici pocet zaméstnanct prifazenych ke sméné j

Cil: minimalizace celkové ceny pfifazenych zaméstnancii

Problém je NP-tézky, nicméné
e A ma specialni tvar, kde sména je dana jako kontinualni posloupnost 1
e plati: FeSeni tohoto linearniho programu je vzdy celociselné



Priklad rozvrhovani smén v obchodé

@ Obchod otevien Vzorek | Doba Hodin Cena
od 10:00 do 21:00 ; 12;3 2 28
@ 5 vzorkd (typd) smény 3 12.18 6 30
4 10-13 3 15
5 18-21 3 16
@ Pozadavky na pocet zaméstnancii v obchodé
Hodina 1011121314151617181920
Pocet zaméstnancii | 3 4 6 4 7 8 7 6 4 7 8
@ Linearni relaxace 10010 3
1 0 0 1 O 4
1 01 1 0 6
1 11 0 O 4
1 1 1 0 O 7
©=(50,60,30,15,16) A=|1 1 1 0 0 b= 8
1 11 0 O 7
1 1 1 0 O 6
@ Reseni (x1, X2, X3, Xa, X5) 01001 4
v 0100 1 7
*(070a8a4,8) _0 1 0 0 1_ _8_




Omezujici podminky
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© Problém spliovani podminek



Omezeni (constraint)

@ Dana

e mnozina (doménovych) proménnych Y = {y1,..., vk}
o kone¢na mnozina hodnot (doména) D = D; U...U Dy
Omezeni ¢ na Y je podmnozina Dy X ... X Dy
e omezuje hodnoty, kterych mohou proménné nabyvat soucasné
o Priklad:
e proménné: AB

e domény: {0,1} pro A {1,2} pro B
e omezeni: A#B nebo (A,B) € {(0,1),(0,2),(1,2)}

@ Omezeni ¢ definovano na yi, ...y je splnéno,
pokud pro di € Dy, ...d, € Dy plati (di,...dx) € ¢

o priklad (pokracovani): omezeni splnéno pro (0,1),(0,2),(1,2), nenf
splnéno pro (1,1)



Problém spliovani podminek (CSP)

Dana
@ konecna mnozina proménnych V = {vy,..., vy}
@ konecna mnozina hodnot (doména) D = Dy U...U D,
@ konecna mnozina omezeni C = {ci1,...,Cm}

e omezeni je definovano na podmnoziné V
Problém spliovani podminek je trojice (V, D, C)
(constraint satisfaction problem CSP)
Priklad:
e proménné: AB,C
e domény: {0,1} pro A {1} pro B {0,1,2} pro C
@ omezeni: A#B, B#C
Reseni CSP
@ prifazeni hodnot viem proménnym, které spliiuje vSechna omezeni
o (di,...,dp) € D1 x ... x D, jerteseni (V,D, C)
o pro kazdé ¢; € C na v, ...v, plati (d;,...d;) € ¢



Filtrace domén

o Priklad:
o D,={1,2},D, =1{1,2,3}
ea<hb
= hodnota 1 mize byt z D, bezpecné vyrazena

@ Podminky se pouzivaji aktivné pro odstranéni nekonzistenci
z problému
e nekonzistence = hodnota, kterd nemiize byt soucasti zadného Feseni
(nespliuje néjakou podminku)
@ Tato tzv. filtrace domén je realizovana procedurou REVISE,
kterou ma kazda podminka



Hranova konzistence (arc consistency AC)

Rikame, ze podminka je hranové konzistentni, pokud
pro kazdou hodnotu kazdé jeji proménné
existuje kombinace hodnot pro dalsi proménné v podmince tak,
ze je podminka splnéna
Rikame, Ze hodnota je podporovana/ma podporu.
REVISE procedura pro hranovou konzistenci odstrani z domén
proménnych viechny hodnoty, které nemaji podporu

o Priklad: A=B+C je hranové konzistentni pro B,C € {1,2}, A € {2,3,4}
(hodnota 3 proménné A ma napf. podporu (3,1,2) pro (A,B,C))
A+#£B je hranové konzistentni pro A € {0,1}, B € {1,2,3}
A=B neni hranové konzistentni pro A € {1,2,3}, B € {1,2}

(hodnota 3 proménné A neni podporovana)

CSP je hranové konzistentni, pokud jsou viechny podminky hranové
konzistentni.



Zajisténi hranové konzistence

o Jak zaridit hranovou konzistenci v CSP?
o Kazda podminka musi byt zrevidovana
o Priklad:
Xinl.6,Yinl.6,Zin 1.6, XY, Z<X-2
X<Y Z<X-2 X<Y
Xin1..6 Xin1.5 Xin [4,5] Xin [4,5]

Yin1..6 Yin2.6[—Yin2.6 Y in [5,6]
Zin1.6 Zin1..6 Zin[1,2] Zin[1,2]

@ Stadi to?
= Nestadi ale zrevidovat kazdou podminku pouze jednou

@ Revize je potfeba opakovat, dokud se méni doména néjaké proménné
(algoritmus AC-1)



Hranova konzistence prakticky

e Pouzijeme frontu proménnych se zménénou doménou.
e uzivatelé mohou pro kazdou podminku specifikovat, kdy se ma provést
jeji revize v zavislosti na typu zmény domény
@ Vychazi z algoritmus AC-3 (pracuje s frontou podminek k revizi)
a je nazyvany AC-8 (pracuje s frontou proménnych)
@ procedure AC-8(V,D,C)

Q:=V
while Q neprazdna do
vyber vz Q

for ¢ € C takovou, Ze v je omezeno ¢ do
D' := c.REVISE(D)
if (libovolna doména v D’ prazdna) then return(fail,D")

Q:= QU {ueV | D', #D,}

D:=D
return(true,D)
end AC-8

@ Poznamka: do fronty vkladame jen ty proménné, které tam jesté nejsou
e revize se pro né provede, protoze uz ve fronté jsou



Priklad: sudoku

2 5
9 7|3
2 9 6
2 4 9
7
6 9 1
8 4 1
6|3 8
6 8

Prifrad prazdnym polim ¢éisla tak, ze:
Cisla odlisna na radku, ve sloupci a v bloku
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