Planovani aloh (na jednom stroji)

11. dubna 2022

© Ridici pravidla
© Metoda vétvi a mezi
© Paprskové prohledavani

@ Matematické programovani



Jeden stroj a paralelni stroj

e Dekompoziéni problémy pro slozité (flexible) job shop problémy
pouzivaji
e jeden stroj
o paralelni stroj
jako podproblémy pfi feseni
o Metody feseni:
e Fidici pravidla
e metoda vétvi & mezi
o paprskové prohledavani



Ridici pravidla pro jeden stroj: prehled

© Chaxarp=0,dj =00 (snadné: nezavisi na rozvrhu)
° > wjGar=0,d =00
e vazena nejkratsi doba provadéni (WSPT) je optimalni
@ rozvrhuje alohy v klesajicim poradi podle w;/p;
@ Lpaxarp=0
o nejdrivéjsi termin dokonceni (EDD) je optimalni
e rozvrhuje alohy ve vzriistajici velikosti d;
e minimalni rezerva (MS)
o pravidlo pfibuzné EDD ale dynamické
e max(d; — p; — t,0), kde je t aktualni as
@ Lpmax a rozdilné r;
o NP-tézky problém
o zakladni podproblém v ramci znamé heuristiky posouvani kritického
mista
e reSen pomoci metody vétvi a mezi nebo dynamického programovani
° > T X wiTj
e mnohem obtizné&jsi na optimalizaci
o kompozitni fidici pravidlo apparent tardiness cost (ATC) vyuzivajici
kombinaci WSPT a MS



Ridici pravidla a paralelni stroj: prehled

@ Cpax: dilezité kritérium pfi balancovani zatéze stroji
o NP-t&zky
o nejdelsi doba provadéni (LPT)
o kratsi alohy odlozeny, protoze je snadnéjsi je narozvrhovat
o nalezne feSeni s garanci rozsahu 33% optima

o> CGar=0
e nepreemptivni nejkratsi doba provadéni (SPT)
o nepreemptivni SPT minimalizuje Y G;
@ nepreemptivni SPT ziistava optimalni i pfi povolenych pferusenich
° > wiCar=0
o NP-tézky
o WSPT grarantuje Feseni v ramci 22% optima
° > wTj
o jeSté obtiznéjsi problém
o Ize pouzit ATC (apparent tardiness cost), ale kvalita feSeni nemusi byt
dobra



Vazeny soucet koncovych casii pro jeden stroj

o Ridici pravidlo vazena nejkratsi doba trvani
(weighted shortest processing time, WSPT)
je optimalni pro 1|| > w; ;.
o WSPT rozvrhuje tlohy v klesajicim potadi podle w;/p;
o Dukaz:
o predpokladejme, ze to neni pravda a ze S je optimalni

o pak existuji dvé sousedni dlohy, napf. Gloha j nasledovana tlohou k
W; Wi
j

takové, ze — < —, tj.prw;j < pjwi
pj Pk
e po provedeni parové vymény mame rozvrh S’
sso il ok |
>
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o Prispévky do ucelové funkce pro j a k:

S (t4 p)wy+ (t+ pj + pr)wk = tw; + pjwj + twi + pjwi + prwi
S" (4 pi)wi + (t+ P+ pi)w; = twic + pewic + tw; + Pew; + pjw;
S w;Gpro S < > w;Cpro S spor s optimalitou S



Zpozdéni pro jeden stroj

e EDD optimalni pro 1||Lmax
@ Rozdilné terminy dostupnosti rj, tj. problém 1|rj|Lmax: NP-Gplny
problém

@ Proc je tento problém tak obtizny?
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Existuje lepsi Feseni?



Rozvrh se zdrzenim pro 1|rj|Lmax

Pozdrzime provadéni aloh:
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max(Ll, L2, L3)

== max( dl, C2 d2, C3 - d3) =
= max(4—8,16 — 14 10 - 10) =

= max(—4,2,0) =

Problém je obtizny, protoze

optimalni rozvrh neni nutné bez zdrzeni



1|rj, prmp| Lmax

Preemptivni Glohy: je mozné prerusit jejich provadéni

Preemptivni verze fidicich pravidel:
o neCekdme az na dokonceni provadéné alohy
pro vybér dalsi ulohy k provadéni
o v kazdém casovém okamziku je nutné zvazit, zda neni k dispozici
o pokud existuje prioritnéjsi aloha,
prerusime aktualni dlohu a spustime prioritnéjsi ulohu

Cviceni: aplikujte preemptivni EDD na predchozi pfiklad

Preemptivni EDD pravidlo je optimalni pro preemptivni verzi problému

1{rj, prmp|Lmax

Preemptivni EDD je optimalni pro predchozi pfiklad



Metoda vétvi a mezi

@ Prohledavaci prostor se rychle zvétsuje se zvétsujicim poctem
proménnych
@ Metoda vétvi a mezi (Branch & Bound search, BB)
e zaloZena na myslence postupného déleni prohledavaciho prostoru

S=5USU---US, SSNSN---NS, =0

e potfebujeme spocitat hranici/mez na cenu Feseni
e Casti stavového prostoru, které davaji feseni horsi nez tato mez
nemusime prohledavat



Vypocet dolni hranice feseni

o Typicky zpiisob, jak zjistit hranice je
relaxovat (zjednodusit) pavodni problém

(napf. odstranénim nékterych pozadavkii)
na snadno fesitelny problém

o jestlize neexistuje reSeni pro relaxovany problém,
pak neexistuje feseni pro ptvodni problém
(vétev lze smazat)

o jestlize je optimalni FeSeni relaxovaného problému zaroven fesenim
ptivodniho problému,
pak je pro néj také optimalni

o jestlize optimalni feSeni neni feSenim pivodniho problému, pak dava
hranici na jeho feseni
(pdvodni problém nebude mit zcela jisté lepsi fesent)



Pravidla vétveni pro 1|r;|Lmax

Uroven 0

@ Rozvrh je konstruovan od €asu t = 0
@ Uroven 1:

n vétvi, ve kterych je kazda z n aloh rozvrhovana prvni
@ Uroveh k — 1:

alohy ji,...,jk_1 jsou rozvrhovany v poradi 1,..., k —1
@ Ulohu ¢ uvazujeme na trovni k (a odpovidajici vétveni) pokud:
e ][] e
re < mingey (max(t, n)+ p)) = PS t PS I Me

e J mnozina dosud nerozvrzenych dloh

o t Cas, kdy je skon€ena jx_; a lze rozvrhovat dalsi alohu

o pokud je ro > PS, pak je tfeba rozvrhovat tlohu minimalizujici PS
na pozici k a alohu ¢ na pozici k + 1 (nebo i pozdéji)
(toto usporadani aloh stejné viibec neovlivni €as dokonceni ¢)



Dolni hranice pro 1|r;|Lmax

@ Relaxace problému 1|rj|Lmax je problém 1|r;, prmp|Lmax
e neumoznéni pferudeni je omezeni pouze v piivodnim problému 1|rj|Lyax
@ Preemptivni EDD pravidlo je optimalni pro 1|rj, prmp|Lmax
= Preemptivni rozvrh (rozvrh bez zdrzeni) urcité nebude mit L. VELSi
nez ne-preemptivni rozvrh (rozvrh potencialné se zdrzenim)
= Dolni hranice na arovni kK — 1 miize byt zalozena na rozvrhu
zbyvajicich dloh podle preemptivniho EDD pravidla

+ Jestlize preemptivni EDD dava nepreemptivni rozvrh,
pak miazeme vsechny uzly s vétsi dolni hranici zrusit



Priklad: BB pro 1|rj|Lmax

Uohy 1 2 3 4

Pj 4 2 6 5

r. 0 1 3 5

d 8 12 11 10
~

uloha 1 muze byt
rovadéna pred ulohou 4

uloha 2 muze byt
rovadéna pred ulohou 3

LB=5

1,4,* * nema smysl prozkoumavat,
protoze uz v 1,3,* * mame 3anci na fedeni s minimani LB=5



Priklad: dolni hranice BB pro 1|r;|Lpax

(****)
L]

(3,*,*,*) (4,*,*,*)

uloha 2 muze | |uloha 1i2 muze
byt provadéna| |byt provadéna
pfed ulohou 3 | |pFed ulohou 3

(2,*,*’*)
2[1,3] Lg-9
1[37] Lg-1
4(7,12] Lg2
3[12,18] Ly=7

( ]
1[0,4] Lg-4
3[4,5]

4[5,10] L0
3[10,15] Ly= 4
2[15,17] L=5

|
(1,2,7) (1,3,5,%)
1[04] Le-4{]{1[0,4] Lg-4
[4,10] L1
[
[

2[46] Lx-6 Rozvrh: (1,3,4,2)

3
4[6,11] Lg1 | |4
2

10,15] L=5
3[11,17] Ly=6

15,17] [=5
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Paprskové prohledavani

e Metoda vétvi a mezi
e uvazuje kazdy uzel
@ pro n dloh:
na prvni Grovni n uzld, na druhé drovni n(n — 1) uzlg,
na tfeti arovni n(n — 1)(n — 2) uzlg, ...
= nl uzld na n-té arovni
e garantuje optimum
e obvykle prilis pomala
@ Paprskové prohledavani (Beam Search, BS)
e uvazuje pouze slibné uzly
o Sirka paprsku (beam width)
o udava, u kolika uzlé budeme na kazdé Grovni pokracovat v prohledavani
e negarantuje optimalni feSeni
e mnohem rychlejsi



Kriterium: 1[| >, w; T;

Uohy 1 2 3 4
pj 10 10 13 4
Nooo4 2 1 12
d 14 12 1 12

Problém:

Sitka paprsku 2:

-
- - -
-~

ATG pravidio|
(1,423) (24,13) (34,12 (4,123)
408 436 814 440



Paprskové prohledavani
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@ Kompromisy pfi implementaci:
o podrobna evaluace uzli (kvali presnosti)
o odhad evaluace uzlu (kvili rychlosti)
@ Dvoufazova procedura
e odhad evaluace
@ je provadén pro vsechny uzly na arovni k
e podrobna evaluace

o sirka filtru > Sitka paprsku
@ provadéna pro pocet uzlii odpovidajici sifce filtru



Matematické programovani (opakovani)

Celociselny program
n
minimalizace E CjX;
j=1

za predpokladu: Za,-jszb,- Vi:l<i<m
j=1

x>0 Vj:1<j<n

€L Yj:1<j<n



Model problemu 1| |77

e Proménné xj; =1 jestlize tloha j zaéne v Case t
=0 jinak
@ Formulace celociselného programu
Minimalizace

n Cmax—1 n
Do D wilt+p)xe 4.y wG
j=1 t=0 Jj=1

za predpokladu
xip € 0,1 Vj,t

kazda dloha pravé jednou zacne:

Cmax_l M
= Xt = 1 Vj

v kazdém case bézi prévé jedna dloha:
Z_/ 1 Zs max(t—p;,0) Xjs = 1 vt

(pro kazdé t bézi v intervalu (t — 1, t) pravé jedna uloha)



V kazdém case jedna dloha

@ Proménné xj; =1 jestlize tloha j zacne v Case t

o V kazdém case, tj. v kazdém intervalu (t — 1, t),

bézi pravé jedna aloha:
n t—1
S OY we1
J=1 s=max(t—p;,0)
JteF progrs sk 56

\Lt-lt . Projaz s=2,%

A 2 3
JF:% 1} " 7
0o 4 2 % 4 5 ¢ ¥ 8
X =1 %7 1 ¥y =1



Planovani job-shopu

11. dubna 2022

e Disjunktivni grafova reprezentace



Multi-operacni rozvrhovani:

job shop s minimalizaci makespan

n aloh
m stroj

operace (i,/): provadéni tlohy j na stroji i

Poradi operaci alohy je stanoveno:
o (i,j) — (k,Jj) specifikuje, ze Gloha j ma byt provadéna na stroji i dfive
nez na stroji k
@ pjj: trvani operace (i, )
@ Cil: rozvrhovat alohy na strojich

e bez prekryti na strojich
o bez prekryti v ramci tlohy
e minimalizace makespan C,ax



Priklad: job shop problém

Data:
@ stroje: M1, M2, M3
e dlohy: J1:(3,1) = (2,1) — (1,1)
J2:(1,2) = (3,2)
J3:(2,3) = (1,3) — (3,3)
@ doby trvani: p31 =4,p21 =2 pll =1
pl2=3,p32=3
p23=2,p13=4,p33=1

Resent:
M1 T ]
M2 1]
M3

0 5 10 12



Disjunktivni grafova reprezentace

Graf G =(N,AUBUP)
e uzly odpovidaji operacim N = {(i,)|(/,/) je operace} U {U, V}
@ dva pomocné uzly U a V reprezentujici zdroj a stok
@ konjunktivni hrany A reprezentuji pofadi operaci tlohy
o (i,j) — (k,j) € A<= operace (i,j) predchazi (k,;)
o disjunktivni hrany B reprezentuji konflikty na strojich
o dvé operace (i,j) a (i,/) jsou spojeny dvéma opaéné orientovanymi
hranami
pomocné hrany P

e hrany z U ke vSem prvnim operacim Glohy
e hrany ze vSech poslednich operaci tlohy do V




Pojmy:
@ Podmnozina D C B je nazyvana vybér, jestlize obsahuje z kazdého
paru disjuktivnich hran pravé jednu
@ Vybér D je splnitelny, jestlize vysledny orientovany graf
G(D) = (N,AU DU P) je acyklicky
e jedna se o graf s pomocnymi, konjunktivnimi hranami
a vybranymi disjunktnimi hranami
Poznamky:
@ splnitelny vybér urcuje posloupnost, ve které jsou operace provadény
na strojich
@ vztah splnitelného vybéru a (konzistentniho) rozvrhu?
kazdy (konzistentni) rozvrh jednoznac¢né urcuje splnitelny vybér

kazdy splnitelny vybér jednoznaéné urcuje (konzistentni) rozvrh



Priklad: nesplnitelny vybér

V grafu existuje v dasledku nevhodného vybéru hran cyklus:
o (1,2) = (3,2)
° (3,2) = (3,1) = (2,1) —» (1,1) = (1,2)

= nelze splnit (k tomuto vybéru neexistuje rozvrh)



Priklad: vybér pro dany rozvrh

Naleznéte (splnitelny) vybér hran pro dany rozvrh:

M1

M2 [ ]
M3

0 5 10 12
Konstrukce odpovidajiciho vybéru:

vybereme (jeden stroj po druhém) disjunktivni hrany,
které odpovidaji usporadani operaci na stroji v daném rozvrhu:




Priklad: rozvrh pro dany splnitelny vybér

Jakym zpiisobem nalézt rozvrh pro dany splnitelny vybér?

Tedy: jakym zptlisobem lze nalézt tento odpovidajici rozvrh:

M1 [ T
M2 /T ]

M3 |
| [ [

0




Vypocet rozvrhu pro vybér

Metoda: vypocet nejdelsich cest z U do dalsich uzli v G(D)
obdoba dopfedného zpracovani z metody kritické cesty
pro planovani projektu

Technicky popis:
e uzly (/,) maji ohodnoceni pjj, uzel U ma vahu 0
o délka cesty i1, b, ..., i, je soucet ohodnoceni uzld iy, ip, ..., 01
e spocitej délku /;; nejdeli cesty z U do (i,j) a V
© Iy =0 a pro kazdy uzel (i,j) s jedinym pfedchiidcem U: [; =0
@ vypocitej postupné pro vsechny zbyvajici uzly (i, ) (a pro uzel V):

li (It + par)

= max
V(k,1):(k,)=(i.j)

tj. projdeme viechny predchidce (k, /) uzlu (i,;)
délka cesty do (i,j) pres (k, /) je I + pu

zahaj operaci (i, ) v Case [;;
délka nejdelsi cesty z U do V je rovna makespan
e tato cesta je kriticka cesta



Vypocet rozvrhu pro vybér

uzel [(3,1) (12) (23) (2.1) (3.2) (1.1) (1.3) (3.3) V
déIka‘O 0 0 4 4 6 7 11 12

Vypocet [jj:



	Plánování úloh (na jednom stroji)
	Rídící pravidla
	Prehled
	wjCj
	Lmax

	Metoda vetví a mezí
	Paprskové prohledávání
	Matematické programování

	Plánování job-shopu
	Disjunktivní grafová reprezentace


