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Osnova prednasky

@ Eukleidovské prostory

@ Velikost vektorl a vzdalenost podprostora
@ Odchylky podprostor(

@ Orientovany objem rovnobéznosténu

@ Orientace a vektorovy sougin v R3
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Eukleidovské prostory

V afinni geometrii zkoumame vzajemnou polohu geometrickych
atvaru, zatimco eukleidovska geometrie pocita jejich
vzdalenosti, odchylky a objemy.

Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,
jehoz zamérenim je vektorovy prostor R"” se standardnim
skalarnim soucinem

(X,¥) = X1y1 + Xay2 + - - + Xn¥n.
Kartézska souradna soustava je afinni soufadna soustava
(Ao; ) s ortonormalni bazi a.

Vzdalenost bodu A, B € &, definujeme jako velikost vektoru ,@

|AB|| = \/ (AB, AB).

Euklidovské podprostory v &, jsou afinni podprostory, jejichz
zameéfeni uvazujeme spolu se standardnim skalarnim
soucinem.
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Vzdalenost bodu

Vzdalenost bodu A a B budeme oznacovat dist(A, B). Pro
kazdé tfi body A, B, C € &, plati
@ dist(A, B) = dist(B, A), symetrie,
@ dist(A, B) = 0 prave, kdyz A = B,
@ dist(A, B) + dist(B, C) > dist(A, C), trojuhelnikova
nerovnost.
V kartézké soufadné soustave (Ap; ) maji body

A:A0+a1e1+"'+anen, B:A0+b1e1++bnen

vzdalenost /> (a; — by)2.

Vzdalenost dvou afinnich podprostort P a Q definujeme takto
dist(P, Q) = min{dist(A,B) | A€ P,B € Q}.
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Vzdalenost bodu od afinniho podprostoru

Ukazeme si, jak pocitat vzdalenost bodu A od roviny Q v &s.
V roviné Q uvazujme néjaky bod B. Potom Q = B+ Z(Q).
Necht L je pata kolmice vedené z bodu A na rovinu Q. (Malujte
si obrazek.) Vzdéalenost bodu A od roviny Q je rovna
vzdalenosti bodu A a L.
dist(A, Q) = dist(A, L).
Pritom vektor BA - BL + ﬁ\ kde BL je kolmé projekce vektoru
§4> do zaméreni Z(Q) a LA je kolmé projekce do ortogonalniho
doplitku Z(Q)*. Oznagime-li
Pz(g) kolmou projekci do Z(Q) a Pz o). kolmou projekci do
Z(Q)*, dostavame
. - —
dist(A, Q) = [Pyt (BA)| a L=B+ Pzq)(BA).

UrCete vzdalenost bodu A = [2, 1, 2] a roviny
Q:[1,1,1]+t(1,1,0) + s(0,1,1).
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Vzdalenost bodu od roviny — feSeni prikladu

Vzdalenost A=1[2,1,2] od Q: [1,1,1] + #(1,1,0) + s(0,1,1).

@ Ozna¢me B = [1,1,1]. Prvné spocitame ortogonalni
dopInék k zaméreni roviny. Ten je generovan vektorem
n=(1,—1,1). Déale spocitdme kolmou projekci vektoru
u= Eé\g =(1,0,1) do Z(Q)*. Tu hledame ve tvaru
Pz(gy:(u) = a-n. Plati (u—a-n, n)=0.0Odtud a = %.
Proto

dist(A, Q) = || (5,-5.5) | =5 V3.

@ Nyni najdeme bod L € Q, ve kterém se vzdalenost

realizuje, tj. dist(A, L) = dist(A, Q).

L= B+ Pyg)(u) = B+ (U~ Pyo): ()
“is (o (2-2.2)) < [4.54]
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Vzdalenost bodu od roviny — alternativni reSeni

Predchozi pfiklad jde také reSit tak, ze prvné spocitame kolmou
projekci vektoru BA =udo zaméFem’ Z(Q). To je trochu

dimZ(Q) =2 > 1 = dim Z(Q)*. Pak najdeme bod L, kde se
vzdalenost realizuje:

1 2 1 45 4
a odtud
/3.

54l
3'3

Wl

dist(A, Q) = dist(A, L) = [|[2.1,2] - [g
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Vzdalenost bodu od afinniho podprostoru obecné

Vypocet vzdalenosti bodu od libovolného afinniho podprostoru
v £, provadime analogicky. Staci k tomu umét pocitat
ortogonalni doplnék a kolmou projekci, coz jsme se naudili v 6.
prednasce.

Véta

Necht A je bod a Q afinni podprostor v E,. Zvolme v Q néjaky
bod B. Pak

_ —
dist(A, Q) = ||Pz(g)+ (BA)],

kde Pz (g je kolmou projekci do ortogonalniho doplriku
zaméreni Z(Q)*.
Bod, v némz se vzdalenost realizuje je

Q= B+ Pz0)(BA).

kde Pzq) je kolmou projekci do zaméfeni Z(Q).
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Vzdalenost dvou primek v &3

Meéjme v &3 dvé pfimky p a q. Jejich vzdalenost jsme definovali
dist(p, @) = min{dist(P, Q)| P € p, Q € q}.
Predstavme si pfimku, ktera je na obé pfimky p a g kolma.
Potom se pfi kolmé projekci na tuto pfimku promitne kazda
z pfimek p a q do jediného bodu. Vzdalenost pfimek je
vzdalenosti téchto dvou bodu. Presnéji to znamena nasleduijici:
Vezmémeé bod A € p a bod B € q. Vzdalenost pfimek p a g je
rovna kolmé projekci vektoru /@ do ortogonalniho doplrku k
souctu zaméfeni Z(p) + Z(q) obou pfimek.

dist(p, q) = || P z(py2(q)- (AB)]|

Body P € p a Q € g jsou charakterizovany vlastnosti

PG 1 (Z(p) + Z(q)).

Ukazme si vypocet na prikladu.
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Priklad — vzdalenost pfimek

V &3 urCete vzdalenost pfimek

p: [-4,55]+t1,-1,0), a qg:[1,6,8]+s(0,2,—1).

@ Polozme A= [-4,5,5]a B=1,6,8]. Vektor
AB—u=—(5,1,3).

@ Ortogondlni doplnék souctu zaméreni Z(p) + Z(q) je
[(1,-1,0),(0,2, -]+ =[(1,1,2)]; v=(1,1,2).

@ Kolma projekce vektoru u do [v] je
Wv) v =2(1,1,2) = (2,2,4).

(v.v)
@ Vzdalenost pfimek je dist(p, q) = ||(2,2,4)|| = 2V/6.
@ Body P € pa Q € q, které realizuji vzdalenost pfimek,
urcuji vektor, ktery se rovna vySe spoctené kolmé projekci:
PQ=(2,2,4).
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Priklad — pokraCovani

@ Hledame je ve tvaru P =[—4,5,5] + t(1,—-1,0) a
Q=11,6,8] + s(0,2,—1). Dostaneme tak soustavu tfi
rovnic pro nezname t a s:

o)-+(2) () (%) -C:

@ JejifeSenijet =3 as= —1.Proto
P=1[-4,5551+3(1,-1,0) =[-1,2,5] a
Q= [17678] + (_1)(0727_1) = [17479]

@ Pfimka PQ, ktera je kolma k pfimce p i g a obé pfimky
protina, se nazyva osa mimobézek p a q.
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Vzdalenost podprostoru

Obecné se vzdalenost podprostor( pocita dle stejného
principu. (Vzdalenost se realizuje v kolmém sméru.)

Véta
Pro kazdé dva afinni podprostory P a Q v &, existuji body

P e P aQ e Q, které realizuji jefich vzdalenost, j.
dist(P, Q) = dist(P, Q). Zvolime-liA € P a B € Q, je vektor

PQ = Piz(p): 2oy (AB),

kde P z(py+z(0))- (A—B>) je kolmy priimét vektoru AB do
(Z(P) + Z(Q))+ Vzdalenost P a Q je tedy

dist(P, Q) = H(PZ(PHZ(Q))l(’ﬁ)H
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Priklad — vzdalenost podprostor(

UrCete vzdalenost podprostord v &s:

o:[3,3,5,4,1]+ a(0,1,0,2,-1) + b(1,—1,1,0,—-1)

p:[2,-1,2,2,3]+s(1,—-1,1,—1,1).

Z(o)+Z(p) = U=1(0,1,0,2,—1),(1,—1,1,0,—1),(1,=1,1,—1,1)],
Ut =[(1,0,-1,0,0),(1,3,1,—2,—1)],
A=[3,3,5,4,1,B=[2,-1,2,2,3],
AB=B_A=(-1,-4,-3,22).

Je tfeba urdit projekci ABdo U".

Zkuste dopocitat sami.

Projekci do U+ uréime i projekci do U a naopak. Proto si

muzeme vybrat, do kterého z téchto dvou podprostor(i bude
jednodussi projekci pocitat.
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Odchylka dvou vektoru

Pro dva nenulové vektory u a v vzdy plati

0< LU, 4l <1.
= Jullivi =

Ma tedy smysl nasledujici definice.

Odchylka «(u, v) vektord u, v € V ve vektorovém prostoru se
skalarnim soucinem je dana vztahem

(u,v)
cos a(u, v) TallvI’ 0<a(u,v)<m

8. prednaska Eukleidovska geometrie



Odchylky afinnich podprostort v &3

1) Odchylka dvou pfimek p a g se zaméfenimi [u] a [v] je
thel a(p, q) € [0, 5], pro ktery plati

[(u, V)|

cos (P, @) = vl

2) Necht p je ptimka se zaméfenim [u] a p je rovina v &s.
Odchylka ptimky p a roviny p je thel a(p, p) € [0, 3] ktery
se rovna odchylce vektoru u od kolmé projekce P(u)
vektoru u do zaméreni roviny:

Pyl PW)]
cosalP:p) = Pl = Nl
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Odchylky — pokracovani

3) Jsou-li p a o dveé roviny v &3, které jsou totoZné nebo
rovnobézné, pak je jejich odchylka rovna 0.

4) Je-li prinikem dvou rovin p a o v & pfimka p, pak je jejich
odchylka «(p, o) rovna uhlu, ktery svira pfimka
Z(p) N Z(p)*+ s ptimkou Z(o) N Z(p)* (nakreslete si
obrazek)

op,0) = a(Z(o) N Z(p)*, Z(0) N Z(p)")-

v

Pfi pocitani odchylky dvou rovin Ize také také vyuzit skuteCnost,
Ze jejich odchylka je rovna odchylce jejich normalovych pfimek
(pfimek kolmych k rovinam). P¥i pocitani odchylky pfimky p od

roviny p s normalovou ptimkou n je «(p, p) = 5 — a(p, n).
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Odchylka podprostoru — priklad

Je dana krychle ABCDA'B'C'D’ (ve standardnim oznaceni, tj.
ABCD a AB'C'D’ jsou stény, AA’ pak hrana). Uréete odchylku
vektorl AB' a AD'.

Uvazujme krychli o hrané 1 a umistéme ji v R3 tak, Zze bod A
bude mit ve standardni bazi soufadnice [0, 0, 0], bod B pak
soufadnice [1,0,0] a bod C souradnice [1, 1, 0]. Potom ma bod
B’ souradnice [1,0, 1] a bod D’ soufadnice [0, 1,1]. Pro
vySetrované vektory tedy mizeme psat

AB =B — A=[1,0,1]-1[0,0,0] = (1,0, 1),

AD' =D - A=10,1,1]—-[0,0,0] = (0,1, 1). Podle definice
odchylky ¢ téchto vektorl je pak

ey (o1 1) 1
L =Taon o]~ 2

tedy ¢ = 60°.
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Odchylka podprostort — priklad I

Priklad
UrCete odchylku rovin

|
N

o: [1,0,2]+t-(1,-1,1)+s-(0,1,-2),
[3,3,3] +t-(1,-2,0) +s-(0,1,1).

v

PruseCnice méa smérovy vektor (1,—1,1). Kolma rovina k ni ma
rovnici x; — xo + x3 = 0. Jeji praniky se zamérenimi danych
rovin jsou postupné [(1,0,—1)] a [(0, 1, 1)]. Tyto pfimky sviraji
Uhel 60°, nebot’

((1,0,-1),(0,1,1)) _ 1
1,0, -1llli(0, 1, 1) 2

I( -

Cosa =
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RovnobéZznostén a jeho objem

Necht' uq, us, Uz, jsou linearné nezavislé vektory v zaméreni R”,
A € &3 je libovolny bod. Rovnobéznostén P(A; uy, s, Uu3) C &3
je mnozina

P(A; Uy, U, U3) = {A+cius+Colat+C3u3 |0 < ¢ < 1,i=1,2 k}.

Orientovany objem rovnobeznosténu P(A, uy, Us, U3) daného
Vektory = (a7 b7 C)v U = (d7 e, f) aus = (g7 h7 l) je

O T
- 0 Q
- >Q
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Orientace v prostoru

Rekneme, Ze usporadana trojice vektorll uy, us, us je kladné
orientovana baze vektorového prostoru R3, jestlize determinant
matice 3 x 3, v jejichZ sloupcich stoji postupné souradnice
vektoru uq, u» a us je kladny. Je-li tento determinant zaporny,
mluvime o zaporné orientované bazi.

Ve fyzice se tento pojem pfiblizuje pomoci tzv. pravidla pravé
ruky: Polozte pravou ruku na vektor uq tak, aby malicek
ukazoval ve sméru vektoru u; a zahnuté prsty ve smeéru vektoru
u». Ukazuje-li palec ve smeéru uz, ma baze uy, u», us kladnou
orientaci.

Viditelnost. Pomoci orientace mizeme zjistovat viditelnost.
Méjme v A3 Ctyfstén ABCD. Bod X lezi na stejné strané roviny
ABC jako bod D, jestlize trojice /@, /@,ﬁ() ma stejnou
orientaci jako trojice (A_B>, /@, AD). Je-li pfislusny determinant
pro prvni trojici nulovy, lezi bod X v roviné ABC. Je-li orientace
rliznd, je z bodu X vidét sténa ABC zadaného Ctyisténu.
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Vektorovy soucin v R?

Vektorovy soucin v R3 je zobrazeni x : R® x R® — R3, které
vektorim x = (xq, X2, x3) 2 ¥ = (¥4, Vo, y3 pfitazuje vektor
X xXy=2z=(z,2,23) takovy, ze

X2 Yo
X3 V3

X2 Yo
X3 V3

X1 W1
Xo Yo

4= o L2 = =

)

Vztah mezi vektorovym soucinem a skalarnim soucinem je dan
vzorcem
Xt U
YVueR: (zu)=|x yo upl.
X3 Y3 Us

Z tohoto vzorce Ize vycist geometricky vyznam vektorového
soucinu. Vektor x x y je vektor kolmy k obéma vektorim x i y,
jeho velikost je obsahem rovnobézniku urCeného vektory x a y
ajsou-li x a y linedrné nezavislé, pak jsou vektory x, y a x x y
kladné orientované.
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Shodna zobrazeni v &;

Rekneme, Ze zobrazeni F : & — & je shodnost v prostoru,
jestlize pro kazdé dva body X a Y € &; plati

dist(F(X), F(Y)) = dist(X, Y).

Lze ukazat, Ze takové zobrazeni je bijekce, zobrazuje pfimky
na pfimky, roviny na roviny a zachovava odchylky mezi mezi
témito afinnimi podprostory.

Shodna zobrazeni jsou slozenim téchto tfi typu:
1) Posunuti o pevny vektor u

F(X) = X + u.

2) Otoceni kolem pfimky p o Uhel . Zvolme pevné A € p.
Potom
F(X) =A+ R.(X — A),
kde R, : R® — R? je oto&eni kolem pfimky Z(p)
prochazejici pocatkem.
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Shodna zobrazeni — pokra¢ovani

3) Symetrie podle roviny p. Necht A € p je pevny bod. Pak
F(X) =A+ Sz(,)(X —A) = A+ (X — A) — 2Pz, (X — A),

kde Sz(,) : R® — RR3 je symetrie podle roviny Z(p)
prochazejici poCatkem. Tuto symetrii mizeme spocitat
pomoci kolmeé projekce Pz, (X — A) vektoru X — A do

Z(p)*+. (Namalujte si obrazek.)

Pocitani se shodnymi zobrazenimi si ukazeme na cviceni.
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Pozadavky

Umeét pocitat:
@ Vzdalenost bodu a podprostoru.
@ Vzdalenost pfimek (osa mimobézek).
@ Odchylku dvou pfimek, odchylka pfimky a roviny.

@ Odchylku dvou rovin majici jednodimenzionalni prunik
zameéreni.

@ Objem rovnobéznosténu a Ctyrsténu.
@ Viditelnost.

@ Vektorovy soucin.

@ Shodna zobrazenimi v &s.
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Domaci uloha
Ptiklad (8.1)

V euklidovském prostoru R® uréete vzdalenost bodu
B =1[2,0,3] od pfimky p: [-1,0,0] + t(2, -2, 1).

Piklad (8.2)

V prostoru R? je dan &tyistén ABCD, kde A = [-1,0,1],
B=[1,2,-1],C=[-3,2,1]a D =[5,2,3|. Bud P pata vysky
spusténa z vrchlu D do roviny stény ABC. UrCete souradnice
bodu P a velikost vysky DP. Dale urCete objem Ctyfsténu
ABCD. Déle je dan bod X = [2,3, —10]. Zjistéte, které stény
Ctefsténu ABCD jsou z ného vidét.
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Domaci uloha
Ptiklad (8.3)

V euklidovském prostoru R* uréete vzdalenost roviny o a
primky p:

o : [0,0,1,1]+a-(0,1,0,1) +b-(1,-1,2,0)
p : [1,4,2,00+c-(-1,1,1,0)

a body v nichz se realizuje.

Piklad (8.4)

V R? urcete odchylku roviny o : x +2y + z=5a
i) pimky p : [1000,2013,0] + ¢ - (1,1,1);
ii) roviny 2x + y — z = 2013.
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Domaci uloha

Piklad (8.5)

Méjme v R3 body A= [2,-1,3], B=[1,2,3]a C = [2, -3, 8].
UrcCete obsah trojuhelniku ABC.
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