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Doporucené zdroje k teorii Cisel

@ Jan Slovéak, Martin Panak, Michal Bulant
Matematika drsné a svizné, e-text na
www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne.

@ Michal Bulant, vyukovy text k pfrednaSce Elementarni
teorie Cisel, http://is.muni.cz/el/1431/
podzim2019/M6520/um/main-print .pdf

@ William Stein, Elementary Number Theory: Primes,
Congruences, and Secrets, Springer, 2008. Dostupné na
http://wstein.org/ent/ent.pdf

@ Radan Kucera, vyukovy text k prednasce Algoritmy teorie
Cisel, http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/
ATC2014.pdf

@ Adam Spencer, Why | fell in love with monster prime
numbers, video, 17 minut,
https://www.ted.com/talks/adam_spencer_why_
i_fell in_love_with_monster_prime_numbers
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Osnova 10. prednasky

Délitelnost a déleni se zbytkem

Nejvetsi spoleCny délitel, Eukleidlv algoritmus
Bezoutova véta

Nesoudélnost

Prvocisla, rozklad Cisel na prvocisla
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Problémy teorie Cisel

Pfirozena a cela Cisla jsou nejjednodussi matematickou
strukturou, zkoumani jejich vlastnosti v§ak postavilo pred
generace matematiku celou fadu velice obtiznych problémd.

Casto jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat,
presto vSak dodnes nezname jejich feSeni.

V nékolika prednaskach se ted budeme zabyvat Glohami

o celych Cislech. Pfevazné v nich puljde o délitelnost celych
Cisel, popfipadé o feseni rovnic v oboru celych nebo
prirozenych Cisel.

God made integers, all else is the work of man. (L. Kronecker)
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Priklady problému teorie Cisel

@ problém prvociselnych dvojéat — rozhodnout, zda existuje
nekonecné mnoho prvocisel p takovych, zeip + 2 je
prvocislo,

@ problém existence lichého dokonalého Cisla — ij. Cisla
jehoz soucet délitelll je roven dvojnasobku tohoto Cisla

@ Goldbachova hypotéza (rozhodnout, zda kazdé sudé Cislo
vétsi nez 2 je mozno psat jako soucet dvou prvocisel),

@ velka Fermatova veta (Fermat's Last Theorem) —
rozhodnout, zda existuji pfirozena Cisla n, x, y, z tak, Zze
n> 2 aplati x" + y" = z"; Pierre de Fermat jej formuloval
cca 1637, vyreSil Andrew Wiles v roce 1995.
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Diofantické rovnice

V kouzelném mésci mame neomezené mnozstvi dvoukorun a
pétikorun. Jaké ¢astky mizeme zaplatit tak, aby nebylo potfeba
vracet?

Ptame se tedy, pro ktera pfirozena Cisla n existuji pfirozena k, ¢
tak, aby
2k +5¢=n.

Asi se da vcelku snadno uvérit, ze libovolnou vys$si ¢astku takto
zaplatime, po pravdé jakoukoliv Castku s vyjimkou 1 K¢ a 3 KE.
S vracenim pak zvladneme zaplatit libovolnou ¢astku, tj. kazdé
n lze vyjadfit jako

2k+50=n
pro néjaka cela k, /.

Umime to pro jakékoliv hodnoty minci? Jak by to dopadlo treba
pro 7k + 11¢ = n? A jak pro 2k + 4¢ = n?
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Délitelnost

Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b (neboli &islo b je
délitelné Cislem a, téz b je ndasobek a), prave kdyz existuje celé
Cislo c tak, ze plati a- ¢ = b. PiSeme pak a | b.

Pfimo z definice plyne nékolik jednoduchych tvrzeni : Cislo
nula je délitelné kazdym celym Cislem; jediné celé Cislo, které
je délitelné nulou, je nula; pro libovolné Cislo a plati a | a; pro
libovolna ¢&isla a, b, ¢ plati tyto Ctyfi implikace:

albNb|lc =
albnalc =

c#0 =
albnb>0 =

alc
alb+cnalb-c
(a| b« ac| bc)
a<b
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Ptiklady

Zjistéte, pro ktera prirozena &isla n je &islo n® + 1 délitelné
Cislem 3.

Uvidi se, ze zalezi pouze na zbytku n po déleni tfremi.

Zjistéte, pro ktera prirozena &isla n je &islo n® + 1 délitelné
cislem n+ 1.
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Déleni se zbytkem

Véta (o déleni celych Cisel se zbytkem)

Pro libovolné zvolena cisla a € 7, m € N existuji jednoznacné
urcenacislaqe Z,r € {0,1,..., m—1} tak, Zea=qgm+r.

Ddkaz indukci: pro a < m zfejmé, pro a > m pak rekurzivné s
vyuzitim vysledku pro a — m (podil je potfeba zvétsit o 1, zbytek
zustane stejny).
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Déleni se zbytkem — pokracovani

Cislo g, resp. r z véty se nazyva (nedplny) podil, resp. zbytek
pri déleni Cisla a Cislem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvu je
ziejma, prepiSeme-li rovnost a = mq + r do tvaru

Dokazte, ze jsou-li zbytky po déleni Cisel a, b € Z Cislem m € N
jedna, je jedna i zbytek po déleni Cisla ab Cislem m.
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Nejvetsi spolecny délitel (gcd)

vvvvvv

vypocet nejvétSiho spole¢ného délitele. Protoze jde, jak si
ukazeme, o relativné rychlou proceduru, je i v modernich
algoritmech velmi ¢asto vyuzivana.

s w7

Meéjme cela Cisla ay, a». Libovolné celé Cislo m takové, ze

m | a;, m| a> se nazyva spolecny délitel Cisel ay, a». SpoleCny
délitel m > 0 Cisel ay, ao, ktery je délitelny libovolnym
spoleénym délitelem Cisel ay, as, se nazyva nejvétsi spolecny
délitel Cisel ay, a» a znaci se (ay, az).

Naptiklad (12,64) = 4.
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Nejmensi spoleCny nasobek

Definice

Méjme celé Cisla ay, ao. Libovolné celé Cislo m takové, ze

ai | m, a» | mse nazyva spolecny nasobek Cisel ay, a.
Spole¢ny nasobek m > 0 Cisel ay, a, ktery déli libovolny
spole¢ny nasobek Cisel ay, a», se nazyva nejmensi spolecny
nasobek Cisel ay, a» a znaci se [ay, ay].

Poznamka

Pfimo z definice plyne, ze pro libovolné a, b € Z plati

(a,b) = (b,a), [a,b] = [b,al, (a,1) =1, [a, 1] = |4, (a,0) = |al,
[a,0] = 0. Analogicky se definuje i nejvétsi spoleCny délitel a
nejmensi spoleCny nasobek vice nez dvou celych Cisel a
snadno se nasledné dokaze, ze plati

(a1,...,an) = ((a1,...,8n-1),an)
[a1,...,an] =[[a1,---,an-1], an]
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Eukliddv algoritmus

Dosud jsme nijak nezdlvodnili, zda pro kazdou dvoijici a,b € Z
Cisla (a, b) a [a, b] vubec existuji. To si Ize hezky predstavit pres
rozklad na prvocinitele, ale ten je vypocetné velmi narocny
(RSA) a navic k jeho odvozeni budeme existenci nejvétsiho
spolecného délitele vyuzivat.

Pokud v§ak existuji, jsou urCena jednoznacné: Pro kazda dvé
Cisla my, my € Ny totiz podle definice plati, Ze pokud my | m. a
zaroven my | my, je nutné my = my. DUkaz existence Cisla

(a, b) podame (spolu s algoritmem jeho nalezeni) v nasledujici
vete.

Véta (Euklidav algoritmus)

Necht ay, a» jsou pfirozena cisla. Pro kazdé n > 3, pro které
an_1 # 0, oznacme a, zbytek po déleni isla a,_o Cislem a,_1.
Pak po konec¢ném poctu kroku dostaneme a, = 0 a plati

ax—1 = (a1, &).
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Euklidav algoritmus — pfiklad

Algoritmus a dukaz jeho korektnosti demonstrujeme na
prikladu:

UrcCete nejvétsiho spolecného délitele Cisel 10175 a 2277.
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Vlastnosti nejvétsiho spolecného délitele

Z definice, z pfedchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolna
a,b e Zplati (a,b) = (a,—b) = (—a,b) = (—a,—b), plyne, ze
existuje nejvétsi spolecny délitel libovolnych dvou celych Cisel.

Véta (Bezoutova)

Pro libovolna cela ¢isla ay, a» existuje jejich nejvétsi spole¢ny
délitel (a1, az), pfitom existuji cela Cisla ki , ky tak, Ze
(31 5 ag) = kiay + koao.

Dusledek

Pro libovolna cela Cisla ay, a» 1ze jako celoCiselné kombinace
n = kyay + koao vyjadrit praveé nasobky nejvétsiho spole¢ného
délitele (a1, a2).

Ukazat prakticky vypocet pro a; = 10175, a, = 2277.
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Priklad

Priklad

Vypocet nejvétsiho spolecného délitele pomoci Euklidova
algoritmu je s vyuzitim vypocetni techniky i pro relativné velka
Cisla pomérné rychly. V naSem prikladu to vyzkousime na 2
Cislech A,B, z nichz kazdé je soucinem dvou 101-cifernych
prvocisel. VSimnéme si, ze vypocet nejvétsiho spolecného
délitele i takto velkych Cisel trval zanedbatelny Cas.

Piiklad v systému SAGE Ize vyzkous$et na
https://cocalc.com/.

4

Eukliduv algoritmus a Bezoutova véta jsou zakladnimi vysledky
elementarni teorie Cisel a tvofi jeden z pilif( algoritmu algebry
a teorie Cisel.
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Nejmensi spolecny nasobek

Pro libovolna cela Cisla ay, a» existuje jejich nejmensi spolecny
nasobek [ay, ao] a plati (aq, a2) - [a1, a2] = |ay - aol.

Nejlépe se vidi pres rozklad na soucin prvocisel. Ol
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Nesoudélnost

Cisla ay, a,...,a, € Z se nazyvaji nesoudélna, jestlize plati
(a1,as,...,an) = 1.Cisla a, a, . .., an € Z se nazyvaji po
dvou nesoudélna, jestlize pro kazdé i, j takové, ze
1<i<j<n, plati(a;,a)=1.

V pfipadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne

z nesoudélnosti po dvou nesoudélnost, ne v§ak naopak:
napriklad ¢isla 6, 10, 15 jsou nesoudélna, ale nejsou
nesoudélna po dvou, nebot dokonce Zadna dvojice z nich
vybrana nesoudélna neni: (6,10) = 2, (6,15) = 3, (10,15) = 5.
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Nesoudélnost — dulezité vlastnosti

Pro libovolna pfirozena Cisla a, b, ¢ plati
@ (ac,bc) =(a,b)-c,
Q Jestlize a| be, (a,b) =1, pak a | c,
© d = (a, b) prave tehdy, kdyZ existuji g1, g € N tak, Ze
a=dg, b=dg a(qq)=1.
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Prvocisla

vvvvvv

Cisel. Jeho dulezitost je dana predevsim vétou o jednoznaéném
rozkladu libovolného pfirozeného Cisla na soucin prvocisel,
ktera je silnym a ucinnym nastrojem pfi feSeni celé fady Uloh

z teorie Cisel.

Kazdé pfirozené Cislo n > 2 ma aspon dva kladné délitele: 1 a
n. Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nema, nazyva
se prvocislo. V opacném pfipadé hovofime o sloZzeném cisle.

V dal§im textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p.
Nejmensi prvocisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37, ...(zejména Cislo 1 za prvocislo ani za Cislo slozené
nepovazujeme). Prvocisel je, jak brzy dokazeme, nekonecné
mnoho, mame ov§em pomeérné limitované vypocetni prostiedky
na zjisténi, zda je dané cislo prvocislem (nejvétsi znamé
prvodislo 282589933 _ {1 m4 pouze 24 862 048 cifer).
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Zakladni véta aritmetiky

Uved'me nyni vétu, ktera udava ekvivalentni podminku
prvocCiselnosti a je zékladni ingredienci pfi dukazu
jednoznacnosti rozkladu na prvocisla.

Véta (Eukleidova o prvocislech)
Prirozené &islo p > 2 je prvocislo, prave kdyZz plati: pro kazda
cela ¢islaa,bzp | abplynep | anebop | b.

Libovolné prirozené cislo n > 2 je mozZné vyjadrit jako soucin
prvocisel, pricemZ je toto vyjadreni jediné, nebereme-li v uvahu
poradi Ciniteld. (Je-li n prvocislo, pak jde o ,soucin“ jednoho
prvocisla.)
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