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Tato sbirka byla vytvofena z piikladu ke cviceni z predmétu Formdlni jazyky a automaty I, které byly puvodné

piipraveny Ivanou Cernou. Na opravé chyb a doplnéni pitkladii se podileli Jifi Barnat, Vojtéch Rehdk, Jan
Strejéek a mnoho dalsich studentu a cvicicich.



Formalni jazyky, regularni gramatiky

1.1 Jsou dédny jazyky Li, Lo nad abecedou {z,y, 2}, kde L1 = {zy,y,yx}, Ls = {y, z}. Vypocitejte:
a) L1 @] L2
b) LiN Ly
C) L1 'L27 L2 'Ll
d) LY, L}, L3, L3, L3, L3
)

e) co— Ly

1.2 Vypocitejte:

a) 0%, 0%, {e}*, {e}*
b) Bu{e}, 0n{e},dNL,{e}NL

C) @ : {E}? @ : L7 {6} ' {5}’ {E} L
1.3 Jsou dané jazyky L1, L2 C {a,b,c,d}*, kde Ly = {a,aa,ba}, Ly = {ba,abe, a,c}.
a) Vypocitejte Ly U Lo.
b) Vypocitejte L1 N Lo.
¢) Vypocitejte Ly - Lo.
d) Rozhodnéte, zda plati Ly - Ly = Lo - L.
e) Najdéte slovo w € Ly - Ly N Ly - Ly.
)

f) Rozhodnéte, zda plati L1 C L; - Ly. Pokud ano, plati tvrzeni pro libovolnou dvojici jazykua

L1, Ly? Pro pokrocilé: plati e € Ly <= Ly C Ly - Ly?
g) Rozhodnéte, zda plati

e aabaabc € L}
e baaabc € L§
e ababc € L3

h) Popiste co — Ly (komplement jazyka Ls).
1.4 Bud L libovolny jazyk, rozhodnéte zda plati:
a) pro Vi € N plat{ L* = {w® | w € L}
b) pro Vi € N plati w € L' = |w| =i
c¢) najdéte jazyk, pro ktery oba vyse uvedené vztahy plati

1.5 Porovnejte (slovné popiste) jazyky a rozhodnéte zda Ly = Ly

o Ly ={z,y,z}"

Ly = {zyz}

Lz ={a}" - {y}-{z}"
Ly=({a}* -{y} - {z}")"
Ls = ({z,y}r u{z})”



o Lg= {Z‘,y,Z}* ' {l‘} ' {xay7z}*

1.6 Porovnejte (slovné popiste) jazyky a rozhodnéte zda Ly = Ls
o Ly ={z,y2}"

Ly = {z,y,2}"

Lz =A{x} - {y}-{z}"

Ly={z}* {y}? {z}*

Ls = ({z}* - {y} - {z}")"

Le¢ = {I,y,Z}* ' {J}} ' {xayaz}*

1.7 Pomoci jazyka L; = {a}, Ly = {b} nad abecedou {a, b} a mnozinovych operaci sjednoceni (U), pruniku
(N), konkatenace (-), iterace (*,%) a dopliku (co— ) vyjddiete jazyk, obsahujici vSechna slova, ktera

) obsahuji alespon 2 znaky a
b) maji sudou délku
¢) zacéinaji znakem a a konéi znakem b
d) zacinaji a konéf stejnym znakem
e) obsahuji podslovo aba
f) spliuji b) a c)

)

g) nesplnujf b)

1.8 Pro libovolné jazyky L1, Lo, L3 dokazte, zda plati, nebo neplati:

a) Ly C Ly - Ly

b) (L1 ULs)-Ly=(Ly-L3)U(Ly- L3)

C (LlﬁLg) L3:(L1 )ﬂ( )
(L1 - Ly)!

e L* U L2 (Ll @] Lg)
f =L

g) (L1 U Lz)* = (L] L2 (L1)")"

)
)
d) pro Vi € N plati Li - L} =
)
) L

1.9 Jaky jazyk generuje gramatika G a jakého je typu?

a) G=({S,4,B,C}{a,b,c,d},P,S), kde
P={S — aSb | cAd,
cA — aB | Ca,
Bd — Sb | A
Cad — ab | ¢}
b) = ({S,A},{b,c,a},P,S), kde
={S — bS | ¢S | a4,
A —= aA | VA | cA | a]|b| c}

1.10 Jaky jazyk generuje nésledujici gramatika? Diskutujte vhodné oznaéeni netermindla (Soo, So1,S10,511)-

{S, A, B,C}{a,b},P,S), kde
S — aA | bB | e

A — aS | bC,

B — aC | bS,

— aB | bA}

=
{

Q

1.11 Navrhnéte regularni gramatiky pro nésledujici jazyky:
a) L ={a,b,c,d}*



b) L = {a,b,c,d}{a,b,c,d}*;i=2,10,100
L={w]|we{a,b}*, |wl >3}
d) L={w]|w e {a,b}*,|w| =3k, k> 0}

C

@

)
)
)
) L={w]|w e {a,b,c}*, w obsahuje podslovo abb}
f) L={w - wl|we {a,b}*}
g) L={w|w e {a,b,c}*, prvni 3 znaky w = posledni 3 znaky w}
h) L={w|w € {a,b,c}*, w neobsahuje podslovo abb}
) L=A{w]|wée {a,b,c}*, #.(w) =2k, #p(w) =31+ 1, k,1 >0}
) L={w]|we{0,1,...,9}*, w je zapis prir. ¢isla délitelného 5}
)
) L

1

J
k

1

L={w|we{0,1,...,9}*, w je zdpis prir. ¢isla délitelného 3}
={w|we{0,1,...,9}*, w je zapis piir. ¢isla délitelného 25}



Deterministické konecné automaty,
pumping lemma

2.1 Je ddn nésledujici koneény automat: A = ({qo,q1,42, 93}, {a,b},9,q0,{qg3})

d(qo,a) = q1 9(qo,b) = @2
6(qr,a) =qs  0(q1,b) =q
0(q2,a) =q2  0(q2,b) = @2
d(g3,a) = q1 6(q3,b) = g2

a) Uvedte jinou formu zépisu automatu.
b) Popiste jazyk akceptovany koneénym automatem A.

c¢) Diskutujte variantu koneéného automatu, kde F' = {q¢s3,¢2}; 0(g3,a) = qo
2.2 Konstruujte deterministické FA, které rozpoznavaji nasledujici mnoziny
{av bv 0}5 : {a” bv C}*
b) {w | w € {a}*; |w| = 2k nebo |w| =7l; k,I > 0}
{w | w e {a,b}*; #a(w) = 3k; k > 0}

a

C

d) {w | w € {a,b}*; w obsahuje podslovo abbab}

f) {w | w € {a,b}*; w neobsahuje podslovo abbab}
g) {a,0}" - ({e,;d} U ({d} - {a, b} - {c})) - {a, b}*
h) ({a} U {b}-{a}-{b}" - {a} - {b})"

2.3 Konstruujte deterministické FA pro nésledujici jazyk nad abecedou {a, b, ¢, d}

a) L ={a,b}"-{c}{aa, b} -{d}*

b) L ={w|w € {a,b,c}*, w neobsahuje podslovo babb}
c) L ={a,b}" - ({ed}™ - {d} - {a,b}" - {c}) - {a, b}"

2.4 Pomoci mnozin {a}, {b},{c},{d} a mnozinovych operaci sjednoceni (U), pruniku (N), konkatenace (-),
iterace (*,%) a doplitku (co—) vyjddfete jazyk akceptovany automatem:

)
)
)
)
e) {w|w € {a,b}*; w obsahuje podslovo ababb}
)
)
)




2.5 Co akceptuje nasledujici automat? (#,(w) = #(w) je spatna odpovéd)

2.6 Pomoci véty o vkladani dokazte, ze jazyk L neni regularni:
a) L={a'/ |j>i>1}
b) L ={w|we{ab}*; #a(w) = #u(w)}
¢) L={w-wf|we {a,b}*}
d) L={a"|n=2%1i>0}
)
)
)

¢) L={aitl |i+#jiij>0)
f) L={a"b™* | n >0}
g) L={calb*|j<k;ijkeN}
2.7 O kazdém z nésledujicich jazyku nad abecedou ¥ = {a, b, ¢} rozhodnéte, zda je reguldrni, a vase tvrzen{
dokazte.
a) {uv | u,v € {a,b}*, Ju| < |v|}
b) {ucv | u,v € {a,b}*, Ju| < |v|}

2.8 Pro pokrocilé: Zkonstruujte koneény automat A rozpoznévajici jazyk L = {a}*-{b}. Dokazte, Ze automat
rozpoznavé zadany jazyk, tedy ze L(A) = L.

2.9 Konstruujte deterministické FA pro v8echny reguldrni jazyky piikladu 1.11.



Minimalizace DFA, nedeterministické
FA, (Myhillova-)Nerodova véta

3.1 Pro nasledujici kone¢né automaty zadané tabulkou:

e ovefte, ze vSechny stavy jsou dosazitelné
e zkonstruujte minimalni automat

e minimalni automat zapiste v kanonickém tvaru

2) a b b) a |b

— 1] 2 3 ~1] 3 |2

215 2 216 |4

31 3 5 313 1|5

— 4|12 2 —4 | 4 |2

—~5| 7 8 5110 | 8

6| 4 9 6|6 |7

7112 | 11 —~T71 7|5

8| 4 6 ~ 8| 8 |2

91101 8 —~9 |11 |2

~— 10| 3 2 10110 |9

«— 11|12 | 6 «~— 11 |11 |5
121 3 | 10

3.2 Odstrante nedosazitelné stavy z DFA zadaného tabulkou vlevo a minimalizujte ho a prevedte do kano-
nického tvaru. Poté ovérte, zda je vysledny automat ekvivalentni s automatem zadanym tabulkou vpravo.

2) alb alb
—1|5 |2 —114 |2
21218 21215
3127 3136
~— 41914 41412
51211 «~5151|3
6|12|5 ~—6|6]2
«~ 71816
81214
91819




a b alb
1] 3 1 1121
—21 9| 4 «~—2|3]|1
3| - 1 31415
«~41 9| 4 41414
5| 8 5 —5111]5
6|5 | 4
«~T716 1|09
8|11 | —

91 719
10 | 12| 3
111 8 | 1
12 10

3.3 Oveite, zda DFA z piikladu 3.1 a) je ekvivalentni s nésledujicim DFA zadanym tabulkou

al|b
11113
—2|411
+—314]1
41314

3.4 Navrhnéte nedeterministické kone¢né automaty pro nésledujici jazyky:

a) L ={w € {a,b,c,d}* | w obsahuje podslovo abbc nebo bba nebo aba}

b) L ={w € {a,b,c}* | w obsahuje podslovo abbc nebo acbca nebo beabb}

o

)
)
) L ={w €{a,b,c,d}* | w konéi Fetézcem aaaa}
d) L ={w € {0,1}* | w m& étvrty symbol od konce 1}
)
)

@

L ={w e {0,1}* | w koné&{ retézcem 01011}
f) L= ({0} {1 u{o}*- {1} -{0})")"
g) L= (({0}-{0}-{0}")u ({1} {1} -{1}"))"

3.5 K danym nedeterministickym FA zkonstrujte deterministické FA.

2) a b c b) a b c
= 1] {23} | {34} | {1} =1 {12} [ {1} ] 0
“2| {3} {4} | {2} <2 0 {3 ] {1}
3 {1,2,3} | {1} | {34} 3 0 0 | {14}
4 {1} {1} | {34} 4| {5} 0 0
5 0 {6} [}
6| {7} 0 0
— 7 0 0 0
3.6 Popiste jazyk akceptovany automatem:
a,b
a,b b

3.7 Kolik raznych jazyku rozhoduji automaty s jednim nebo se dvéma stavy nad abecedou {z} nebo {z,y}?
3.8 Dokazte, ze neexistuje (totalni deterministicky) automat se 4 stavy, ktery akceptuje jazyk:

a) L={w € {a,b}*| |w| >4}



3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

b) L={w € {a,b}* | |w|=>5k, k€ Ny}

Najdéte a formdlné popiste alespon dvé relace ~ C {a,b}* x {a,b}* spliiujici podminky Nerodovy véty
pro jazyk
L ={w|w e {a,b}", w obsahuje podslovo abb}.

Urcete indexy téchto relaci.

Pomoci Nerodovy véty a posléze pomoci Myhillovy-Nerodovy véty dokazte, ze neni regularni:
a) L={a"|n=2%i>0}
b) L={a"b™ |n<m<2n, n,m >0}
¢) L ={wwf|we{a,b}"}
d) L={a’V’]i # j; i,j > 0}
Pomoci MN véty dokazte, ze je regularni:
o L ={we{ab}*|#.(w)=23k k>0}

Kazdy jazyk jednoznacné urcuje relaci ~p pfedpisem u ~y v pravé kdyz pro kazdé w plati vw € L <
vw € L. Urcete index této relace pro jazyky:

a) L ={a}"-{b}" - {c}"

b) L ={a"b"c" | n > 0}
Necht ¥ = {a,b}. Uvazte nasledujici relace na mnoziné >*:

a) u~v <<= F#o(u) mod4 = #,(v) mod4

b) u~v <= #,(u) mod4 = #,(v) mod 4 nebo u i v konéf na stejné pismeno

) u~v <= F#4(u)mod4=#,(v) mod4auiv koné na stejné pismeno
(Préazdné slovo koné{ na stejné pismeno jako prézdné slovo, ale zddné neprazdné slovo na stejné pismeno
nekonéi.) U kazdé relace urcete, zda je to ekvivalence. Pokud ano, urcete jeji index a zda je pravou

kongruenci. Pokud ano, naleznéte jazyk L takovy, ze ~; = ~. Nakonec naleznéte jazyk L', ktery je
sjednocenim nékterych tiid rozkladu ¥*/ ~, ale pfitom ~p, # ~.



Regularni gramatiky a vyrazy < FA,
e-kroky, Kleeneho véta

4.1 Zkonstruujte ekvivalentni kone¢ny automat k nasledujici gramatice:

G = ({S,A,C,B}{a,b,c},P,S), kde
P={S = ad | bC | a | e
A = bB | adA | b | ¢
B — aB | bC | aC | cA | ¢
C - a | b | aAd | B}

4.2 Zkonstruujte ekvivalentni koneény automat k nésledujici gramatice:

G=({SX,Y,Z}{a,b,c},P,S), kde
P={S — aX | bY | ¢

X — bX | bS,

Y — bS | cZ,

Z —aS |b | c}

4.3 Zkonstruujte ekvivalentni regularni gramatiku k automatu:

4.4 Zkonstruujte ekvivalentni reguldrni gramatiku k automatu:

a d
a c

O WU, ©®

4.5 K danému automatu s e-kroky zkonstruujte ekvivalentni automat bez e-kroku.




4.7 K danému automatu s e-kroky zkonstruujte ekvivalentni automat bez e-kroki.

a b c €
— 1| {1,2} [} 0 {2}
2 {5y | {35} | 0 0
3 0 {6} 0 0
A0 {4} 0 | {15}
51 {5} 0 {3t | {6}
—6 0 [ {36} | {2}

4.8 K danému regularnimu vyrazu zkonstruujte ekvivalentni FA
a) (ab)*(aa + bb)(a + ab)*
b) ((a+bla+c))" + (b+¢c))”
) (((a+0)"+¢c)" +d)*

4.9 K danému FA zkonstruujte ekvivalentni regularni vyraz

4.11 Pomoci reguldrnich vyrazu popiste nasl. jazyky:

) L ={w € {a,b}* | w koné&i na ab}

b) L ={w € {a,b}* | #4(w) =2k, k >0}

¢) L ={w € {a,b}* | w zac¢ind a konéf stejnym symbolem }
d) L={w € {a,b}* | |w| =2k, k >0}

a

4.12 Ukazte, jaky je vztah mezi tiidou reguldrnich jazyku R a nejmensi tiidou
a) M, kterd obsahuje vSechny koneéné jazyky a je uzaviend vzhledem k sjednocent, zietézeni a
pruniku (U, -, N).

b) M, kterd obsahuje véechny konetné jazyky a je uzaviend vzhledem k sjednoceni, pruniku a
komplementu (U, N, co— ).

c) Ms, kterd obsahuje vsechny kone¢né jazyky a je uzaviend vzhledem k sjednoceni, pruniku a
mocniné (U, N,").

10



Uzaveérové vlastnosti R

5.1 Rozhodnéte, zda plati: jsou-li jazyky L1, Lo, L3, ... regularni, pak i jazyk

Uz
i=1

je regularni jazyk.

5.2 Najdeéte takovou posloupnost reguldrnich jazyku Lq, Lo, L3, ... aby jazyk

[eS)
(L
i=1

nebyl reguldrni.

5.3 Necht Ly, Ly jsou nereguldrni jazyky nad abecedou {a, b}. Dokazte nebo vyvratte, zda je ¢i nenf reguldrni:
a) L1 N Ly

) L1 ULy

) L1~ Lo

) L1 Lo

)

)

=3

C

[N

@

L
f) co—L;
5.4 Necht L; je regularni a Ly N Ly je neregularni jazyk. Plati, Ze jazyk Lo je nutné nereguldrni?

5.5 Plati nasledujici implikace?

a) Lq je reguldrni, Lo je nereguldrni = L; N Ly je nereguldrni

b) L; je regularni, Lo je neregularni = L1 N Ly je regularni

¢) Lj je regularni, Lo je neregularni = L, \ Lo je nereguldrni

e

)
)
d) L je reguldrni, Ly je nereguldrni = L; \ Lo je reguldrni
) L1 je reguldrni, Lo je neregularn{ = Lo \ L1 je nereguldrni
)

f) L; je regularni, Lo je neregularni = Lo \ L1 je reguldrni
5.6 Def: operace ® rozsifeného sjednoceni dvou jazyku takto:

L1®L2:{U‘U|U,U€(L1UL2)}

Dokazte, ze jestlize jsou jazyky Li a Lo regularni, pak i jazyk L; ® Lo je regularni. Daéle najdéte dva
takové neregularni jazyky Li a Lo, aby jazyk L1 ® Ly byl regularni.

5.7 Necht L C ¥* je reguldrni jazyk. Dokazte, ze jazyky L# jsou regularni:
a) L7 = {v | existuje u € ¥* takové, ze u.v € L}

b) L# = {w | existuji z,y,z € ¥* takové, ze y € L a w = xyz}

11



5.8 Dokazte, ze pro libovolny jazyk L a libovolny koneény jazyk K plati:

a) L jereguldrni < L~ K je reguldrn{
b) L je reguldrni <= L U K je regularn{

5.9 Def: Homomorfismus h : ©¥* — A* je dany predpisem:

h(e) =e
h(u.v) = h(u).h(v) pro viechny u,v € X*

Def: Necht L je jazyk, pak h(L) = {w | w = h(u), kde u € L}
Def: Inverzni Homomorfismus:

h(abb) = 01011011

h=1(0101011) = {aab}

h=1(0010) = 0

e pokud navic h(c) = € pak h=1(01011) = L(c*ac*bc*)

Ukazte, ze R je uzaviena na h, h~!.

5.10 Necht je dana abeceda {a,b,c} a homomorfismus h; h(a) = ac, h(b) = cb, h(c) = ca. Uréete:
e h(aabc), h(cbaa)
e h~Y(cecaaceh), h=1 (accha)
e h(L),L ={a"b"c" | n >0}

5.11 Necht je ddna abeceda {a,b,c} a homomorfismus h; h(a) = aa, h(b) = ba, h(c) = a. Urcete:
e h~!(aabaaabaa)

o W(L),L ={w e {a*,b*} | #4(w) = #p(w)}
e h"}(L),L={we {a*}||w| =2k,ke N}

5.12 Dokazte nebo vyvratte

® h(Ly- L2) = h(L1) - h(L2)

e h(Ly1 ULy) = h(Ly) U h(L)

o h((Ly-L2)™) = h(L{) - h(LF)
(L1 0 L) = h(Ly) A h(Ls)
(

(

_1(L1 . LQ) = h_l(Ll) . h_l(Lz)
( YL) Uh™Y(L2)
(

12



Bezkontextové gramatiky

6.1 Co generuji tyto gramatiky?

a) G=({S,B,A}{a,b},P,S), kde
P={S — aB | bA | e,
A — aS | bAA,

B — bS | aBB}

G = ({5, A} {a,b},P,S), kde

P={S — aAS | aq,
A — ba | Sba}

b)

6.2 Pro nasledujici gramatiku

G =({S, A, B}{a,b},P,S), kde
P={S — AaB | BaA,

A — AB | a,

B > BB | b}

a
b

) najdéte derivacéni strom s vysledkem bbbbaa
)

¢) kolik ruznych nejlevéjsich odvozeni mé slovo bbbbaa
)

je tento strom uréeny jednoznacné?

d) je gramatika jednoznac¢na?

e) je jazyk L(G) jednozna¢ny?
6.3 Jaké maji charakteristické vlastnosti derivaéni stromy pro regularni gramatiky?
6.4 Obsahuje mnozina jednozna¢nych CFL v8echny reguldrni jazyky?

6.5 Odpovézte zda pro

G = ({S},{a},P, S)a kde
P={S — SS5 | a}

a) je gramatika jednozna¢nd?

b) je jazyk L(G) jednoznacny?
6.6 Navrhnéte jednoznacnou gramatiku generujici jazyk L = {ww® | w € {a,b}*} U {a* | k > 1}.

6.7 Navrhnéte gramatiku pro jazyk L = {a’b/c* | i,j,k > 1,i = j nebo j # k}, je gramatika jednozna¢na?
Lze sestrojit jednozna¢nou gramatiku pro tento jazyk?

6.8 Najdéte ekvivalentni redukovanou gramatiku k této gramatice:
G=({SAB,C,E,F,D}{a,b,c},P,S), kde

P={S — aA | bB,
A — aAB | aa | AC | AE,
B — bBA | b | CB | BF,
C — DE,
D — cc | DD,
E - FF | FE,
F — EcE)}

13



6.9 Najdéte bezkontextovou gramatiku, na niz lze ukazat, ze opacné poradi aplikace odstranéni nenormovanych
netermindli a odstranéni nedosazitelnych symbolu vede k neredukované gramatice.

6.10 Je jazyk generovany gramatikou G bezkontextovy?

G=({ST}{z,y},P,S), kde
P={S — aT,

T — Sz,

xTx — y }

6.11 Navrhnéte bezkontextové gramatiky pro jazyky:

a) L= {ww?|w e {a,b,c}*}

b) L= {w]|wé€ {a,b,c}*,w=wl}

) L ={a®"2p> | n > 2}

d) L= {a"b"b™ et | n>0,m > 1}

e) L={a"b"c™d" | n,m >0}
)
)
)

o

f) L = {uxv|u,z,v € {a,b,c}*,uv = (w)f x = ca®?"c,n > 0}
g) L={w|w e {a,b}* #a(w) > #(w)}
h) L= {w | we {a,b}", #ha(w) = 25 ()
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Normalni formy CFG,
pro CFL

7.1 Odstrante e-pravidla:
G=({S,A,B,C,D}{b,c,a},P,S), kde
P={S — ABC,

A — AbA | BC,
B — bB | b | ¢BbAa | e,
C — cD | ¢ | Ab | e,
D — S5 | b}

7.2 Odstrante e-pravidla:
G=({S,A,B,C,D}{b,c},P,S), kde
P={S — ABC,

A — Ab | BC,

B — bB | b | Ab | e,
C — ¢D | ¢ | Ac | e,
D — SSD | ¢SAc}

7.3 Odstrante e-pravidla:

G = ({5, X,Y, Z},{1,0},P,5), kde

P={S — 1X | Y1 | XZ,
X — 0YZ1 | S1X | Y,
Yy -1 | X1 | g
Z — 587 | 0 | € }

7.4 Vyznam konstrukce mnozin N, na piikladu

G = ({A,B,C}{a,b,c},P,A), kde
P={A —- BC | a | &,

B — aB | ACC | b,
C — cC | AA | ¢}

7.5 Odstrante jednoducha pravidla. Diskuse o vyznamu Ny.
G= ({S,X,Y,A,D,B,C},{b,a},P,S), kde
P={S —» X | Y,

A — bS | D,
D — ba,

B — Sa | a,
X — aAS | C,
C — aD | S,
Y — SBb}

7.6 Ptevedte do Chomského normalni formy

G = ({S,4,B}{a,b},P,S), kde

P={S — S5aSbS | adAa | bBb,
A — dA | aaa | B
B — Bb | o6 | b}

| &
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7.7 Ptevedte do Chomského normalni formy
G = ({S,H,L}{0,1},P,S), kde
P={S — 0H1 | 1L0 | e,

H — HH | 0H1 | LH | e,
L — LL | 1L0 | HL | ¢}

7.8 Navrhnéte gramatiku v CNF:

a) L= {ww?|we {a,b}*}
b) L= {a*b%c |i>1,5>0}

7.9 Necht G je gramatika v CNF. Necht w € L(G), |w| = n. Jakd je minimaln{ a maximéln{ délka odvozeni
slova w v G?

7.10 Odstrarite levou rekurzi a transformujte do GNF
G = ({S, A, B}{a,b},P,S), kde
P={S — Aa | Bb | aaA | SaA | SbB,
A — AAb | ab | SBb,
B — Bbb | BBB | bAb}

7.11 Odstrante levou rekurzi a transformujte do GNF
G = ({S,A,B},{1,0},P,S), kde
P={S —- A1 |0 | 1B,
A — BSO | 10 | SBO,
B — 0B | B1B | S0}

7.12 Odstrante levou rekurzi a transformujte do GNF
G=({S X,Y}{cdba},P>S), kde
P={S — Xc | Yd | Yb,
X — Xb | aq,
Y — SaS | Xa}

7.13 Odstrante levou rekurzi a transformujte do GNF
G = ({5,T},{t,s},P,S), kde
P={S —- TTt | Tt | TS | s,
T — SsT | TsT | t}
7.14 Transformujte do Greibachové NF. Vyslednou gramatiku prevedte do 3GNF.

G = ({A,B,C,D}{a,b},P, A), kde
P={A — BC,

B — CD | AB,

C — Aa | b,

D —- bbA | DD}

7.15 Dokazte, ze nésledujici jazyky nejsou bezkontextové

a) L ={wecw | w € {a,b}*}
b) L ={a"b"c" |n > 1}
¢) L={a"b™c"d™ | n,m > 1}
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Zasobnikové automaty, C-Y-K

8.1 Dany PDA A = ({(IO7(I17QQaQ3aQ4}a {Cb,b7 c, d}a {Z7A}>67 q0, Z7 {Q4})

(g0, a,Z) = {(q0,AZ)} (g0, a, A) = {(q0, AA)}
8(qo,b,A) = {(q1,¢)} 6(q1,b,4) ={(q1,€)}
d(qr,e,4) = {(q2, A4), (g3, A)} (g2, ¢, A) = {(q2,¢)}
(g3, d, A) = {(gs,¢)} 6(g2,¢,2) = {(q1,2)}
6(q3,6,Z) = {(@a, 2)}

a) Nacrtnéte stavovy diagram PDA A.
b) Naznaéte 4 riizné vypocty na vstupu a3b?c (staéf na obrdzku).
c) Popiste jazyk L(A).

8.2 Je dany PDA A = ({(JO,CI17Q2,(]37Q4}a {avbv C, d}? {Xv Ya Z}757 CI0>Z7 {Q2»Q4})7 kde

6(Q07 a, X) = {(qonX)? (q17 YX)}
q, YY)} 6(q1,b,Y) = {(q2,€)}

(g2, ¢, X) = {(g3,¢)}

6(q3,d, X) = {(qs,€)}

a) Popiste jazyk akceptovany automatem, pokud F' = {g2}.
b) Popiste jazyk akceptovany automatem s puvodnim F, tj. F = {q2,q4}.

8.3 Konstruujte PDA (akceptujici koncovym stavem nebo prazdnym zdsobnikem) pro jazyky:

a) L=1{a'tV |i#3j,i,j>0}

b) L={w|we€ {a,b}*; w=wl}

) L ={a®"v*" | n>1}

) L ={a®"*2p?""1 |n>1}

) L=Aw|w e {ab,c}";#a(w) = #u(w)}
f) L ={w|we{a,b c}#a(w) # #p(w)}
)

)

i)

j) L

¢
d

@

g) L={ad"V |1<j<k<2j}
h) L = {a"tT™mpmTPcPT | m p,n > 1}
L={aVc |i,j>1}U{a*bkc™ | k,m > 1}
= {a*1bak2b.. . bak | r>1, k; > 1 (i =1,...,r; existuje p,s : p # s, kp = ks)}

1

J

8.4 Dany PDA A = ({qo,q1},{a,b},{Z, A},d,q0,Z,{q1}) akceptujici koncovym stavem transformujte na
ekvivalentni automat akceptujici prdzdnym zdsobnikem. Uréete L(A).

(5((]0,& Z) {(QO,AZ)}
(g0, a, A) = {(q0, AA)}
8(qo,b,A) ={(q1,€)}
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8.5 Dany PDA A = ({q¢},{(,)},{Z, L, P}, 4,q, Z,0) akceptujici prézdnym zdsobnikem transformujte na ekvivalentn{
automat akceptujici koncovym stavem. Urcete L(A).

3¢, Z2) ={(q, L)}
6(q, (L) ={(q, LL)}
8(g,), L) ={(g,e)}

8.6 Pro danou G navrhnéte (rozsifeny) PDA, ktery provadi syntaktickou analyzu:

a) shora dolu,

b) zdola nahoru.

V obou pifpadech provedte analyzu slova ababbb.

G = ({S,A,B}{a,b},P,S), kde
P=1{S — abAS | bb,
A — AbB | aB | a,
B — bSS | aB | ¢}

8.7 Rozsifeny zasobnikovy automat, ktery vznikl metodou syntaktické analyzy zdola nahoru z gramatiky z
ptikladu 8.6 prevedte na standardni zasobnikovy automat.

8.8 Dany PDA A = ({q0,q1, 92}, {a,b,c},{A, B,C}, 4, qo, A, D) akceptujici prazdnym zdsobnikem transformujte
na ekvivalentni bezkontextovou gramatiku.

5(q07a7A) = {(qlvB)} 6((11707 A) = {(q27€)} (S(QQ,E,B) = {(q275)}
5((]0,[)7 A) = {(thB)} 6(q17a?B) = {(quABC)} 6((]2,5;0) = {<qoaA)}

8.9 Dany PDA A = ({qo0,q1},{a,b},{Z,X},6,0,Z,0) akceptujici prazdnym zdsobnikem transformujte na
ekvivalentni bezkontextovou gramatiku.

5((]05(172) - {(quAA)} 5((]07&7"4) = {(QO7AAA)} 5(Q07b7 A) = {(qlag)} 5(qlab7A) = {(QLS)}

8.10 Pomoci algoritmu C-Y-K rozhodnéte, zda nasledujici gramatika generuje slovo kolaloka.

G=({S,A,B,D,C}{k,o0,a,l},P,S), kde

P={S — AB | DB,
A —- k | AB,
B - o | BD | SC,
C —- a | AC | SA,
D — 1 | DC | AC}
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Uzavérové vlastnosti CFL

9.1 O kazdé z nasledujicich implikaci rozhodnéte, zda je pravdiva

a) Li, Lo bezkontextové = L1 U Ly je kontextovy
b

C

L1 bezkontextovy A L N Ly neni bezkontextovy = Lo neni bezkontextovy
Ly reguldrni A Ly bezkontextovy = co—(L1 N Ly) bezkontextovy

)
)
)
d) L; koneény A Lg bezkontextovy = co—(Ly N Lg) bezkontextovy
9.2 Jsou dané jazyky

L = {ww?® | w € {a,b}*}

R=L((a+b)*a+¢e)

Navrhnéte PDA pro jazyk L N R. Jazyky L, R jsou akceptovany zasobnikovym a konetnym automatem
s témito pfechodovymi funkcemi a koncovymi stavy.

5L(CI075E Z)={(q0,x2Z)}  Vx € {a,b} 6r(po,a) = po
(q07x y) {(qo,x )} V$7y € {a7b} 5R<p07b) =P
0r(q0,6,2) ={(q1,7)}  Vz €{a,b, 7} Sr(p1,b) = p1

5L(Q17I r) ={(q1,6)}  Vx € {a,b} Sr(p1,a) = po

5L(Q17€ Z) {(QQa )}

Fr, = {g2} Fr={po}

9.3 Je dana bezkontextova gramatika
G = ({S}{a,b},P,S), kde
P={S — aS | Sb | a}

a) Ma tato gramatika vlastnost sebevlozeni?
b
¢

d

Ma3 jazyk generovany gramatikou vlastnost sebevlozeni?

Je jazyk generovany gramatikou regularni?

)
)
)
) Jaky je vztah mezi vlastnosti sebevlozeni a regularitou?

9.4 Je dédn bezkontextovy jazyk L, L C {a,b}*
Zkonstruujeme novy jazyk L takto:

a) Ly ={z |3y € {a,b}"; zy € L}
b) L1 ={z | Jy € {a,b}*; yzr € L}

Dokazte, ze Ly je taky bezkontextovy.
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Konstrukce Turingovych stroju

10.1 Navrhnéte determinsticky jednopdskovy Turinguv stroj rozhodujici jazyk L = {a™b™c"d™ | m,n > 1}

10.2 Navrhnéte deterministicky jednopaskovy TM se vstupni abecedou {0, 1} a takovy, Ze vypocty na slovech
tvaru 0*1* jsou akceptujici a vypocéty na ostatnich slovech jsou nekonec¢né.

10.3 Navrhnéte 3-paskovy (vstupni + 2 pracovnf pasky) TM pro jazyk L = {w € {a,b}* | #4(w) = #s(w)}
10.4 Navrhnéte TM (determ. nebo nedeterm.) pro jazyk:
a) L={a't/c* | k=ij,i,jecN}
b) L ={ww |w € {a,b}*}
c) L ={a® | p neni prvoéislo }
)

d) L ={a"w|we{0,1}* w je bindrn{ zdpis ¢isla n}
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Vztah TM a gramatik typu O,
uzaverové vlastnosti

11.1 Objsanéte rozdil mezi pojmy TM akceptuje a TM rozhoduje.

11.2 Je dany DTM T (resp. jeho ¢dst). Podle algoritmu ze skript navrhnéte k nému ekvivalentni gramatiku:

o(g;>)=(¢,>, R)  d(q,a) = (p, A, R)
6(p,b) =(g,a,L)  4(q,U) = (p, A, R)
(5(]), U) = (Q7 a, L) 6(% b) = (Qaccez)tv A’ R)

Kde > je leva koncové znacka, U oznacuje prazdné policko, stavy jsou {p, ¢, Gaccept }, ¢ je POCatecni stav,
vstupni abeceda je {a,b} a paskovd abeceda odpovidd mnoziné {r>,1, A, a, b}.

11.3 O kazdé z nasledujicich implikaci rozhodnéte, zda je pravdiva.

a
b

R je regulérni, L je rekurzivné spocetny = RN L je regularni
L je rekurzivni = co-L je rekurzivni
¢) L je rekurzivni = L* je rekurzivni

e) L neni rekurzivni = co—L neni rekurzivni

f
g

)
)
)
d) L je kontextovy = co-L je rekurzivni
)
) L nenf rekurzivnf a R je rekurzivn{ = L \ R neni rekurzivn{
)

L neni rekurzivni, R je rekurzivni a R C L = L ~ R neni rekurzivni

11.4 Navrhnéte gramatiky pro nasledujici jazyky:

o {wlwe{a,b et #a(w) = #p(w) = #c(w)}
e {ww|w e {a,b,c}*}
o {a™b"c" | n >0}

e {a" | n je mocnina 2}

11.5 Ukazte, 7Ze jazyk L = {w | w je kéd dvojice (A,v) takové, ze TM A zastavi svuj vypocet nad slovem v}
je jazyk typu 0 dle Chomského hierarchie.

11.6 Existuje jazyk, ktery neni ani jazykem typu 0 dle Chomského hierarchie?
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Redukce

12.1 Rozhodnéte, zda plati nasledujici implikace. Své rozhodnuti zduvodnéte.

A<, B= cw-A<, co-B
A <,, B a B je regularni = A je regularni

a
b
¢

d

e

A je rekurzivné spocetnd a co—A <,, A = A je rekurzivni
A je rekurzivné spocetnd a A <,,, co—A = A je rekurzivni

)
)
)
)
) A<, Ba A jerekurzivni = B je rekurzivni
f) A je rekurzivné spocetnd = A <,,, HALT
12.2 Je dén jazyk A = {{M) | vypocet TM M na slové € je koneény}.
Dokazte, ze A neni rekurzivni. (Navod: najdéte redukei problému zastaveni na A.)
Je jazyk A rekurzivné spocetny?
Je komplement jazyka A rekurzivné spocetny?

12.3 Nalezne‘e reSenl’ nésledu'iciho POS(}O\/a’ SyStému:
{ aaq ab b aoa }

12.4 Ukazte, ze Postuv korespondenéni problém je nerozhodnutelny, i kdyz se omezime na abecedu {0, 1}.
12.5 Ukazte, ze problém ekvivalence dvou Turingovych stroju
EQ = {{M;1, M) | M1 a Ms jsou Turingovy stroje a L(M;) = L(Ma)}

je nerozhodnutelny.
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Plan cvicéeni

1. cviceni: Operace nad jazyky

i

Pro zopakovéni: abeceda, slovo, jazyk, operace na slovech a na jazycich.
Priklady 1.1 a 1.2.

Piiklad 1.3 d) e) f) h).

Piiklad 1.4.

V sudych skupinéch se cvici piiklad 1.5, v lichych ptiklad 1.6.

Priklad 1.7.

Piiklad 1.8 b).

Piiklad 1.8 c).

cviceni: Gramatiky, deterministické koneéné automaty

Pro zopakovani: gramatiky, typy gramatik (Chomského hierarchie), koneéné automaty.
Pitklad 1.9 a) nebo b).

Pitklad 1.11 a) d).

Priklad 2.1.

Piiklad 2.2 a) b) c) d). Pozor, automaty musi byt deterministické.

Pitklad 2.3 a) b).

Pripadné 2.5 a nédsledné zbylé ¢asti prikladu 1.11 nebo piiklad 2.7.

3. cviceni: Pumping lemma a Myhillova-Nerodova véta

Prvnf ¢dst: Pumping lemma (zopakujte si ho pfed cvi¢enim).
Piiklad 2.6. Odrézky a)—c), e), g), s durazem na zépis dukazu.
Druha ¢ast: Myhillova-Nerodova véta.

Pro zopakovani: prava kongruence, prefixovéa ekvivalence, jejich souvislost s konetnymi a minimalnimi
automaty, znéni M.-N. véty.

1. Z DFA lze odvodit pravou kongruenci s koneénym indexem takovou, ze L je sjednoceni néjakych tiid
ekvivalence.
2. 7 takové pravé kongruence lze odvodit DFA.

3. Pro kazdy jazyk L C ¥* (i nereguldrni) je ~ vzdy pravd kongruence a L je sjednocenim néjakych
tiid rozkladu X*/ ~p. Mé-li ~p, koneény index, lze sestrojit DFA pro L a L je tudiz reguldrni.
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4. ~p je nejhrubsi ze vSech pravych kongruenci ~ takovych, ze L je sjednocenim nékterych tiid rozkladu
DILYANE

o Priklad 3.9.
o Priklad 3.12.

4. cviceni: Myhillova-Nerodova véta
e Pro zopakovani: prava kongruence, prefixova ekvivalence, Myhillova-Nerodova véta.
e Priklad 3.10.
e Priiklad 3.8, 1 odrdzka. Totéz pro jazyk L = {a}* - {b}* - {c}* - {d}*.
e Priklad 3.13.

5. cviceni: Minimalizace a kanonizace kone¢nych automatii, nedeterministické
automaty, determinizace, odstranéni s-kroku

e Pro zopakovéni: Algoritmy pro minimalizaci a kanonizaci deterministickych automati. Nedeterministické
kone¢né automaty, algoritmy pro determinizaci a odstranéni e-krok.

e Priklad 3.2 b). Piipadné jesté 3.1 a) a 3.3.
e Priklad 3.4 a) ¢) d).

e Piiklad 3.5 a) nebo b).

o Piiklad 4.5, piipadné jesté 4.7.

e Pokud zbyva cas, ostatni ¢asti prikladu 3.4.

6. cviceni: Uzavérové vlastnosti regularnich jazyku
e Pro zopakovani: uzavérové vlastnosti regularnich jazyku.
e Priklad 5.8.
e Piiklad 5.1.
e Diukaz uzavienosti neregularnich jazyku na komplement.
e Piiklad 5.2.

e Pifklad 5.3. Pokud to jde, uvedte dvojici nereguldrnich jazyku, kdy vysledek operace je reguldrni a dvojici,
kdy vysledek neni regularni.

e Piiklad 5.4.
e Piiklad 5.5 a) b) ¢) d).
e Rozhodnéte, zda plati nésledujici implikace. Odpovéd zdavodnéte.

a) LN LT je regularni = L je reguldrni

b) LN L% nenf reguldrni = L nenf reguldrn{
e Piiklad 5.6.

e Piiklad 4.12 a). Pro¢ b) nevyjde stejné?
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7. cviceni: Regularni vyrazy, prevody formalismi pro popis regularnich
jazykua

Pro zopakovéani: regularni vyrazy, prevod regularniho vyrazu na automat a naopak.
Piiklad 4.8 (2 odrazky).

Priklad 4.9.

Priklad 4.10.

Piiklad 4.11.

Piiklad 4.2.

Piiklad 4.4.

8. cviceni: Bezkontextové gramatiky, derivacni stromy, jednoznacnost,
redukované gramatiky

Pro zopakovani: bezkontextova gramatika, deriva¢ni strom, jednoznac¢nost gramatiky, redukovana gramatika,
nedosazitelné a nenormované symboly.

Piiklad 6.11 a).
Priklad 6.1.
Priklad 6.2.
Piiklad 6.3.
Piiklad 6.5.
Piiklad 6.6.
Piiklad 6.7.
Piiklad 6.8.

Piipadné dalsi odrazky z piikladu 6.11.

cviceni: Transformace bezkontextovych gramatik

Pro zopakovani: odstranéni e-pravidel a jednoduchych pravidel. Chomského a Greibachové normélni
forma a transformace gramatik do téchto normalnich forem. Leva rekurze a jeji odstranéni.

Piiklad 7.2.

Priklad 7.5.

Priklad 7.6.

Piiklad 7.8 a), ptipadné b).

Priklad 7.13, jen odstranéni levé rekurze.
Priklad 7.12, véetné transformace do GNF.

Priklad 7.14.
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10.

cviceni: Pumping lemma pro bezkontextové jazyky, zasobnikové

automaty, nedeterministicka syntakticka analyza

11.

Pro zopakovani: Pumping lemma pro CFL, zdsobnikovy automat, nedeterministickd syntakticka analyza
shora i zdola.

Priklad 7.15.

Piiklad 8.1 a) c).

Piiklad 8.3, aspon dvé odrdzky véetné c). Na konci piipadné dalsi odrazky.
Priklad 8.6.

cviceni: Uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazyki, konstrukce

Turingovych stroju

12.

Pro zopakovani: uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazyku, Turinguv stroj.
Priklad 9.1.

Priklad 9.2.

Priklad 9.3.

Priklad 9.4.

Priklad 10.1.

Priklad 10.2.

Priklad 10.3.

Priklad 10.4.

cviceni: Vztah Turingovych stroji a gramatik typu 0, uzavérové

vlastnosti

Pro zopakovéni: Turinguv stroj, rekurzivni a rekurzivné spocetné jazyky, kontextové gramatiky a gramatiky
typu 0.

Priklad 11.1.
Priklad 11.2.
Prikald 11.3.
Priklad 11.4.
Priklad 11.5.
Priklad 11.6.
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Reseni nékterych piiklad

Formalni jazyky, regularni gramatiky

1.1 a) {zy,y,yz, 2z} b) {y} c) {ayy, xyz,yy, vz, yay, yaz}, {yzy, yy, yyx, 22y, 2y, 2yz}
d) {e}, {v. 2} {yy. vz, 2y, 22}, {yyy, yyz, yzy, y2z, 2yy, 2yz, 22y, 2224,
{e,9, 2,99, Yz, 2y, 22, YYY, YYz, Y2Y, Y22, ZYY, 2Y2, 22Y, 2%, . . . } tj. libovolné slovo z pismenek y a z véetné ¢,
{Y, 2,9y, Y2, 2Y, 22, YYY, YyYz, Y2y, Y22, 2YY, 2Y2, 22Y, 222, . . .} tj. libovolné slovo z pismenek y a z kromé e
e) {z,y,z}* ~ {y, z} tj. libovolné slovo sloZené z pismenek z, y a z véetné ¢, kromeé slov y a z

1.2 a) {e}, 0, {e}, {e} b) {e}, 0, 0, {e} pokud € € L jinak 0 c) 0, 0, {e}, L

1.3 a) {a,aa,ba,abc,e} b) {a,ba} c) {aba,aabe,aa,a,aaba,aaabe, aaa, baba, baabe, baa,ba} d) ne, protipiiklad
aabc € Ly - Ly~ Lo+ Ly €) jedno slovo z mnoziny {a, aa, ba, aba, aaa, baba,baa} f) ano, protoze € € Lo;
ne, protipitklad L; = {a}, Ly = {b}; pro pokro¢ilé: implikace “=" plati, implikace “<=" plati{ pouze
v upravené podobé ¢ € Ly <= (L; C L1 - Ly ALy #0) g) ano, ano, ne h) vsechna slova nad danou
abecedou, kromé slov z jazyka Lo, formélné: {a,b,c,d}* ~\ Ly

1.4 a) Neplati. Protiptiklad: L = {aa,bb}, i = 2, L' = {aaaa, aabb, bbaa,bbbb}, {w' | w € L} = {aaaa, bbbb}
b) Neplati. Protipiiklad: L = {aa}, L? = {aaaa}, ale |aaaa| # 2 ¢) L = {a}

1.5 L1 = L4 = L5 2 LQ, L1 = L4 = L5 2 Lg, L1 = L4 = L5 2 Lg, neporovnatelné: LQ,Lg,LG
Ly — vsechna slova nad {z,y, z}
Ly — v8echna slova nad {z,y, 2z} tvaru xyzayzayz ... xyz
L3 — v8echna slova nad {z,y, z}, ve kterych jsou vSechna x pfed véemi y a z a vSechna y pred vemi z
L, — v8echna slova nad {z,y, z}; protoze {x,y,z} C {«}* - {y}* - {z}*
Ly — vsechna slova nad {x,y, z}; protoze {z,y, 2} C {z,y}* U {z}*
Lg — vsechna slova nad {z,y, z}, kterd obsahuji alespon jeden vyskyt x

1.6 L1 = L5 2 L2 2 L6, L1 = L5 2 L3 2 L4, LQ 2 L4, neporovnatelné: LQ a Lg, L6 a Lg, L6 a L4
L, — v8echna slova nad {z,y, z}
Ly — v8echna slova nad {z,y, z}, kromé
L3 — v8echna slova nad {z,y, z}, ve kterych jsou vSechna x pfed véemi y a z a vSechna y pred vSemi z
Ly — ty slova z Ls, kterd maji pravé 2 vyskyty y
Ly — vsechna slova nad {z,y, z}; protoze {z,y, 2} C {z}* - {y}* - {z}*
Lg — vsechna slova nad {z,y, z}, kterd obsahuji alespon jeden vyskyt x

1.7 a) (L1 U LQ)* . L1 . (L1 @] Lg)* . L1 . (Ll @] Lg)* b) (L1 . L1 U L1 ’L2 U L2 . L1 @] L2 . LQ)* C)
Lq- (L1 U Lg)* - Lo d) LiULyULq- (Ll U Lg)* Ly U Ly- (L1 U LQ)* - Lo a pokud nazname, ze ¢ také
zacing a kondi stejnym znakem, je tieba k feseni piidat U (LfNL3) €) (L1 U Lo)*- Ly Lo+ Ly - (L1 U Lg)*
£) (Ly-Ly ULy Lo ULy-Ly ULy-Lo)* N Ly+-(Ly ULy)* Ly g) (Ly1+-Ly ULy Ly U Ly-Ly U Ly Lo)*)°

1.8 a) ne, L; = {a} a Ly = {b} b) ano, nutno dokazat obé inkluze C a O c¢) ne, L; = {a}, L2 = {ab} a
L3z ={b,e} d) ne, L1 = {a} a Ly = {b} €) ne, L1 = {a} a Ly = {b} f) ano, nutno dokédzat obé inkluze
Ca2D g)ne Ly ={a} aLy={b}

1.9 a) {a™" | n € No}, typu 0 b) {b,c}* - {a} - {a,b,c}T, typu 3 (reguldrni)

1.10 {w € {a,b}* | #4(w) = 2k, #p(w) = 27; 7,k € Ny}, dolnf indexy u navrzenych neterminalu predstavuji
zbytek po déleni pocétu ’a’ (resp. 'b’) dvéma

Deterministické konecné automaty, pumping lemma
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2.1 a)*>90i>41q

b) L ={a}-{b,aa}" -{a} c) L ({a}-{b}" - {aa})" - ({a} - {0} - ({a} U{ab} - {a,b}") U {b} - {a,b}")

a,b,c
a,b,c a,b,c a,b,c

c
q ez
u ms as

d) % i)m b o
N

a,b
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! W\
c) &4233&45 ot
2.4 L= {a}.{b}* {a}.({c}.{d})* U{b}
2.5 L={we{ab}"|#q(w) =#(w) Nw =uv = [#a(u) — #s(u)| <3}
2.6 U piikladu e) je tieba volit slovo a™b™*™.

2.7 Piiklad a) je reguldrni, b) neni, jako slovo lze zvolit napifklad a™cb™**.

a,b,c,d

2.9 a) 1.11a “
a,b,c,d

L11b g obed g a””“d

b,c
Y

C

Q

a,b,c

1.11f Neni reguldrni.

a,b,c
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1.11i

1.11

Minimalizace DFA, nedeterministické FA, (Myhillova-)Nerodova
veta

3.1 a) T b) T
—1]12]3 ~1]12]3
214|2 21213
313 |4 313 |4
—4 1312 —4 1413

3.2 a) b)
al|b al|b
—11213 —11213
2131 2142
3134 ~3|2]|3
41315 —415 |2
~5|6]|5 51613
614|6 6|66

Vysledné automaty v obou pripadech nejsou ekvivalentni automatim uvedenym v zadani vpravo.

3.3 Nenli.

3.4 a b b
) a,b,c,d
/ !
Q b b a
x a
_—
b

b) a,b,c / d :

a,b,c,d

—_—

o

a,b,c
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3.5 a) b)

a b c a b c
— [1] [23] 34 [1] — [1] 12 [1] []
— [23] [123] 14 [234] +~  [12] 12 [13] [1]
34 |23 [ | B4 0 [ 01010
+~—  [123] 123] | [134] | [1234] [13] [12] 1] [14]
[14] 123] | [134] 134 [14] | [125] [1] []
+—  [234] 123 [14] 234 +— [125] | [12] | [136] | [1]
[134] 123 134 [134] 136] | [127] [1] [14]
+—  [1234] | [123 134] | [1234] +— (127 [12] [13] [1]

3.6 ({a,b}.{b} U{a,b}.{b}.{a,b})*.{a,b}.{b}

3.8 a) Piedpoklddejme, 7e takovy automat existuje. Pak ze slov a°,a', a?,a®, a* museji dvé nutné padnout
do stejné t¥idy rozkladu ¥*/ ~r. Oznaéme je a’,a’ (i # j) a bez djmy na obecnosti predpoklddejme, ze
1 < 7. Pak plati
ala* I =gttt i gL
al.a*l =a* €L,
atedy a® 2 @’ = |~p| > 5.
b) Analogicky jako v a).

3.10 a) Dukaz sporem. Predpoklddejme, ze L je reguldrni. Pak prefixova ekvivalence ~r m4 konecny index,
oznaéme jej n. Pak oviem ze slov a, a?,a?,...,a?" nutné musi nékterd dvé slova padnout do stejné t¥idy
rozkladu, oznaéme je a*,al (BGNO k # 1). Po piitetézeni slova a* dostdvame slovo a*a* € L a slovo
ala® ¢ L. Tim je dosazen spor s a* ~, a' a proto L neni regulrni.

b) Analogicky. Ze slov a,a?,...,a", a""' musi byt alespoi dvé ekvivalentni. Necht a* ~p a (BﬁNO
k <1). Oviem a*.b* € L,a'.b* ¢ L.
c) Analogicky. Ze slov abb,a?bb,...,a"1bb musi byt alesponi dvé ekvivalentni. Necht a¥bb ~; a'bb

(BUNO k # 1). Ovsem a*bb.a* € L,a'bb.a* ¢ L. ,
d) Analogicky. Ze slov ¢, a,a?,...,a™ musi byt alespoit dvé ekvivalentni. Necht a* ~; a' (BUNO k < I).
Ovsem a*.b* ¢ L,a' b* € L.

3.11 Definujeme bindrni relaci ~ takto: u ~ v <= #4(u) = #4(v) (mod 3)
~ je ekvivalence, ~ je pravd kongruence, |~| = 3, tedy ma konecény index, L = {w | #,(w) mod 3 =0}

3.12 a) 4 b) nemd konecny index
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3.13 a) ~ je ekvivalence i pravd kongruence, index je 4. L muze byt libovolny jazyk, jehoz minimdln{ automat

odpovidd pifmo relaci ~. Takovych jazyku je 12, coz je vidét po nakresleni automatu (bez akceptujicich
stavil) podle ~ a zvéazeni, pro které oznaceni koncovych stavii je automat miniméln{. Jazyky L’ jsou pravée
ty, které lze popsat stejnym automatem, ale s takovou mnozinou koncovych stavi, pii které automat neni
minimdlni. Napi. L’ = {a,b}*.

b) ~ nenf ekvivalence (neni tranzitivni).

c) ~ je ekvivalence i pravéd kongruence, index je 9. Lze podle ni sestavit tento automat:

0b 1b 2b 3b

b b b b
Je vidét, ze automat nebude pii zddném oznaceni koncovych stavi minimdlni: stavy e, 0a, 0b maji stejné
prechody a vzdy budou alespon dva z nich oznaceny jako akceptujici nebo neakceptujici a tudiz ty

dva stavy budou jazykové ekvivalentni{. Naopak L’ muze byt jakykoliv jazyk rozpozndvany uvedenym
automatem s libovolnym oznagenim koncovych stavii. Takovych jazyku L’ je tedy celkem 2°.

Regularni gramatiky a vyrazy < FA, s-kroky, Kleeneho

veta
4.1
a b c
« S| {Aq}]| {C} 0
Al {4 Byt | {a)
B {B,C} | {C} |{Aq}
C|l{Aq}|{Ba}| 0
—qy 0 1) 0
4.2
a b c
- S| {X}| {v} |{a}
X| 0 [{SX}| 0
Y| 0 {SY | {Z}
Z 1 {S}y | {as} | {ar}
—qr| 0 0 0
4.5
a b c d
&0{0,1,2,3,4y | 0 0 | {3,4}
11{0,1,2,3,4) | 0 b | (3,4}
— 2 {3,4} 1] [} 0
3 0 GAa {2y 0
4 0 (3.4y [ {2} | 0
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4.7

4.11 a) (a + b)*ab b) b*(ab*ad*)*

a b c
—11]{1,2,5,6} {2,3,5,6} [
2| {2,5,6} {2,3,5,6} 0
3 0 {2,6} 0
411{1,2,5,6} | {1,2,3,4,5,6} | {2,3,6}
5] {2,5,6} {2,3,5,6} {2,3,6}
+~ 6| {2,5,6} {2,3,5,6} {2,3,6}

c) a(a+b)*a+bla+b)*b+ a + b (pokud e také zacind a konci stejnym
symbolem, pficteme jesté €) d) ((a+ b)(a +b))*

4.12 a) M, je tiida vSech koneénych jazyku.

b) Necht ¥; je ngjakd abeceda. Pak C(X;) definujeme jako mnozinu vsech slov, kde se kazdé pismeno z
abecedy vyskytuje aspon jednou, tj.

C(X)={weX] |VaeX: #4(w)>0}.
Pak M, je tiida vsech jazyku L takovych, ze pro vSechny X1, které jsou podmnozinou abecedy jazyka L,
plati: L N C(31) je koneény nebo C(31) \ L je konecny.

Pomeérné snadno se ukéze, ze My vSechny takové jazyky musi obsahovat a Ze je tato tiida zaroven uzaviena
na sjednoceni, prunik a komplement.

c) Ms je t¥ida vsech koneénych jazyku.

Uzavérové vlastnosti R

5.1

5.2

5.3

Neplati. Jazyky L; = {a‘b'} pro kazdé i > 0 jsou koneéné a tudiz reguldrni, ale | J;=, L; = {a"b"™ | n > 0}
neni regularni.

L; = {a,b}* ~ {a'b'} pro kazdé i > 0. Pak ;2 L; = {a,b}* \ {a"b™ | n > 0}, coz nenf reguldrn{ jazyk,
protoze {a™b"™ | n > 0} neni reguldrni jazyk a reguldrni jazyky jsou uzaviené na doplnék.

Neregularni jazyky jsou uzaviené na komplement. U vsech ostatnich operaci 1ze najit jazyky takové, ze
vysledkem je neregularni jazyk, i takové, ze vysledek je regularni. Necht R = {a™b" | n > 0} je jazyk
nad ¥ = {a,b}. R jisté neni reguldrni.

operace regularni vysledek neregularni vysledek
LN Ly RNco—R=10 RNR=R
Ly UL, RUco—R=1%* RUR=R
L1~ Lo R~R=10 R~co—R=R
Ly Ly (RU{e}) - co—R=3%* R-R
Ly (co—R)* = X* R*

5.4 Plati.

5.5 Ani jedna implikace neplati.

5.6

Staci zvolit L jako libovolny neregularni jazyk a Lo jako doplnék L.

Bezkontextové gramatiky

6.1
6.4
6.7

a) L ={w € {a,b}" | #4.(w) = #4(w)} b) Jazyk se nedd moc rozumné popsat.
Ano, kazdy regularni jazyk je jednozna¢ny CFL.

Nelze. Prunik podminek (slova s nejednoznaénym odvozenim) nelze popsat bezkontextovou gramatikou
(nelze formulovat podminky disjunktné tak, aby sly popsat pomoci pravidel bezkontextovych gramatik).

Normalni formy CFG, pumping lemma pro CFL

7.9

Miniméln{ i maximalni délka odvozeni je 2n — 1.

Zasobnikové automaty, C-Y-K
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8.1 b) Ve skriptech je pro PDA definovdn pojem krok vipoctu, ale nikoliv pojem wgpocet. Lze si piedstavit
hned nékolik definic, které kromé zjevnych pozadavki (zacindme v inicidlni konfiguraci pro dany vstup

a kazdé dvé po sobé jdouci konfigurace jsou v relaci krok vypoc¢tu) spliuji i tyto: (i) Musi se precist cely

vstup; V tom piipadé by v piikladu existoval jen 1 vypocet. (ii) Vypocet musi pokracovat “dokud to

lze”. V tomto piipadé existuji 4 vypocty. (iii) Staci pfecist libovolnou ¢dst vstupu. V tom pifpadé je

vypoctl hodné. ¢) L(A) = {a™bic’, a’™Ibid? | i,5 > 0}

8.2 a) {a't’ |i>j >0}

1
S,AB,C,D
S,A,B,C,D

S,A
S,AB
S,AB,C,D
S,A
S,A
A

3
SD | 4
D _
- - SB

0| oo vo

ot

8.10 C-Y-K tabulka:

oo o

- C 7
D - S - C,D
D C D A
1 1 k

N WA Ot 3

™

oW W W |
o
® | Qf oo

k
Uzavérové vlastnosti CFL

9.3 a) ano b) ne c¢) ano d) tiida bezkontextovych jazyku bez vlastnosti sebevlozeni se rovna t¥ideé
regularnich jazyku

Konstrukce Turingovych strojua

10.2 Navod: TM bude donekone¢na ¢ist vstupni pasku a posouvat se vpravo, nebo bude ve dvou krocich
opakované posunovat hlavu vlevo a vpravo.

Vztah TM a gramatik typu 0, uzavérové vlastnosti

11.3 a) Neplati. Staci vzit libovolny nereguldrni rekurzivné spocetny L nad abecedou ¥ a R = ¥*. b) Plat{
(viz. skripta). c¢) Plat{ (viz. skripta). d) Plati. e) Plati. f) Neplati. Staci vzit R D L. g) Plati.
Plyne z uzavienosti rekurzivnich jazyku na sjednoceni.

11.4 a) G = ({S,A,B,C},{a,b,c}, P, S), kde mnozina pravidel P obsahuje ndsledujici pravidla.

S — ABCS | ¢ AB — BA AC = CA BC - CB A—a
BA - AB CA — AC CB — BC B—=b
C—ec

Lze snadno upravit na kontextovou gramatiku.

b) G=({5,5 A, B,C,K},{a,b,c}, P,S"), kde mnozina pravidel P obsahuje ndsledujici pravidla.

S'— SK Aa — aA Ba — aB Ca — aC
S—aSA | bSB | ¢SC | ¢ Ab — bA Bb — bB Cb— bC
K —e¢ Ac — cA Bec — ¢B Cc— cC

AK — aK BK — bK CK — cK

c¢) Kontextovd gramatika: G = ({S', S, B,8}, {a,b,c}, P,S’), kde P obsahuje ndsledujici pravidla.

S"— S| e|abe,
S — aBSc | adc,
Ba — aB,

BE — &b | bb

11.6 L = {w | w je k6d dvojice (A,v) takové, ze TM A nezastavi svij vypocet nad slovem v}

Redukce
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12.1 a) Plat{ (pfimo z defini¢niho vztahu). b) Neplati. A = {ww | w € {a,b}*}, B = {0}, f(z) = 0 pokud =
je tvaru ww, f(z) =1 jinak. c) Plat{. d) Plat{ (pfipomenme, ze A <,, B implikuje co—A <,,, co—B).
e) Neplati. A =0, B je problém zastaveni. f(x) =y, kde y je libovolné slovo nad {0, 1, #}, které nelez{ v
B. f) Plati. f(w)= (M’ w), kde M’ je TM akeceptujici A takovy, ze misto do zamitajictho stavu zacne
cyklit. Tedy M’ akceptuje w pravé kdyz zastavi. Funkee f(w) = (M, w), kde M je libovolny zvoleny TM
akceptujici A naopak redukef byt nemusi (napf. pokud je A rekurzivni a M je uplny).

12.2 A neni rekurzivni, protoZe na néj lze redukovat problém zastaveni. A je rekurzivné spocetny (lze ukdzat
piimo nebo redukei na problém akceptovani). co—A nenf rekurzivné spocetny (A by pak byl rekurzivni).

12.3 Resenim je posloupnost 2,2,4,3,3,1, 1.
12.4 Lze ukézat redukci bézného PCP na problém ze zadani.

12.5 Lze ukédzat redukci co— NONEMPTY na EQ. NONEMPTY = {{(M) | M je TM a L(M) # 0} je
problém neprazdnosti, ktery je nerozhodnutelny a tudiz i jeho doplnek je nerozhodnutelny.
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