Algebra II — jaro 2022 — 2. termin
Vsechna svoje tvrzeni precizné zdivodnéte.

1. (10 bodu) Popiste svaz podalgeber algebry (N, x), kde * je binarni operace defi-
novana predpisem
a—2, pokud2|a—baa>3,
axb=<a—3, pokud2fa—baa>4,
b, jinak.

2. (5 bodu) Uvazujme mnozinu L, jejimiz prvky jsou pravé mnoziny racionélnich

¢isel A C Q, které splinuji podminku
VgeQ: qeA << (dr,s€A:q=r+s).

Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (L, C) je svaz.

3. (5 bodu) Uvazujme uspofadanou mnozinu, jejimiz prvky jsou nejvétsi prvek T,
nejmensi prvek | a v8echny posloupnosti celych ¢isel (a;)52; takové, Zze pro vechna
i € N existuje j > ¢ spliujici a; > a;, pricemz (a;)72, < (b;)2, plati pravé tehdy,
kdyz pro vSechna i € N je splnéno a; < b;. Rozhodnéte, zda tato usporadana

mnozina je uplny svaz.

4. (5 bodu) Rozhodnéte, zda mnozina vSech mnozin redlnych ¢isel, které nemaji
nejmensi prvek, tvori vzhledem k uspofadani obracenou inkluzi O algebraicky
svaz.

5. (10 bodu) Uvazujme abecedu ¥ = {a, b, ¢, d, e}. Pro libovolné slovo w € ¥* znaci
alph(w) mnozinu vSech pismen, ktera se v ném vyskytuji. Zavedme dvé oznaceni:
PSalph(w) = { (alph(u), alph(v)) | w = wv, u,v € £*}
Falph(w) = { alph(u) | w = tuv, t,u,v € ¥*}
Pro kazdy z nésledujicich pfedpist rozhodnéte, zda definuje kongruenci volného
monoidu (X*,-):
w~w <=  PSalph(w) = PSalph(w’)
wr~w <=  Falph(w) = Falph(w’)
6. (10 bodu) Uvazujme typ algeber sestavajici z unarnich operac¢nich symbolt f a g

a binarniho operac¢niho symbolu e. Pro kazdou z nésledujicich identit rozhodnéte,
zda je splnéna v algebte

A= (P(NxN), f4 g%, %),

jejiz operace jsou pro libovolné relace p a o definovany predpisy f4(p) = p~*,
gtp) ={(a,b) €p|VceEN: (a,c)€Ep = c>b}apeta=poo (ppoo).

a) f(g(f(g(x)))) = g(f(9(f(2))))
b) g(g(z) e x) = g(z o x)

7. (15 bodu) Rozhodnéte, na které z operatori H, S a P je uzaviena tfida vSech
svazi (L, V, ) takovych, ze kazdy jejich prvek, ktery neni srovnatelny se vSemi
prvky, je nesrovnatelny s nekonec¢né mnoha.



