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Cil a osnova prednasky

V této prednasce si ukazeme, jak je mozné znalosti o maticich,
linearnich zobrazenich a vlastnich Cislech vyuzit pfi vytvareni
jednoduchych matematickych modelt nékterych procesu, at' se
jedna o vyvoj néjaké polulace nebo o zmény pravdépodobnosti.
Osnova prednasky je nasleduijici:

@ Priklad populacniho modelu (ucebnice 3.18 str. 139)
@ Leslieho model rastu
@ Pozitivni a primitivni matice

@ Markovovy procesy
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Priklad populacniho modelu — stado ovci

@ Stado ovci rozdélme do 5 vékovych kategorii: nova jehnata
(0-1 rok), stara jehnata (1-2 roky), mladé ovce (2-3 roky),
ovce (3-4 roky) a staré ovce (4-5 roku).

@ Pocet kusu v Case t (napf. roky od za¢atku chovu) znac¢ime
x1(t) (nové jehnata), xo(t) (stara jehnata) atd. Stav stada v
gase t je tedy X(1) = (xi(t), xa(t), xa(1). xa(1). x5(1)) .

@ Zname relativni rocni zmeny:

e Uhyn v jednotivych kategoriich:
X5(t+1)=0.6-X4(t) X4(t+1)20.7-X3(t)
Xx3(t+1)=10.8- xo(f) Xo(t+1) =0.95- x1(1)
o Reprodukce: x1(t+ 1) = 0.2 - xo(t) + 0.8 - x3(t) + 0.6 - x4(1)
@ Tedy X(t+ 1) = A- X(t) s konstantni matici A:

0 02 08 06 0

095 0 0 O0 O

A= 0 08 0 0 O
0 0 07 0 O

0 0 0 06 0
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Stado ovci — pokracovani

@ Vlastni Cisla matice A jsou priblizné: 1.03, 0, —0.5 a dalSi
dvé komplexni —0,27 + 0.74i, —0.27 — 0.74i s
absolutnimi hodnotami 1.03,0,0.5,0.78,0.78

@ Libovolny pocateéni stav je dan vektorem X(0) = v € R°.
Dale X(1)=A-X(0)=A-v, X(2)=A-X(1)=A-A- X(0)
=A-A.v=A?. v, atd. v dase k bude stav populace dan
k-tou mocninou matice A, tj. X(0) = A% - v.

@ Oznacime-li nejvétsi realné vlastni Cislo A , v naSem
pripadé to je priblizné 1,03, a prislusny vlastni vektor v,
pak se pro zvétsujici se k bude stav stada blizit néjakému
nasobku vektoru \<u. To znamenad, Ze pro velka kK mame
Ak v~ a- M.

@ Pomérna veékova struktura stada (tzv. generacni distribuce)
se bude bliZit (konvergovat) k pomérim ve vlastnim
vektoru u.

@ Zde u je priblizné (30,27,21, 14, 8). (Soucet soufadnic je
100, tj. vidime generacni distribuci populace.)
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Linearni iterované procesy

@ Procesy byvaji popsany prostfednictvim linearni
transformace pro jednotliva ¢asova obdobi (linearizovany
model). Budeme chtit studovat jeho chovani béhem delsi
doby.

@ Napriklad zkoumame néjaky systém jednotlivcl
(péstovana zvirata, hmyz, bunécné kultury apod) rozdéleny
do m skupin (tfeba podle stafi, fazi vyvoje hmyzu apod.).

@ Stav, zavisejici na okamziku t,, ve kterém systém
pozorujeme, je tedy dan vektorem, ktery zapisujeme jako
sloupec X, = (x1(n), ..., xm(n))7.

@ Linearni model vyvoje takového systému je dan matici A
tvaru m x m, ktera zadava zménu z vektoru X, na vektor
Xni1 = A- X, pfi pfechodu z €asu £, na ¢as t,, 1.
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Dravec a korist

Uvazujme dva ZivocCi¢né druhy, jeden z nich je dravec D a druhy
je jeho kofist K. Oznatéme X, = (Dy, K»)" jejich pocty po n
letech. Zména poctu probih& podle tohoto linearniho modelu

DI’I+1 = 07 GDn + 07 5Kn7
Kn+1 — _pDn + 1 ,2/’(/’]7

kde p je parametr (uvazujeme moznosti p = 0,16, p = 0,175,
p = 0, 135). Maticove

0,6 0,5
Xn+1—<_p 172>Xn—AXn

Zajima nas vyvoj této dvoudruhové populace v zavislosti na
parametru p. Dllezitou roli v ném hraji vlastni Cisla a vlastni
vektory.
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Dravec a kofist - pokracovani

Ty jsou nasledujici:
Q@ p=016: 21 =1, X=0,8u; = (54)7, u = (5,2)7.
Q@ p=0,175: 1 = 0,95, X\, = 0, 85,
up=(10,7)7, = (2,1)7.
@ p=0,135\; = 1,05, A\, = 0,75,
u; =(10,9)7, up = (10,3)7.
Pocatecni stav obou druht mizeme napsat jako linearni
kombinaci vlastnich vektort

Xo = (gg) = auy + bus.

Potom v Case n je stav obou populaci

Xn—An~X0—An-<2O> :au1+bu2:aA”-u1+bA”-u2
0

= a/\?u1 + b)\gUQ.
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Dravec a korist - dalSi pokracovani

Pro jednotlivé parametry to pro velka n znamena

Q@ p=016:A\=1"=1,1]=0,8"— 0, tedy
X, — auy = a(5,4)". Populace se stabilizuje.

@ p=0,175:17=0,95" — 0, \] = 0,85" — 0, tedy
Xn — (0,0)". Populace mizi.

Q@ p=0,135: A7 =1,05" — oo, AJ = 0,75" — 0, tedy pro
a # 0 populace roste a pomér D, : K, se blizi poméru
dravcu a kofisti ve vlastnim vektoru vy, tj. poméru 10 : 9.
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Leslieho model rustu

Ptikladem linearnich procesu je Leslieho model rustu s matici

f1 f2 f3 fm_1 fm
7 0 0 ... 0 0
0 » 0 ... 0 0
A=10 0 = ... 0 o0
0O 0 0 ... 7pq O

ve které:

@ f; oznacuje relativni plodnost pfislusné vékové skupiny
(ve sledovaném Casovém obdobi vznikne z N jedincl v
i—té skupiné ;N jedincl novych, tj. ve skupiné prvni);

@ 1 — 7 je relativni imrtnost i-té skupiny béhem jednoho
obdobi.

@ Plati ; € [0,1] a f; > 0. Lze dokéazat, ze matice A ma
jediné kladné realné vlastni Cislo.
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Perronova—Frobeniova teorie

e Ctvercova matice A je pozitivni, jestlize v8echny jeji prvky
jsou kladné.

@ A je primitivni, jestlize ma pouze nezépornymi prvky a
existuje k tak, Ze mocnina AX je pozitivni.

Véta (Perronova — Frobeniova)
Necht’ A je primitivni matice. Pak plati:

@ existuje kladné realné vlastni ¢islo )\, matice A takové, Ze
pro vsechna ostatni viastni ¢isla X plati |\| < \m —
nazyvame jej dominantni vlastni ¢islo,

@ vlastni podprostor odpovidajici A\, je generovan viastnim
vektorem se vSemi souradnicemi kladnymi,

Q plati odhad min; - @j < Am < max; »_; a;. Slovné,
udélame-li soucty cisel ve vsech sloupcich, pak A\, leZi
mezi nejmensim a nejvétsim takovym souctem.
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Aplikace na Leslieho model |

@ Pokud je matice v Leslieho modelu primitivni, pak méame
jediné dominantni vlastni Cislo.

@ Nas$ priklad z ivodu pfednasky nema primitivni matici.

@ Nutna podminka je, aby bylo 7; kladné pro vSechna i a také
fm > 0.

@ Staci, aby navic f;, fi; 1 > 0 pro néktery index i.

@ Urcité je Leslieho matice primitivni, pokud jsou vSechny
parametry f;, 7; kladné.

@ Pfesnou charakterizaci neni treba védét. Je otazkou pro
teorii grafa.
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Aplikace na Leslieho model

@ Necht je matice v Leslieho modelu primitivni, tj. mame
jediné dominantni vlastni Cislo.

@ Existuje prislusny vlastni vektor u, ktery ma kladné
vSechny slozky. A tento vektor tvofi stabilni populaci.

@ Pokud je dominantni viastni ¢islo rovno 1, pak kazda
pocatecni generace konverguje k populaci, ktera je
nasobkem u.

@ Pokud je dominantni vlastni Cislo vétsi nez 1, pak kazda
pocate€ni populace expanduje (pfemnozi se). Nicméné
generacni distribuce v populaci konverguje ke generacni
distribuci v stabilni populaci u.

@ Pokud je dominantni viastni ¢islo mensinez 1, tj. \p, < 1,
pak kazda pocatecni populace konverguje k nulové
populaci (vymre).

@ Predchozi plati i v pfipadech, kdy matice sice neni
primitivni, ale ma m (pocCet populaci) vlastnich Cisel a
pouze dominantni je vetsi nez 1.
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Priklady na Leslieho model rustu

V Leslieho modelu feSime ulohy:
@ Zjistit tendenci vyvoje v dlouhodobém horizontu (viz pfiklad
s ovcemi):
@ vymfeni populace, stabilizace nebo expanze (pfemnozeni),
e pomeérna struktura populace.
@ Urcit vhodnou modifikaci parametrt, aby doslo ke
stabilizaci populace:
e odbér péstovanych kusl na prodej,
@ nasazeni pfirozenych nepratel zabranujicich pfemnozeni
v modelu dravec-kofist.

V prikladu ,stado ovci“ urCete, kolik procent novych jehnat Ize
kazdy rok prodat, aby se stado stabilizovalo.
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Priklad — stado ovci — kontrola populace prodejem

0 02 08 06 0
095 0 O O0 O
Leslieho matici A = 0O 08 O 0 0| chceme zménit
0 0O 07 0 O
0 0O 0 06 0
na matici
0 02 08 06 O
z 0 0O 0 O
Az)=10 08 0 0 O
0O 0 07 0 O
0O 0 0 06 O

tak, aby A(z) méla vlastni Cislo rovno jedné, tj. aby platilo
det(A(z) — E) = 0. Tento determinant poCitame Laplaceovym
rozvojem podle 2. radku:
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Priklad — stado ovci — pokracovani

det(A(z) — E) se rovna

02 08 06 O 1 08 06 0
08 -1 0 0 0 -1 0 0
D19 07 21 olTEVD]o 07 1 0

0O 0 06 -1 0O 0 06 -1

Dalsi aplikaci Laplaceova rozvoje na Ctvrty sloupec 1. matice a
na 1. sloupec druhé matice dostaneme

det(A(z)—E) =1-2(0.2+0.8-0.8+0.6-0.7-0.8) = 1—2z-1.176.
Odtud z = 1+ ~ 0.85.

Proto 0.95 — z = 0.1 ~ 10% noveé narozenych jehnat Ize prodat.

Pokud nechceme pocitat se zlomky, tak mizeme vzit matici
10A(z) a poCitat det(10A(z) — 10E).
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Markovovy procesy

Dalsi pripad linearnich procesu popisuje systémy, ktery se
nachazi v m raznych stavech s riznou pravdépodobnosti.
V uritém Case je systém ve stavu s; s pravdépodobnosti
pi. Tzn. popis systému v daném Case t je dan vektorem
P(t) = (p1,p2,---.pm)". Pficemz 31" p; =1, p; € [0,1].
K pfechodu z mozného stavu j do stavu i dochazi vzdy (tj.
nezévisle na Case) s pravdépodobnosti a;.

Napriklad pravdépodobnost stavu s; v Case t + 1 se
spocita jako p(t + 1) = a11p1(t) + a2p2(t) + . .. @1mPm(t)-
Rozdéleni pravdépodobnosti pro ¢as t + 1 je dano
vynasobenim pravdépodobnostni matici A = (&), tj.
P(t+1)=A-P(1).

Pfitom pro libovoIné j plati >°"; a;j = 1. (Soucet Cisel v
kazdém sloupci je 1.) Matice A = (a;) je tzv. stochasticka.
Takovému procesu fikame Markovuv proces.
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Markovulv proces — priklad

Piiklad (Sledovanost televizi)

Vysilaji tfi televizni stanice. Z vefejného vyzkumu vyplynulo, ze
po jednom meésici prejde 1/4 divaku prvni stanice ke druhé
stanici a 1/4 divaku ke tfeti stanici. Tzn. 1/2 divakd zlstane u
prvni stanice. Déle, Ze z divaku druhé stanice prejde 1/3
divaku k prvni stanici a 1/3 divakl ke tfeti stanici. Konecné z
divaku treti stanice prejde 1,/2 divaku k prvni stanicia 1/2
divakl ke druhé stanici. Popiste ¢asovy vyvoj poctu divak
sledujicich dané stanice jako Markovlv proces.

Matice Markovova procesu je

A=

FNEN N TN
ol = W= W=
O Nl= =

9. prednaska Linearni modely



Stochastické matice

Vlastnosti stochastickych matic.

@ Kazdy pravdépodobnostni vektor p = (p1, po, ..., Pm) j€
opét zobrazen na vektor se sou¢tem souradnic jedna:

DO ap)=> O app=>_p=1
| Jjooi J
@ Z toho také plyne, ze soucin dvou stochastickych matic je
stochasticka matice. Proto je stochasticka kazda matice
Ak, kde A je stochasticka a k libovolné pFirozené &islo.

@ Protoze je soucet kazdého sloupce matice Aroven 1, je
soucet kazdého sloupce matice A — E roven 0. Jsou proto
radky matice A — E linearné zavislé a matice A — E ma
nulovy determinant.

@ Tedy |A— E| =0a \ =1 je vlastni Cislo matice A a musi k
ni existovat viastni vektor.
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Aplikace Perronovy-Frobeniovy véty

Duasledkem Perronovy-Frobeniovy véty pro Markovovy procesy
s primitivni matici, je
@ existence vlastniho vektoru P., pro vlastni Cislo 1, ktery je
pravdépodobnostni vektor, tj. jeho soufadnice jsou
nezaporné a jejich soucet je 1.
@ priblizovani hodnoty iteraci AKP(0) k vektoru P, pro
jakykoliv pocatecni pravdépodobnostni vektor P(0).

Druhou vlastnost je také mozné formulovat tak, Ze posloupnost
matic AK konverguije, p¥i zvétujicim se k, k matici B, jeZ je
tvofena stejnymi sloupci, a to P..
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Markovlv proces — feSeni prikladu

Priklad (Sledovanost televizi)

Vysilaji tfi televizni stanice. Z verejného vyzkumu vyplynulo, ze
po jednom mésici prejde 1/4 divaku prvni stanice ke druhé
stanici a 1/4 divaku ke tfeti stanici. Tzn. 1/2 divakd zlstane u
prvni stanice. Dale, ze z divakl druhé stanice prejde 1/3
divaku k prvni stanici a 1/3 divaku ke tfeti stanici. Kone¢né z
divaku treti stanice prejde 1/2 divaku k prvni stanicia 1/2
divakl ke druhé stanici. Popiste ¢asovy vyvoj poctu divak
sledujicich dané stanice jako Markovuv proces.

Matici Markovova procesu je

11
2 3 2
A=|1 3+ 1], A>0
1 1
7 3 0

Matice ma dominantni vlastni Cislo 1, pfislusny vlastni vektor je
(4,3, 2). Pomér divaku se ustali na poméru 4 : 3 : 2.
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Priklad bez Perronovy-Frobeniovy véty

Ptiklad (Ruleta)

Hrac rulety ma nasledujici strategii: pfisel hrat se 100 K¢&. Vzdy
vsadi v§echno, co aktualné ma. Sazi vzdy na ¢ernou (v ruleté
je 37 Cisel, z toho je 18 ¢ernych, 18 Cervenych a nula). Hrac
skonci, pokud nic nema, nebo pokud ziska 800 Uvazte tuto
tlohu jako Markovulv proces a napiste jeho matici.

Jednotlivé stavy systému jsou dany aktuélni hodnotou, kterou
hra¢ ma. Jsou to tedy ¢astky 0, 100, 200, 400 a 800 K¢.
Vysledna matice je:

1 a aaloo
0 00 0O
A=|0 b 0 0 0],
00 bO0O0oO
0 00 b1

kdea= 33 ab= 5.
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Priklad bez Perronovy-Frobeniovy véty — pokracovani

1 a a ao 1 at+ab at+ab a 0
000O0O O 0 0 0 00
A=10 b 0 0 0|, A2=[0 0 0 0 0],
00 boOO 0 b 0 00
000 b 1 0 0 > b 1
1 at+ab+ab®> at+ab a 0
0 0 0 00
A=10 0 0 0 0] A*=A°
0 0 0 00
0 b3 b2 b 1

@ Proto AX = A pro libovolné k > 3. Matice A neni primitivni.

@ Nicméné Ize potitat A - P(0) pro libovolny po&ateéni
pravdépodobnostni vektor P(0).

@ Zejména A% -(0,1,0,0,0)7 = (a+ ab+ ab?,0,0,0,b6%)",
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Priklad bez Perronovy-Frobeniovy véty — zavér

@ Tedy po trech a vice kolech hrac vyhraje 800 K¢ s
pravdépobnosti (18/37)% ~ 0,1151. S pravdépodonosti
0, 8849 nebude mit nic.
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Pozadavky

Priklad, ktery se muze objevit na zkousce:
@ Leslieho model rustu — urcit tendenci vyvoje v
dlouhodobém horizontu.
@ Leslieho model rlistu — modifikovat parametry tak, aby
doslo ke stabilizaci populace.
@ Markovovy procesy s primitivni matici — urcit limitni
pravdépodobnostni rozlozeni (vektor).
Ve vSech pfipadech je tfreba umét zkonstruovat matici ze
slovniho zadani.
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Domaci uloha

Piiklad (9.1 — Leslieho popula¢ni model.)

JZD se zabyva chovem prasat. Chov se Fidi pllroénim cyklem a proto
prasata rozdeluji do Ctyr vékovych kategorii: mala selata (0—0,5 roku), vétsi
selata (0,5—1 rok), mladsi prasnice (1-1,5 roku) a starsi prasnice (1,5-2
roky). Po ukonéeni pulroéniho obdobi a pfepocitani prasat ve vSech kategorii
se v novém obdobi postupuje takto.

@ Mala selata jsou rozdélena na samce, ktefi se prodaji, a na samice,
které zUstavaji v chovu, pricemz téchto samic je polovina z celkového
poctu malych selat. Na konci nového obdobi z nich jsou velka selata.

@ Velkd selata se pouze krmi, na konci nového obdobi jsou ze vSech
mladsi prasnice.

@ Mladsi prasnice se nechaji zapustit a v prdméru vrhnou 11 zdravych
selat na jednu prasnici. Pfitom 10% z mladSich prasnic uhyne a 90%
preziva — na konci nového obdobi jsou z nich starsi prasnice.

@ Starsi prasnice se také zapusti a v priméru vrhnou 10 zdravych selat.
Na konci nového obdobi jsou vSak starsi prasnice odeslany na jatka.

Urcete, kolik procent velkych selat mohou béhem kazdého obdobi prodat,
aby méli stabilizovany chov.
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Domaci uloha

Piklad (9.2 — Markov(v proces)

Rodina Novakova kazdoro¢né jezdi na cely srpen na dovolenou. Bud' nalozi
auto kempingovym vybavenim a cestuje po Evropé, nebo nalozi kola a jedou
k babi¢ce na Vysocinu. Kazdy rok se rozhoduji podle toho, jak travili
dovolenou posledni dva roky, a to ¢aste¢né nahodné za pouziti klasické
kostky. Rozhoduji se podle nasledujicich pravidel.

e Pokud byli posledni dva roky kempovat po Evropé, jedou na Vysocinu.
e Pokud byli posledni dva roky na Vysocing, tak jedou po Evropé.

e Pokud byli loni kempovat po Evropé a predloni u babicky, pak hazi
kostkou, a kdyz padne liché ¢&islo, tak jedou po Evropé, a kdyz sudé
Cislo, tak jedou na Vysocinu.

e Pokud byli loni na Vysociné a predloni po Evropé, pak hazi kostkou.
Kdyz padne 1 nebo 2, pak jedou na Vysocinu, jinak jedou po Evropé.

Timto zplsobem se o dovolené rozhoduji cely Zivot. V srpnu letoSniho roku
je prijel do mista jejich bydlisté navstivit kamarad, s kterym se nevidéli po
mnoho let. Soused, ktery védél, Ze jsou bud' na Vysociné nebo cestuji po
Evropé, ale nevédél, kde byli posledni roky, jej poslal na Vysocinu. Urcete,
jaka je pravdépodobnost, ze tam rodinu Novakovu najde.
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Domaci uloha

Priklad (9.3 — Markovlv proces)

Roztrzity profesor s sebou nosi destnik, ale s jistou pravdépodobnosti jej
zapomene tam, odkud zrovna odchazi. Rano odchazi z domova do prace, a
protoze byva po ranu v kondici, pravdépodobnost, Zze destnik zapomene
doma, je pouze 1/3. Z prace chodi odpoledne do restaurace a
pravdépodobnost, ze destnik zapomene v praci, je 1/2. V restauraci si da
pozdni obéd a jde domd, pficemz pravdépodobnost, Ze zapomene destnik v
restauraci, je rovna 2/3. Uvazujme pro jednoduchost, Zze nikam jinam po
dostate¢né dlouhou dobu profesor nechodi a Ze v restauraci zustava destnik
na profesorové oblibeném misté, odkud si ho miZe nasledujici den (pokud
nezapomene) vzit.

Napiste matici tohoto Markovova procesu. (Je vhodné za ¢asovou jednotku
vzit jeden den — od pulnoci do puinoci.) Jaka je pravdépodobnost, Ze se po
mnoha dnech bude destnik nalézat o plinoci doma?
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