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Abstrakt

V této kapitole se budeme zabývat dělitelnostı́ a
prvočı́sly.
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Abstrakt

V této kapitole se budeme zabývat dělitelnostı́ a
prvočı́sly.

Zformulujeme Euklidův algoritmus pro nalezenı́
největšı́ho společného dělitele přirozených čı́sel.
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Abstrakt

V této kapitole se budeme zabývat dělitelnostı́ a
prvočı́sly.

Zformulujeme Euklidův algoritmus pro nalezenı́
největšı́ho společného dělitele přirozených čı́sel.

Ukážeme, že každé netriviálnı́ přirozené čı́slo lze
jednoznačným způsobem rozložit na součin
prvočı́sel a že prvočı́sel je nekonečně mnoho.
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Obsah přednášky

Dělitelnost, dělitel.

Věta o dělenı́ se zbytkem. Podı́l, zbytek.

Společný dělitel, největšı́ společný dělitel.

Euklidův algoritmus.

Bezoutova rovnost.

Nesoudělnost.
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Obsah přednášky

Dělitelnost, dělitel.

Věta o dělenı́ se zbytkem. Podı́l, zbytek.

Společný dělitel, největšı́ společný dělitel.

Euklidův algoritmus.

Bezoutova rovnost.

Nesoudělnost.

Prvočı́sla.

Věta o rozkladu na součin prvočı́sel.

Prvočı́sel je nekonečně mnoho.
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Dělitelnost I

Pracujeme s množinou

N = {1, 2, 3, . . . }

všech přirozených čı́sel
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Dělitelnost I

Pracujeme s množinou

N = {1, 2, 3, . . . }

všech přirozených čı́sel
a s množinou

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }

všech celých čı́sel.
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Dělitelnost I

Pracujeme s množinou

N = {1, 2, 3, . . . }

všech přirozených čı́sel
a s množinou

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }

všech celých čı́sel.

Řekneme, že čı́slo a ∈ Z dělı́ čı́slo b ∈ Z, jestliže
existuje čı́slo z ∈ Z takové, že b = a·z.
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Dělitelnost II

Pokud čı́slo a ∈ Z dělı́ čı́slo b ∈ Z, řı́káme, že
čı́slo a je dělitel čı́sla b, a pı́šeme a | b.
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Dělitelnost II

Pokud čı́slo a ∈ Z dělı́ čı́slo b ∈ Z, řı́káme, že
čı́slo a je dělitel čı́sla b, a pı́šeme a | b.

Speciálně,

a | 0 pro každé a ∈ Z,

0 | b když a jen když b = 0.
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Věta o dělenı́ celých čı́sel se zbytkem

Věta. Necht’ a ∈ Z, b ∈ N. Pak existujı́ q, r ∈ Z

splňujı́cı́
a = b·q + r, 0 ≤ r < b.
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Věta o dělenı́ celých čı́sel se zbytkem

Věta. Necht’ a ∈ Z, b ∈ N. Pak existujı́ q, r ∈ Z

splňujı́cı́
a = b·q + r, 0 ≤ r < b.

Přitom čı́sla q, r jsou určena jednoznačně.
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Věta o dělenı́ celých čı́sel se zbytkem

Věta. Necht’ a ∈ Z, b ∈ N. Pak existujı́ q, r ∈ Z

splňujı́cı́
a = b·q + r, 0 ≤ r < b.

Přitom čı́sla q, r jsou určena jednoznačně.

Poznámka. Čı́slo q se potom nazývá podı́l a
čı́slo r zbytek po dělenı́ čı́sla a čı́slem b. Čı́slo r

označujeme jako a mod b.
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Společný dělitel

Čı́slo c ∈ Z se nazývá společný dělitel čı́sel
a, b ∈ Z, jestliže c | a a také c | b.
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Společný dělitel

Čı́slo c ∈ Z se nazývá společný dělitel čı́sel
a, b ∈ Z, jestliže c | a a také c | b.

Čı́slo d ∈ Z, které je společným dělitelem čı́sel
a, b a které je přitom největšı́m čı́slem s touto
vlastnostı́, se nazývá největšı́ společný dělitel
čı́sel a, b.
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Společný dělitel

Čı́slo c ∈ Z se nazývá společný dělitel čı́sel
a, b ∈ Z, jestliže c | a a také c | b.

Čı́slo d ∈ Z, které je společným dělitelem čı́sel
a, b a které je přitom největšı́m čı́slem s touto
vlastnostı́, se nazývá největšı́ společný dělitel
čı́sel a, b.
Je-li a 6= 0 nebo b 6= 0, pak tento největšı́
společný dělitel d čı́sel a, b existuje, přitom d ∈ N,
a značı́ se (a, b).
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Společný dělitel

Čı́slo c ∈ Z se nazývá společný dělitel čı́sel
a, b ∈ Z, jestliže c | a a také c | b.

Čı́slo d ∈ Z, které je společným dělitelem čı́sel
a, b a které je přitom největšı́m čı́slem s touto
vlastnostı́, se nazývá největšı́ společný dělitel
čı́sel a, b.
Je-li a 6= 0 nebo b 6= 0, pak tento největšı́
společný dělitel d čı́sel a, b existuje, přitom d ∈ N,
a značı́ se (a, b).
Je-li a = b = 0, pak největšı́ společný dělitel čı́sel
a, b podle dané definice neexistuje.
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Euklidův algoritmus

Metoda pro nalezenı́ největšı́ho společného
dělitele (a, b) dvou čı́sel a, b ∈ N.
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Euklidův algoritmus

Metoda pro nalezenı́ největšı́ho společného
dělitele (a, b) dvou čı́sel a, b ∈ N.

Provádı́ se postupně následujı́cı́ dělenı́ se
zbytkem.
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Euklidův algoritmus

Metoda pro nalezenı́ největšı́ho společného
dělitele (a, b) dvou čı́sel a, b ∈ N.

Provádı́ se postupně následujı́cı́ dělenı́ se
zbytkem.

while a 6= 0 do

r ←− a mod b

a ←− b

b ←− r

return
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Přı́klad na Euklidův algoritmus

Nalezněte (143, 110).
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Přı́klad na Euklidův algoritmus

Nalezněte (143, 110).

143 = 1 × 110 + 33
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Přı́klad na Euklidův algoritmus

Nalezněte (143, 110).

143 = 1 × 110 + 33

110 = 3 × 33 + 11
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Přı́klad na Euklidův algoritmus

Nalezněte (143, 110).

143 = 1 × 110 + 33

110 = 3 × 33 + 11

33 = 3 × 11 + 0
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Přı́klad na Euklidův algoritmus

Nalezněte (143, 110).

143 = 1 × 110 + 33

110 = 3 × 33 + 11

33 = 3 × 11 + 0

Výsledek: (143, 110) = 11.
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Matematický popis Euklidova algoritmu

Postupně se tedy hledajı́ čı́sla q0, q1, . . . , qn,

qn+1 ∈ N ∪ {0} a r0, r1, . . . , rn ∈ N taková, že platı́:
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Matematický popis Euklidova algoritmu

Postupně se tedy hledajı́ čı́sla q0, q1, . . . , qn,

qn+1 ∈ N ∪ {0} a r0, r1, . . . , rn ∈ N taková, že platı́:

a = b·q0 + r0, 0 ≤ r0 < b,

b = r0·q1 + r1, 0 ≤ r1 < r0,

r0 = r1·q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1,

r1 = r2·q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2,

. . .

rn−2 = rn−1·qn + rn, 0 ≤ rn < rn−1,

rn−1 = rn·qn+1 + 0.
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Ukončenı́ a korektnost Eukl. algoritmu

Poslednı́ dělenı́ rn−1 = rn·qn+1 + 0 je tvaru
rn−1 = rn·qn+1 + rn+1, kde rn+1 = 0.
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Ukončenı́ a korektnost Eukl. algoritmu

Poslednı́ dělenı́ rn−1 = rn·qn+1 + 0 je tvaru
rn−1 = rn·qn+1 + rn+1, kde rn+1 = 0.

Poněvadž b > r0 > r1 > r2 > . . . , musı́ tato
posloupnost dělenı́ skončit tı́mto způsobem.
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Ukončenı́ a korektnost Eukl. algoritmu

Poslednı́ dělenı́ rn−1 = rn·qn+1 + 0 je tvaru
rn−1 = rn·qn+1 + rn+1, kde rn+1 = 0.

Poněvadž b > r0 > r1 > r2 > . . . , musı́ tato
posloupnost dělenı́ skončit tı́mto způsobem.

Pro r0 = 0, tj. b | a a tedy (a, b) = b, položme
n = −1 a označme ještě r−1 = b.
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Ukončenı́ a korektnost Eukl. algoritmu

Poslednı́ dělenı́ rn−1 = rn·qn+1 + 0 je tvaru
rn−1 = rn·qn+1 + rn+1, kde rn+1 = 0.

Poněvadž b > r0 > r1 > r2 > . . . , musı́ tato
posloupnost dělenı́ skončit tı́mto způsobem.

Pro r0 = 0, tj. b | a a tedy (a, b) = b, položme
n = −1 a označme ještě r−1 = b.

Pro r0 > 0 existuje n ∈ N ∪ {0} takové, že
rn+1 = 0.
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Ukončenı́ a korektnost Eukl. algoritmu

Poslednı́ dělenı́ rn−1 = rn·qn+1 + 0 je tvaru
rn−1 = rn·qn+1 + rn+1, kde rn+1 = 0.

Poněvadž b > r0 > r1 > r2 > . . . , musı́ tato
posloupnost dělenı́ skončit tı́mto způsobem.

Pro r0 = 0, tj. b | a a tedy (a, b) = b, položme
n = −1 a označme ještě r−1 = b.

Pro r0 > 0 existuje n ∈ N ∪ {0} takové, že
rn+1 = 0.

Věta. Necht’ a, b ∈ N. Pak (a, b) = rn.
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Bezoutova rovnost

Věta. Pro libovolná a, b ∈ Z taková, že a 6= 0
nebo b 6= 0, existujı́ u, v ∈ Z taková, že
(a, b) = a·u+ b·v.
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Bezoutova rovnost

Věta. Pro libovolná a, b ∈ Z taková, že a 6= 0
nebo b 6= 0, existujı́ u, v ∈ Z taková, že
(a, b) = a·u+ b·v.

Důsledek. Necht’ a, b ∈ Z, a 6= 0 nebo b 6= 0. Pak
čı́slo d ∈ N je největšı́m společným dělitelem
čı́sel a, b, právě když d | a, d | b a je splněna
podmı́nka, že pro každé čı́slo e ∈ N s vlastnostı́,
že e | a, e | b, platı́ e | d.
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Nesoudělnost

Řekneme, že čı́sla a, b ∈ Z jsou nesoudělná,
jestliže (a, b) = 1.
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Nesoudělnost

Řekneme, že čı́sla a, b ∈ Z jsou nesoudělná,
jestliže (a, b) = 1.

Důsledek. Jestliže pro čı́sla a, b, c ∈ Z platı́ a | b·c
a současně (a, b) = 1, pak odtud plyne a | c.
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Prvočı́sla

Přirozené čı́slo p ≥ 2 se nazývá prvočı́slo,
jestliže přirozenými čı́sly, která jsou jeho děliteli,
jsou pouze čı́sla 1 a p.
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Prvočı́sla

Přirozené čı́slo p ≥ 2 se nazývá prvočı́slo,
jestliže přirozenými čı́sly, která jsou jeho děliteli,
jsou pouze čı́sla 1 a p.

Věta. Pro každé přirozené čı́slo a ≥ 2 platı́, že
bud’to a je prvočı́slo, anebo a je možno rozložit
na součin prvočı́sel, přičemž tento rozklad je
jediný až na pořadı́ činitelů.
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Prvočı́sla

Přirozené čı́slo p ≥ 2 se nazývá prvočı́slo,
jestliže přirozenými čı́sly, která jsou jeho děliteli,
jsou pouze čı́sla 1 a p.

Věta. Pro každé přirozené čı́slo a ≥ 2 platı́, že
bud’to a je prvočı́slo, anebo a je možno rozložit
na součin prvočı́sel, přičemž tento rozklad je
jediný až na pořadı́ činitelů.

Důsledek. Existuje nekonečně mnoho
prvočı́sel.
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