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V této kapitole pripomeneme pojem (binarni)
relace a nekteré specialni relace (reflexivni,
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Abstrakt

V této kapitole pripomeneme pojem (binarni)
relace a nekteré specialni relace (reflexivni,
tranzitivni, symetricka, antisymetricka,
ekvivalence).

Pokracujeme pak pojmem jadra zobrazeni
jakozto relace na mnozine.

Stezejnim pojmem je pojem rozkladu mnoziny,
ktery koresponduje relaci ekvivalence na
mnozine.

Aplikaci vyse uvedenych pojmu zkonstruujeme
mnozinu racionalnich cCisel.
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Obsah prednasky

Uvod
Reflexivni, tranzitivni, symetricka a
antisymetricka relace.

Relace ekvivalence.
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Obsah prednasky

Uvod
Reflexivni, tranzitivni, symetricka a
antisymetricka relace.

Relace ekvivalence.

Jadro zobrazeni
Rozklad mnoziny.

Konstrukce racionalnich cisel.
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Opakovani - relace

Necht A je mnozina a necht n > 1 je pfirozené
cislo. Pak libovolnou podmnozinu ¢ kartezské
mocniny A™ nazyvame n-arni relaci na mnoziné

A.
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Je-lin =1, pak ¢ je podmnozinou mnoziny
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A.

Je-lin =1, pak ¢ je podmnozinou mnoziny
A = Al atikdme téz, Ze o je unarni relace na A.

Je-lin = 2, tedy je-li o C A2, fikdme, Ze ¢ je
binarni relace na A.
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Opakovani - relace

Necht A je mnozina a necht n > 1 je pfirozené
cislo. Pak libovolnou podmnozinu ¢ kartezské
mocniny A™ nazyvame n-arni relaci na mnoziné
A.

Je-lin =1, pak ¢ je podmnozinou mnoziny

A = Al atikdme téz, Ze o je unarni relace na A.
Je-lin = 2, tedy je-li o C A2, fikdme, Ze ¢ je
binarni relace na A.

Je-lin =3, 1. o C A%, tikdme, Ze o je ternarni
relace na A.
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Reflexivni relace

Pro libovolnou mnozinu A je identické zobrazeni
id 4 relaci na mnoziné A, znaci se téz A 4, takze
As={(a,a)| a € A}, a nazyva se diagonalni
relace na A.
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Reflexivni relace

Pro libovolnou mnozinu A je identické zobrazeni
id 4 relaci na mnoziné A, znaci se téz A 4, takze
As={(a,a)| a € A}, a nazyva se diagonalni
relace na A.

Relace ¢ na A se nazyva reflexivni, je-li splnéno
A4 C o, tedy platl'-li

(Va € A)(apa).

reflexivnost: a) kazdy bod je opatfen smyckou,
b) v hlavni diagonale tabulky
jsou sameé jednicky.
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Symetricka relace

Relace o na A se nazyva symetricka, je-li
splnéno o = o1, tedy plati-Ii

(Va,b € A)(apb = boa).
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Symetricka relace

Relace o na A se nazyva symetricka, je-li
splnéno o = o1, tedy plati-Ii

(Va,b € A)(apb = boa).

symetrie: a) mezi dvéma ruznymi body jsou
bud dvé Sipky nebo Zadna Sipka
b) tabulka je symetricka podle
hlavni diagonaly
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Antisymetricka relace

Relace o na A se nazyva antisymetricka, je-li
spinéno o N ot C Ay, tedy plati-li

(Va,b e A)(apb & bpa — a=1D).
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Antisymetricka relace

Relace o na A se nazyva antisymetricka, je-li
spinéno o N ot C Ay, tedy plati-li

(Va,b € A)(aob & bpoa = a =0D).

antisymetrie: a) mezi dvéma ruznymi body
je bud jedna nebo zadna Sipka
b) dvé ruzna policka symetricka pc
hlavni diagonaly obsahuji nejvy
jednu jednicku
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ijlné relace

Relace p na A se nazyva uplna, je-li splnéno
oUpo ! D Ax A, tedy plati-li

(Va,b € A)(apb V boa).
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ﬁplné relace

Relace p na A se nazyva uplna, je-li splnéno
oUpo ! D Ax A, tedy plati-li

(Va,b € A)(apb V boa).

uplnost: a) kazdy bod je opatfen smycCkou
a kazdé dva ruzné body jsou spojen
Sipkou
b) v hlavni diagonale jsou same jednicl
a dvé ruzna policka symetricka podl
hlavni diagonaly obsahuji alespon
iednu iedniéku Ekvivalence a rozklady — p.8/33



Tranzitivni a asymetricka relace

Relace p na A se nazyva tranzitivni, je-li
splnéno p o o C p, tedy plati-|i

(Va,b,c € A)(apb & boc = apc).
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Tranzitivni a asymetricka relace

Relace p na A se nazyva tranzitivni, je-li
splnéno p o o C p, tedy plati-|i

(Va,b,c € A)(apb & boc = apc).

Relace po na A se nazyva asymetricka, je-li
splnéno o N o~ = 0, tedy plati-Ii

(Va,b € A)(aob = bja).
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Priklady relaci I

Priklad E1. Necht A = N, B = N. Pak
o={(x,y) € NxN | y—z je kladné Cislo} je
relaci mezi mnozinami A, B.
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Priklady relaci I1

Priklad E 2. Necht A je mnozina. Dva specialni
pripady relaci na mnoziné A jsou prazdna
mnozina (relace) a univerzalni relace A x A.
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Priklad E 2. Necht A je mnozina. Dva specialni
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Priklady relaci I1

Priklad E 2. Necht A je mnozina. Dva specialni
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Priklady relaci I1

Priklad E 2. Necht A je mnozina. Dva specialni
pripady relaci na mnoziné A jsou prazdna
mnozina (relace) a univerzalni relace A x A.

prazdna relace

univerzalni relace

reflexivni NI= ANO
symetricka ANO ANO
antisymetricka ANO NE

tranzitivni ANO ANO
uplna NE ANO
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Priklady relaci I11

Priklad E 3. Bud A mnozina. Uvazme relaci
Re = {(X,Y) € P(A) x P(A) : X CY).
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Priklady relaci I11

Priklad E 3. Bud A mnozina. Uvazme relaci
Re = {(X,Y) € P(A) x P(A) : X CY).

reflexivni ANO
symetricka NE
antisymetricka ANO
tranzitivni ANO
uplna N|=
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Priklady relaci IV

Piiklad E 4. Bud A mnozina. Mnozina
Agq=A{(z,z):x € A} Je relace rovnosti na A.
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Priklady relaci IV

Priklad E 4. Bud A mnozina. Mnozina
Ag={(z,x):x € A} jere
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Priklady relaci IV

Priklad E 4. Bud A mnozina. Mnozina
Ag={(z,x):x € A} jere

reflexivni ANO
symetricka ANO
antisymetricka ANO
tranzitivni ANO
uplna N|=

ace rovnosti na A.
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Relace ekvivalence

Relace # na mnozine A, ktera je soucasne
reflexivni, symetricka a tranzitivni, se nazyva
ekvivalence na A.
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Relace ekvivalence

Relace # na mnozine A, ktera je soucasne
reflexivni, symetricka a tranzitivni, se nazyva
ekvivalence na A.

Jsou-li prvky a,b € A takove, ze a 0 b, rikame, ze
prvek a je ekvivalentni prvku b podle 6.
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Relace ekvivalence

Relace # na mnozine A, ktera je soucasne
reflexivni, symetricka a tranzitivni, se nazyva
ekvivalence na A.

Jsou-li prvky a,b € A takove, ze a 0 b, rikame, ze
prvek a je ekvivalentni prvku b podle 6.

Priklady ekvivalenci na mnozine A - diagonalni
(nejmensi) a univerzalni relace (nejvetsi).
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Jadro zobrazeni

Necht A, B jsou mnoziny anecht f: A — B je
zobrazeni. Definujme relaci ker f na A
predpisem:

(Va,b € A)((a,b) € ker f <= f(a) = f(])).
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Jadro zobrazeni

Necht A, B jsou mnoziny anecht f: A — B je
zobrazeni. Definujme relaci ker f na A
predpisem:

(Va,b € A)((a,b) € ker f <= f(a) = f(])).

Pak ker f je ekvivalence na A a nazyva se jadro
zobrazeni f.
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Rozklad mnoziny

Bud A mnozina a bud R C P(A) libovolny soubor
podmnozin mnoziny A splnujici podminky:

0De¢R,
VX, YERX£ZY = XNY =0),
UR = A.
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Rozklad mnoziny

Bud A mnozina a bud R C P(A) libovolny soubor
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Rozklad mnoziny

Bud A mnozina a bud R C P(A) libovolny soubor
podmnozin mnoziny A splnujici podminky:

0De¢R,
VX, Y ER(XAY = XNY =),
UR = A.

Pak R se nazyva rozklad mnoziny A. Mnoziny,
jez jsou prvky R se nazyvaji tridy rozkladu R.

Ekvivalence a rozklady — p.16/33



Intuitivni predstava

Rozklad na mnozine je mozné si schematicky
predstavit tak, ze mnozinou A je kus papiru,
ktery nuzkami rozstfihame na kousky, coz budou

prislusné tridy rozkladu.
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Intuitivni predstava

Rozklad na mnozine je mozné si schematicky
predstavit tak, ze mnozinou A je kus papiru,
ktery nuzkami rozstfihame na kousky, coz budou
prislusné tridy rozkladu.

Nazorné receno, rozklad R reprezentuje
rozdeleni mnoziny A na soubor neprazdnych
vzajemne disjunktnich trid.
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Grafickeé znazorneéni rozkladu

Rozklad na mnoziné si muzeme ilustrovat
nacrtkem podobného tvaru, jaky je uveden na
nasledujicim obrazku.
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Grafickeé znazorneéni rozkladu

Rozklad na mnoziné si muzeme ilustrovat
nacrtkem podobného tvaru, jaky je uveden na
nasledujicim obrazku.
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Priklady rozkladu - 1

Priklad D.1 Necht A, B jsou mnoziny a necht
f: A— B |e zobrazeni. Pro libovolny prvek
b € f(A) definujme mnozinu

f7H(b) = fa€ Al b= f(a)}
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Priklady rozkladu - 1

Priklad D.1 Necht A, B jsou mnoziny a necht
f: A— B |e zobrazeni. Pro libovolny prvek
b € f(A) definujme mnozinu

f () ={ac Al b= f(a)}.
Pak soubor mnozin
{f(b)| be f(A)}

tvofi rozklad mnoziny A. Rikame, Ze jde o rozklad
mnoziny A indukovany zobrazenim f.
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Priklady rozkladu - 11

Priklad D.2 Necht A je libovolna neprazdna
mnozina. Pak nejjednodussimi priklady rozkladu
na mnozine A jsou nasledujici dva rozklady :
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Priklady rozkladu - 11

Priklad D.2 Necht A je libovolna neprazdna
mnozina. Pak nejjednodussimi priklady rozkladu
na mnozine A jsou nasledujici dva rozklady :

R = {{a} : pro kazdé a € A}, coz je rozklad,
ktery ma tolik tfid, kolik prvki ma mnozina A,
pricemz kazda jeho trida obsahuje vzdy
prave jeden prvek
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Priklady rozkladu - 11

Priklad D.2 Necht A je libovolna neprazdna
mnozina. Pak nejjednodussimi priklady rozkladu
na mnozine A jsou nasledujici dva rozklady :

R = {{a} : pro kazdé a € A}, coz je rozklad,
ktery ma tolik tfid, kolik prvki ma mnozina A,
pricemz kazda jeho trida obsahuje vzdy
prave jeden prvek

R ={A}, coz e rozklad, ktery ma jedinou
tridu, a to mnozinu A.
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Priklady rozkladu - III

Priklad D.3 Necht A = Z . Pak mnoziny
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Priklady rozkladu - III

Priklad D.3 Necht A = Z . Pak mnoziny
{x eZ | x < -2},
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Priklady rozkladu - III

Priklad D.3 Necht A = Z . Pak mnoziny
{x eZ | x < -2},
{_17 0}5
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Priklady rozkladu - III

Priklad D.3 Necht A = Z . Pak mnoziny
{xreZ|x < -2},

{—1,0},

{x € Z | x e sudé, kladne},
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Priklady rozkladu - III

Priklad D.3 Necht A = Z . Pak mnoziny
{xreZ|x < -2},

{—1,0},

{x € Z | x e sudé, kladne},

{r € 7Z | xjeliché, kladné}

Ekvivalence

a rozklady — p.21/33



Priklady rozkladu - III

Priklad D.3 Necht A = Z . Pak mnoziny
{xreZ|x < -2},

{—1,0},

{x € Z | x e sudé, kladne},

{r € 7Z | xjeliché, kladné}

tvofi rozklad na mnoziné Z vsech celych cCisel.

Ekvivalence

a rozklady — p.21/33



Priklady rozkladu - III

Priklad D.3 Necht A = Z . Pak mnoziny
{xreZ|x < -2},
{—1,0},
{x € Z | x e sudé, kladne},
{r € 7Z | xjeliché, kladné}

tvofi rozklad na mnoziné Z vsech celych cCisel.
Tento rozklad ma 4 tridy, z nichz trfi tridy maji ne-
konecné mnoho prvku a jedna tfida ma konecne
mnoho prvku.

Ekvivalence a rozklady — p.21/33



Priklady rozkladu - IV

Priklad D.4 Necht A =R.

Ekvivalence a rozklady — p.22/33



Priklady rozkladu - I'V

Priklad D.4 Necht A = R. Pro libovolné celé
cislo £ oznacme symbolem I, realny interval
<k, k+1),tzn.:
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Priklady rozkladu - I'V

Priklad D.4 Necht A = R. Pro libovolné celé
cislo £ oznacme symbolem I, realny interval
<k, k+1),tzn.:

I={reR|k<z<k+1}.
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Priklady rozkladu - I'V

Priklad D.4 Necht A = R. Pro libovolné celé
cislo £ oznacme symbolem I, realny interval
<k, k+1),tzn.:

I={reR|k<z<k+1}.

Potom R = {I, | £ € Z} je rozklad na mnozine
R vsech realnych Cisel.
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Priklady rozkladu - I'V

Priklad D.4 Necht A = R. Pro libovolné celé
cislo £ oznacme symbolem I, realny interval
<k, k+1),tzn.:

I={reR|k<{z<k+1}.

Potom R = {I, | £ € Z} je rozklad na mnozine
R vSech realnych Cisel. Tento rozklad ma neko-
necné mnoho trid a kazda jeho tfida ma neko-
necné mnoho prvku.

Ekvivalence a rozklady — p.22/33



Trida ekvivalence

Bud 6 ekvivalence na mnoziné A. Pro kazdy
prvek a € A definujeme mnozinu

a0 ={bec A|abb}.
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Trida ekvivalence

Bud 6 ekvivalence na mnoziné A. Pro kazdy
prvek a € A definujeme mnozinu

a0 ={bec A|abb}.

Tato mnozina se nazyva trida ekvivalence ¢
urcena prvkem a.

Ekvivalence a rozklady — p.23/33



Vlastnosti trid ekvivalence

Tvrzeni. Bud 0 ekvivalence na mnoziné A. Pak
pro kterékoliv dva prvky a,b € A plati:
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Vlastnosti trid ekvivalence

Tvrzeni. Bud 0 ekvivalence na mnoziné A. Pak
pro kterékoliv dva prvky a,b € A plati:

a € |alf,
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Vlastnosti trid ekvivalence

Tvrzeni. Bud 0 ekvivalence na mnoziné A. Pak
pro kterékoliv dva prvky a,b € A plati:

a € |alf,

aldN bl #0 < [a]0 = [b]0 <= abb.

Ekvivalence a rozklady — p.24/33



Rozklad podle ekvivalence

Soubor mnozin
A0 = {[a]e\ a E A}

tvori rozklad mnoziny A.
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Rozklad podle ekvivalence

Soubor mnozin
A0 = {[a]@\ a & A}

tvori rozklad mnoziny A.

Mluvime o rozkladu podle ekvivalence 0, nebo
téz o faktorové mnoziné ekvivalence 6 na A.
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Rozklad podle ekvivalence

Soubor mnozin
A0 = {[a]@\ a & A}

tvori rozklad mnoziny A.

Mluvime o rozkladu podle ekvivalence 0, nebo
téz o faktorové mnoziné ekvivalence 6 na A.

Vytvorili jsme rozklad mnoziny A na tfidy prvku
vzajemne ekvivalentnich podle 6.

Ekvivalence a rozklady — p.25/33



Priklady rozkladu - V

Priklad D.5 Necht A je libovolna neprazdna
mnozina.
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Priklady rozkladu - V

Priklad D.5 Necht A je libovolna neprazdna
mnozina.

faktorova mnozina A/A 4 je rovna rozkladu

way | ac Aj,
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Priklady rozkladu - V

Priklad D.5 Necht A je libovolna neprazdna
mnozina.

faktorova mnozina A/A 4 je rovna rozkladu
wat|ae A,

faktorova mnozina A / Ax A je rovna
rozkladu {A}.

Ekvivalence a rozklady — p.26/33



Priklady rozkladu - VI

Priklad D.6 Necht A, B jsou mnoziny a necht
f: A— B je zobrazeni.
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Priklady rozkladu - VI

Priklad D.6 Necht A, B jsou mnoziny a necht
f: A— B je zobrazeni.

Pak faktorova mnozina A/ker f je prave vyse
popsany (priklad D.1) rozklad mnoziny A
indukovany zobrazenim f.
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Priklady rozkladu - VI

Priklad D.6 Necht A, B jsou mnoziny a necht
f: A— B je zobrazeni.

Pak faktorova mnozina A/ker f je prave vyse
popsany (priklad D.1) rozklad mnoziny A
indukovany zobrazenim f.

Navic pro obraz f(A) pri tomto zobrazeni plati

f(A) = A/ker f

Ekvivalence a rozklady — p.27/33



Ekvivalence prislusna rozkladu

Bud nyni R rozklad mnoziny A.
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Ekvivalence prislusna rozkladu

Bud nyni R rozklad mnoziny A.
Definujeme relaci =z na mnozine A predpisem

(Va,be A)(a =g b <= (X € R)(a,b € X)).
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Ekvivalence prislusna rozkladu

Bud nyni R rozklad mnoziny A.
Definujeme relaci =z na mnozine A predpisem

(Va,b € A)(a = b <= (X € R)(a,be X)).

Protoze R je rozklad mnoziny A, je =x
ekvivalence na A.

Ekvivalence a rozklady — p.28/33



Ekvivalence prislusna rozkladu

Bud nyni R rozklad mnoziny A.
Definujeme relaci =z na mnozine A predpisem

(Va,b € A)(a = b <= (X € R)(a,be X)).

Protoze R je rozklad mnoziny A, je =x
ekvivalence na A.

Dva prvky a,b € A jsou ekvivalentni podle =5
prave kdyz lezi ve stejne tride rozkladu R.

Ekvivalence a rozklady — p.28/33



Ekvivalence prislusna rozkladu

Bud nyni R rozklad mnoziny A.
Definujeme relaci =z na mnozine A predpisem

(Va,be A)(a =g b <= (X € R)(a,b € X)).
Protoze R je rozklad mnoziny A, je =5

ekvivalence na A.

Dva prvky a,b € A jsou ekvivalentni podle =5
prave kdyz lezi ve stejne tride rozkladu R.

Mluvime o ekvivalenci na A pfislusne
rozkladu R.

Ekvivalence a rozklady — p.28/33



Vztah mezi ekvivalencemi a rozklady

Oznacme £(A) mnozinu vsech ekvivalenci na A
a II(A) mnozinu vsech rozkladu mnoziny A.

Ekvivalence a rozklady — p.29/33



Vztah mezi ekvivalencemi a rozklady

Oznacme £(A) mnozinu vsech ekvivalenci na A
a II(A) mnozinu vsech rozkladu mnoziny A.

Véta. Bud A mnozina. Pak zobrazeni

p: E(A) -TI(A) a ¢ : II(A) — E(A)
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Vztah mezi ekvivalencemi a rozklady

Oznacme £(A) mnozinu vsech ekvivalenci na A
a II(A) mnozinu vsech rozkladu mnoziny A.

Véta. Bud A mnozina. Pak zobrazeni
p: E(A) -TI(A) a ¢ : II(A) — E(A)

dané pro kazdou ekvivalenci # na A a pro kazdy
rozklad R mnoziny A predpisem

p(0) =A/0 a Y(R)==r
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Vztah mezi ekvivalencemi a rozklady

Oznacme £(A) mnozinu vsech ekvivalenci na A
a II(A) mnozinu vsech rozkladu mnoziny A.

Véta. Bud A mnozina. Pak zobrazeni
p: E(A) -TI(A) a ¢ : II(A) — E(A)

dané pro kazdou ekvivalenci # na A a pro kazdy
rozklad R mnoziny A predpisem

p(0) =A/0 a Y(R)==r

jsou vzajemne inverzni bijekce £(A) a II(A).

Ekvivalence a rozklady — p.29/33



Konstrukce racionalnich cisel - 1

Ukazeme, jak s pomoci ekvivalenci a rozkladu
Ize z mnoziny

N=1{1,23,...}
vsech prirozenych Cisel a z mnoziny
Z={...,-2,-1,01,2,...}

vsech celych Cisel sestrojit mnozinu QQ vsech
racionalnich Cisel.

Ekvivalence a rozklady — p.30/33



Konstrukce racionalnich cisel - 11

Racionalni Cisla jsou zlomky tvaru g kdep € Z a
qg € N.

Ekvivalence a rozklady — p.31/33



Konstrukce racionalnich cisel - 11

Racionalni Cisla jsou zlomky tvaru g kdep € Z a
g € N. Pro libovolna p,s € Z a ¢q,t € N plati:

= <~ pt=sq,
q
kde p-t,s-q € Z.
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Konstrukce racionalnich cisel - 11

Racionalni Cisla jsou zlomky tvaru g kdep € Z a
g € N. Pro libovolna p,s € Z a ¢q,t € N plati:
S
- B <— p-t=s4q,
q t

kde p-t, s-q € Z. Budeme definovat na mnoziné
7. x N relaci ~ nasledovné:
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Konstrukce racionalnich cisel - 11

Racionalni Cisla jsou zlomky tvaru g kdep € Z a
g € N. Pro libovolna p,s € Z a ¢q,t € N plati:

p S
— = - <— pl=sq,
qg U

kde p-t, s-q € Z. Budeme definovat na mnoziné
Z, x N relaci ~ nasledovné: Pro libovolna p, s € Z
aqg,t € Nklademe

(p,q) = (s,t) < pt=-sq.

Ekvivalence a rozklady — p.31/33



Konstrukce racionalnich cisel - I11

~ Je ekvivalence na mnozine Z x N.
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Konstrukce racionalnich cisel - I11

~ Je ekvivalence na mnozine Z x N. Mame pak
faktorovou mnozinu Z x N / ~.
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Konstrukce racionalnich cisel - 111

~ Je ekvivalence na mnozine Z x N. Mame pak
faktorovou mnozinu Z x N / ~. Zobrazeni

£E: Q—ZxN/=

dané pro kazda p € Z a ¢ € N predpisem
A "
5(5) = [(p, q)|=

je korektné definovano a je to bijekce mezi
mnozinami QaZ x N/ ~.

Ekvivalence a rozklady — p.32/33



Konstrukce racionalnich cisel - IV

Zkonstruujeme mnozinu Q tak, ze |i polozime
primo rovnu faktorové mnozine Z x N / ~.

Ekvivalence a rozklady — p.33/33
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