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Abstrakt

V této kapitole se budeme zabyvat studiem
vzajemnych vztahtl mezi grupami.
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Abstrakt

V této kapitole se budeme zabyvat studiem
vzajemnych vztahtl mezi grupami.

K tomu Ucelu budeme pouzivat zobrazeni mezi
temito grupami, ktera budou "prenaset strukturu
grupy” - homomorfismus grup.

Ukazeme, ze kazdou podgrupu Ize vnofit do
vhodné grupy permutaci. Prozkoumame vztah
mezi pocty prvkl grupy a jeji podgrupy.

Homomorfismy grup — p.2/23



Obsah prednasky

Homomorfismus grup. Podgrupa.
Homomorfni obraz grupy.
Vnoreni. Izomorfismus grup.
Cayleyho veéta.
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Obsah prednasky

Homomorfismus grup. Podgrupa.
Homomorfni obraz grupy.
Vnoreni. Izomorfismus grup.
Cayleyho veéta.

Leve tridy podle podgrupy.
Vlastnosti levych trid.

Rad grupy a index podgrupy, Lagrangeova
veta.

Stabilizator a orbita
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Homomor filsmus gr upy

Definice.Necht (G, -) a (H, *) jsou dvé grupy a
necht f : G — H je zobrazeni.



Homomor filsmus gr upy

Definice.Necht (G, -) a (H, ) jsou dvé grupy a
necht f : G — H je zobrazeni.

Rekneme, Ze f je homomorfismus grupy (G, -)
do grupy (H, ), je-li spInéna podminka

(Va,b € G)(f(a-b) = f(a) x £(D)).



Homomor filsmus gr upy

Definice.Necht (G, -) a (H, *) jsou dvé grupy a
necht f : G — H je zobrazeni.

Rekneme, Ze f je homomorfismus grupy (G, -)
do grupy (H, ), je-li spInéna podminka

(Va,b € G)(f(a-b) = fla) x f(b)).
Je—li zobrazeni f navic injektivni, pak se nazyva

vhoreni, resp. je—li zobrazeni f navic bijektivni,
pak se nazyva izomorfismus.
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Priklady |

Priklad.

1. Necht (G, -) je libovolna grupa. Pak identické
zobrazeni idg : G — G Je vzdy
homomorfismus, ktery je navic vzdy
Izomorfismem.

Homomorfismy grup — p.5/23



Priklady 11

2. Necht (G, -) a (H, %) jsou dve grupy, e
neutralni prvek H . Potom zobrazeni

f: G — H, definované:
f(x) = e prokazdé z € G

Je homomorfismus. Tento homomorfismus je
vhorenim, prave kdyz mnozina G je
jednoprvkova, resp. je izomorfismem prave
kdyz obeé mnoziny GG, H jsou jednoprvkove.

Homomorfismy grup — p.6/23



Priklady |11

3. Vezmeme libovolne Cislo n € N a uvazme
zobrazeni h: 7Z — 7, dané pro kazdé a € 7Z
predpisem h(a) = |al,.

Homomorfismy grup — p.7/23



Priklady |11

3. Vezmeme libovolne Cislo n € N a uvazme
zobrazeni h: 7Z — 7, dané pro kazdé a € 7Z
oredpisem h(a) = |al,.

Pak zobrazeni h jJe homomorfismus grupy
(Z,+) do grupy (Z,, +), nebot pro libovolna
a,b € Z mame |a + b],, = |al, + [b].
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Priklady |11

3. Vezmeme libovolneé Cislo n € N a uvazme
zobrazeni h: 7Z — 7, dané pro kazdé a € 7Z

oredpisem h(a) = |al,.

Pak zobrazeni h jJe homomorfismus grupy
(Z,+) do grupy (Z,, +), nebot pro libovolna
a,b € Z mame |a + b],, = |al, + [b].

Tento surjektivni homomorfismus neni
vnoreni a neni izomorfismus.

Homomorfismy grup — p.7/23



Priklady 1V

4. Necht n € N je libovolné Cislo. Pro kterékoliv
dve permutace o, 7 € S,, plati rovhost

p(aoT) = p(a)p(7),
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Priklady 1V

4. Necht n € N je libovolné Cislo. Pro kterékoliv
dve permutace o, 7 € S,, plati rovhost

p(ooT)=p(0)p(T).
Tedy zobrazeni p : S, — Q — {0} pfifazujici

kazdé permutaci o € S, jeji paritu p(o) je
homomorfismus grupy (S, o) do grupy

(Q B {0}7 )
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Priklady 1V

4. Necht n € N je libovolné Cislo. Pro kterékoliv
dve permutace o, 7 € S,, plati rovhost

p(ooT) = p(0)p(T).

Tedy zobrazeni p : S, — Q — {0} pfifazujici
kazdé permutaci o € S, jeji paritu p(o) je
homomorfismus grupy (S, o) do grupy

(Q B {0}7 )

Tento homomorfismus neni vnoreni (pro
n > 3), neni surjektivni a neni izomorfismus.

Homomorfismy grup — p.8/23



Zachovavani operaci a skladani

Tvrzeni. Jsou-li (G, ), resp. (H, %) grupy majici jednotkové
prvky 1, resp. 1 aje-li f : G — H homomorfismus grupy
(G, ) do grupy (H, *), pak jsou rovnez splnény podminky

f)=1 a (YaeG)(f(a™)=f(a)).
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Zachovavani operaci a skladani

Tvrzeni. Jsou-li (G, ), resp. (H, %) grupy majici jednotkové
prvky 1, resp. 1 aje-li f : G — H homomorfismus grupy
(G, -) do grupy (H, *), pak jsou rovnéz splnény podminky

f)=1 a (YaeG)(f(a™)=f(a)).

Tvrzeni. Necht (G,-), (H,*) a (K,e) jsou grupy a necht
f: G— H,resp.g: H— K jsou homomorfismy grupy
(G,-) do grupy (H,x*), resp. grupy (H,x) do grupy (K, e).
Pak slozeneé zobrazeni go f : G — K je homomorfismus

grupy (G, -) do grupy (K, e).

Homomorfismy grup — p.9/23



Podgrupy

Necht (G, -) je grupa a necht neprazdna
podmnozina H C G je uzaviena vzhledem k
operaci - tak, ze (H,-) je sama grupou.
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Podgrupy

Necht (G, -) je grupa a necht neprazdna
podmnozina H C G je uzaviena vzhledem k

operaci - tak, ze (H,-) je sama grupou.
Potom (H, -) se nazyva podgrupa grupy (G, -).
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Podgrupy

Necht (G, -) je grupa a necht neprazdna
podmnozina H C G je uzaviena vzhledem k

operaci - tak, ze (H,-) je sama grupou.
Potom (H, -) se nazyva podgrupa grupy (G, -).
Véta. Necht (H,-) je podgrupa grupy (G, -). Pak
1. jedniCka podgrupy (H, -) je totozna s
jednickou grupy (G, )

2. Inverzni prvek k prvku A € H v podgrupée
(H,-) je totozny s inverznim prvkem Kk prvku

h v grupé (G,-).

Homomor fismy grup — p.10/23



Priklady V

5. Grupa (Zs,,+) ma dva prvky, totiz tfidy [0}, a
1]5. Mnozina Cisel {—1,1} je zfejmé
podgrupou grupy (Q — {0}, ).



Priklady V

5. Grupa (Zs,,+) ma dva prvky, totiz tfidy [0}, a

hodgrupou gru

1|5. Mnozina Cisel {—1,1} je zfejmé

Oy (@ i {O}v )

| Ze se presveo

na mnozinu {—

Cit, Ze zobrazeni mnoziny Z,
1,1} prifazujici tfide 0], Cislo

1 a tfide |1}, Cislo —1 je izomorfismus grupy
(ZZ> _|_) Na grupu ({_17 1}7 )
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PFiklady VI

6. Zobrazeni log : R™ — R pfifazujici kazdému
kladnému realnému cCislu = jeho prirozeny
logaritmus log(x) je bijekci mnoziny R
vsech kladnych realnych Cisel na mnozinu R
vsech realnych Cisel.
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PFiklady VI

6. Zobrazeni log : R™ — R pfifazujici kazdému
kladnému realnému cCislu = jeho prirozeny
logaritmus log(x) je bijekci mnoziny R
vsech kladnych realnych Cisel na mnozinu R
vsech realnych Cisel.

log je izomorfismus grupy (R, -) na grupu
(R, +), nebot pro libovolna kladna realna
Cisla z, y plati log(x - y) = log(x) + log(y).

Homomorfismy grup — p.12/23



Homomorfni obraz grupy

Tvrzeni. Necht (G, -) a (H, *) jsou grupy a necht
f: G — H je homomorfismus grupy (G, -) do
grupy (H, ). Potom obraz f(G) = {f(a)| a € G}

pri tomto homomorfismu je podgrupa grupy
(H, *).



Homomorfni obraz grupy

Tvrzeni. Necht (G, -) a (H, *) jsou grupy a necht
f: G — H je homomorfismus grupy (G, -) do
grupy (H, x). Potom obraz f(G) = {f(a)| a € G}
pri tomto homomorfismu je podgrupa grupy

(H, *).

Tvrzeni. Jsou-li (G,-) a (H,*) grupy a je-li
f: G — H izomorfismus téchto grup, pak take

inverzni zobrazeni f~!: H — G je izomorfismem
techto grup.



Shrnuti

Necht znovu (G, -) a (H, x) jsou grupy a necht
f: G — H je homomorfismus grupy (G, -) do

grupy (H, ).



Shrnuti

Necht znovu (G, -) a (H, x) jsou grupy a necht

f: G — H je homomorfismus grupy (G, -) do
grupy (H, *).

Obraz f(G) pfi tomto homomorfismu je podgrupa
grupy (H, *) tj. (f(G),*) je sama grupou.



Shrnuti

Necht znovu (G, -) a (H, x) jsou grupy a necht

f: G — H je homomorfismus grupy (G, -) do
grupy (H, *).

Obraz f(G) pfi tomto homomorfismu je podgrupa
grupy (H, *) tj. (f(G),*) je sama grupou.

Je-li navic zobrazeni f prosté, pak Ize toto
zobrazeni chapat jako bijekci mnoziny G na
mnozinu f(G).
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Shrnuti

Necht znovu (G, -) a (H, x) jsou grupy a necht

f: G — H je homomorfismus grupy (G, -) do
grupy (H, *).

Obraz f(G) pfi tomto homomorfismu je podgrupa
grupy (H, *) tj. (f(G),*) je sama grupou.

Je-li navic zobrazeni f prosté, pak Ize toto
zobrazeni chapat jako bijekci mnoziny G na
mnozinu f(G).

Jde tedy o izomorfismus grupy (G,-) na grupu
(f(G),*), jez je podgrupou grupy (H, ).

Homomor fismy grup — p.14/23



Cayleyho véeta

Veéta. Kazda grupa (G, -) je izomorfni nékteré
podgrupé grupy permutaci (S(X), o) pro néjakou
mnoZinu X. Je-li uvedena grupa kone¢na, muze
byt mnozina X také konecna.

Homomorfismy grup — p.15/23



Cayleyho véeta

Veéta. Kazda grupa (G, -) je izomorfni nékteré
podgrupé grupy permutaci (S(X), o) pro néjakou
mnoZinu X. Je-li uvedena grupa kone¢na, muze
byt mnozina X také konecna.

Nastin dlikazu: Pro a € G definujeme zobrazeni
A G— Gjako \,(g) =a-gproged.
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Cayleyho véeta

Veéta. Kazda grupa (G, -) je izomorfni nékteré
podgrupé grupy permutaci (S(X), o) pro néjakou
mnoZinu X. Je-li uvedena grupa kone¢na, muze
byt mnozina X také konecna.

Nastin dlikazu: Pro a € G definujeme zobrazeni
A G— Gjako \,(g) =a-gproged.
Zobrazeni )\, je permutace mnoziny G.
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Cayleyho véeta

Veéta. Kazda grupa (G, -) je izomorfni nékteré
podgrupé grupy permutaci (S(X), o) pro néjakou
mnoZinu X. Je-li uvedena grupa kone¢na, muze
byt mnozina X také konecna.

Nastin dlikazu: Pro a € G definujeme zobrazeni
A G— Gjako \,(g) =a-gproged.
Zobrazeni )\, je permutace mnoziny G.
Zobrazeni A: G— SG)

urcené vztahem A(a) = ., a € G je hledané
vhorent.

Homomor fismy grup — p.15/23



L evetridy podle podgrupy

Bud (G, -) grupa a H C G jeji podgrupa. Pro
libovolny prvek a € G uvazujme mnozinu

a-H={a-h|he H}.



L evetridy podle podgrupy

Bud (G, -) grupa a H C G jeji podgrupa. Pro
libovolny prvek a € G uvazujme mnozinu

aH={a-h|heH}.

Tato mnozina a-H se nazyva leva trida grupy
(G, -) podle podgrupy H (urCena prvkem a).



L evetridy podle podgrupy

Bud (G, -) grupa a H C G jeji podgrupa. Pro
libovolny prvek a € G uvazujme mnozinu

a-H={a-h|he H}.

Tato mnozina a-H se nazyva leva trida grupy
(G, -) podle podgrupy H (urCena prvkem a).
Oznacme

G/H ={a-H|ae€ G}
mnozinu vSech levych tfid grupy (G, -) podle
podgrupy H.



Vlastnosti levych trid

Tvrzeni. Bud (G,-) grupaa H C G jeji
podgrupa. Pak pro libovolné prvky a,b € G plati:

aH=0H <— bcaH.



Vlastnosti levych trid

Tvrzeni. Bud (G,-) grupaa H C G jeji
podgrupa. Pak pro libovolné prvky a,b € G plati:

aH=0H <— bcaH.

Dusledek. Bud (G, ) grupaa H C G jeji
podgrupa. Pak mnozina G/H vSech levych tfid
grupy (G, -) podle podgrupy H tvori rozklad
mnoziny G.
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Vlastnosti levych trid

Tvrzeni. Bud (G,-) grupaa H C G jeji
podgrupa. Pak pro libovolné prvky a,b € G plati:

aH=0H <— bcaH.

Dusledek. Bud (G, ) grupaa H C G jeji
podgrupa. Pak mnozina G/H vSech levych tfid
grupy (G, -) podle podgrupy H tvori rozklad
mnoziny G.

Poznamka. G/H se nazyva levy rozklad grupy
(G, -) podle podgrupy H. Jednou ze tfid rozkladu
G/H je i podgrupa H sama, nebot H = 1-H.

Homomor fismy grup — p.17/23



Priklady VI|

7. Uvazme grupu (Z, +). Pak pro kazdé n € N
jenZ={n-¢| ¢ e Z} podgrupa grupy (Z, +).



Priklady VI|

7. Uvazme grupu (Z, +). Pak pro kazdé n € N
jenZ={n-¢| ¢ e Z} podgrupa grupy (Z, +).

Zkoumejme nyni levy rozklad Z/n-Z. Tridy tohoto

rozkladu jsou mnoziny tvaru
m+nZ={m+n-£| e Z} prolibovolnam € Z.

Homomor fismy grup — p.18/23



Priklady VI|

7. Uvazme grupu (Z, +). Pak pro kazdé n € N
jenZ={n-¢| ¢ e Z} podgrupa grupy (Z, +).

Zkoumejme nyni levy rozklad Z/n-Z. Tridy tohoto
rozkladu jsou mnoziny tvaru

m+nZ={m+n-£| e Z} prolibovolnam € Z.

Ale {m+n-l|leZ}={kecZ|k=

m (modn)} = [m|,. Je tedy levy rozklad Z/n-Z
roven mnozine 7Z,, vsech zbytkovych trid podle
modulu n.

Homomor fismy grup — p.18/23



Priklady V111

8. Bud n € N. Uvazme symetrickou grupu
(S5, 0) stupné n vsSech permutaci mnoziny
{1,2,...,n} vzhledem ke skladani permutaci,
a jeji podgrupu A,, pozustavajici ze vSech
sudych permutaci mnoziny {1,2,...,n}.
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Priklady V111

8. Bud n € N. Uvazme symetrickou grupu
(S5, 0) stupné n vsSech permutaci mnoziny
{1,2,...,n} vzhledem ke skladani permutaci,
a jeji podgrupu A,, pozustavajici ze vSech
sudych permutaci mnoziny {1,2,...,n}.

Pro libovolnou permutaci ¢ € S, plati, ze

0o0A, = A, (c0A, =S, — A, ) prave tehdy, kdyz
o Je suda (licha) permutace.
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Priklady V111

8. Bud n € N. Uvazme symetrickou grupu
(S5, 0) stupné n vsSech permutaci mnoziny
{1,2,...,n} vzhledem ke skladani permutaci,
a jeji podgrupu A,, pozustavajici ze vSech
sudych permutaci mnoziny {1,2,...,n}.

Pro libovolnou permutaci ¢ € S, plati, ze

0goA, = A, (cd0A, =5, — A, ) prave tehdy, kdyz
o Je suda (licha) permutace.

Levy rozklad grupy (.S, o) podle podgrupy A, ma
tvar S,,/A, ={A,,S, — A,}.

Homomor fismy grup — p.19/23



Konecne grupy

Bud (G, -) konecna grupa. Pak pocet prvku
mnoziny G se nazyva rad grupy (G, -) a znaci se
G|.
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Konecne grupy

Bud (G, -) konecna grupa. Pak pocet prvku
mnoziny G se nazyva rad grupy (G, -) a znaci se
G|.

Bud H C G podgrupa grupy (G, -). Pak také
(H,-) je konecna grupa a jeji rad je |H|.
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Konecne grupy

Bud (G, -) konecna grupa. Pak pocet prvku
mnoziny G se nazyva rad grupy (G, -) a znaci se
G|.

Bud H C G podgrupa grupy (G, -). Pak také
(H,-) je konecna grupa a jeji rad je |H|.

Existuje jen koneCny pocet levych tfid grupy (G, )
podle podgrupy H. Tento pocCet se nazyva index
podgrupy H v grupé (G, ) a znaci se |G/H|.

Homomor fismy grup — p.20/23



Vztah radu grupy a podgrupy

Tvrzeni. Bud (G, ) kone¢na grupaabud H C G
jeji podgrupa. Pak plati |G| = |G/H| - |H|.
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Vztah radu grupy a podgrupy

Tvrzeni. Bud (G, ) kone¢na grupaabud H C G
jeji podgrupa. Pak plati |G| = |G/H| - |H|.

Dlisledek. (Lagrangeova véta) Rad kazdé
podgrupy konecné grupy (G, -) je délitelem fadu
grupy (G, ).



Vztah radu grupy a podgrupy

Tvrzeni. Bud (G, ) kone¢na grupaabud H C G
jeji podgrupa. Pak plati |G| = |G/H| - |H|.

Dlisledek. (Lagrangeova véta) Rad kazdé
podgrupy konecné grupy (G, -) je délitelem fadu
grupy (G, ).

Podle Cayleyho véty je kazda grupa (G, -)
Izomorfnil nektere podgrupé grupy permutaci
(S(X), o) vhodné mnoziny X.



Stabilizator a orbita

Bud X neprazdna mnozina a bud G C S(X)
Ibovolna podgrupa grupy permutaci (S(X), o).
Pak (G, o) je grupa, jejimiz prvky jsou nékteré
permutace mnoziny X.




Stabilizator a orbita

Bud X neprazdna mnozina a bud G C S(X)
Ibovolna podgrupa grupy permutaci (S(X), o).
Pak (G, o) je grupa, jejimiz prvky jsou nékteré
permutace mnoziny X.

Pro libovolny prvek r € X uvazme mnozinu
permutaci

G,={0€G|o(x)=x},
kterou nazyvame stabilizator prvku x v grupée
(G, o),
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Stabilizator a orbita

Bud X neprazdna mnozina a bud G C S(X)
Ibovolna podgrupa grupy permutaci (S(X), o).
Pak (G, o) je grupa, jejimiz prvky jsou nékteré
permutace mnoziny X.

Pro libovolny prvek r € X uvazme mnozinu
permutaci

G,={0€G|o(x)=x},
kterou nazyvame stabilizator prvku x v grupée
(G, o), a mnozinu prvku z X

G(z) = {o(z)| o € G},

kterou nazyvame orbita prvku z vzhledem ke
grupé (G, o). Homomertismy| 1 UM




Vlastnosti stabilizatoru a or bity

Tvrzeni. Bud G C S(X) podgrupa grupy (S(X), o). Pak
stabilizator GG, kazdého prvku z € X je podgrupou grupy
(G, o).
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Vlastnosti stabilizatoru a or bity

Tvrzeni. Bud G C S(X) podgrupa grupy (S(X), o). Pak
stabilizator GG, kazdého prvku z € X je podgrupou grupy
(G, 0).

Tvrzeni. Bud G C S(X) podgrupa grupy (S(X), o). Pak
mnozina {G(x) | x € X} vSech orbit prvkl mnoziny X
vzhledem ke grupé (G, o) tvori rozklad mnoziny X.

Homomorfismy grup — p.23/23



Vlastnosti stabilizatoru a or bity

Tvrzeni. Bud G C S(X) podgrupa grupy (S(X), o). Pak
stabilizator GG, kazdého prvku x € X je podgrupou grupy
(G, 0).

Tvrzeni. Bud G C S(X) podgrupa grupy (S(X), o). Pak
mnozina {G(x) | x € X} vSech orbit prvkl mnoziny X
vzhledem ke grupé (G, o) tvori rozklad mnoziny X.

Tvrzeni. Bud X konecn& mnoZina. Bud dale G C S(X)
podgrupa konecné grupy (S(X),o). Pak pro pocet prvku
|G(z)| orbity G(z) kteréhokoliv prvku x € X vzhledem ke
grupé (G, o) plati, ze |G(x)| = |G/G.|.
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