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Abstrakt

V této kapitole shrneme zakladni poznatky
z kombinatoriky. Budeme podrobneji studovat
kombinatoricke funkce —
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Abstrakt

V této kapitole shrneme zakladni poznatky

z kombinatoriky. Budeme podrobneji studovat
kombinatorické funkce — faktorial, kombinacni
cislo.

Zminime se kratce o permutacich, variacich a
kombinacich k-té tridy v n-prvkové mnozine.
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Abstrakt

V této kapitole shrneme zakladni poznatky

z kombinatoriky. Budeme podrobneji studovat
kombinatorické funkce — faktorial, kombinacni
cislo.

Zminime se kratce o permutacich, variacich a
kombinacich k-té tridy v n-prvkové mnozine.
Prednasku ukoncCime principem inkluze a
exkluze.

Variace a kombinace — p.2/33



Obsah prednasky

Faktorial a kombinacni Cislo.
Binomicka véta.
Polynomicky koeficient.
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Obsah prednasky

Faktorial a kombinacni Cislo.
Binomicka véta.
Polynomicky koeficient.

Variace k-té tridy v n-prvkové mnozine.
Kombinace k-té tridy v n-prvkové mnozine.
Permutace.

Princip inkluze a exkluze.
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Faktorial

Vychozi kombinatorickou funkci je faktorial,
ktery je pro kazdé Cislo n € N U {0} definovan
predpisem:
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Faktorial

Vychozi kombinatorickou funkci je faktorial,
ktery je pro kazdé Cislo n € N U {0} definovan
predpisem:

' 1 pron = 0,
i { 1-2.3- ... -(n—1)n pron > 0.
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Priklad faktorialu

Faktorial prirozenych Cisel se velmi rychle
Zvetsuje:
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Priklad faktorialu

Faktorial prirozenych Cisel se velmi rychle
Zvetsuje:

ol =1,
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Priklad faktorialu

Faktorial prirozenych Cisel se velmi rychle
Zvetsuje:

0 =1,
1 = 1k

Variace a kombinace — p.5/33



Priklad faktorialu

Faktorial prirozenych Cisel se velmi rychle
Zvetsuje:

0 =1,
1 = 1k
3 = 6. 4! = 24, 5! = 120
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Priklad faktorialu

Faktorial prirozenych Cisel se velmi rychle
Zvetsuje:

0! =1,
I = LI,
31 = 6,4! = 24 5! = 120
6! = 720, 7! = 5040, 8! = 40320.
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Binomicky koeficient

Dalsi zakladni kombinatorickou funkci je
binomicky koeficient, nebo téz kombinacni
cislo, definovanée pro kazda dve cCisla

n, k € NU{0} splnujici £ < n prfedpisem:
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Binomicky koeficient

Dalsi zakladni kombinatorickou funkci je
binomicky koeficient, nebo téz kombinacni
cislo, definovanée pro kazda dve cCisla

n, k € NU{0} splnujici £ < n prfedpisem:
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Jednoduche vliastnosti

Pro libovolna n, k € NU {0} splnujici k£ < n plati

B) =)=+ G0
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Jednoduche vliastnosti

Pro libovolna n, k € NU {0} splnujici £ < n plati

B) =)=+ G0

Tvrzeni. Pro libovolna n, &k € N splnujict £ < n

-0
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Pascaluv trojuhelnik

0
1
2
3
!
5

S Ot = Wy =

(=
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Binomicka véta

Veta. Pro libovolna x,y € R a pro libovolné
n € N plati
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Binomicka véta

Veta. Pro libovolna x,y € R a pro libovolné
n € N plati

k=0
Dusledky. Pro libovolné n € NU {0} plati
i e 1 pron =0,
n _on _1\k n I
; (k) . ’kz_%( D (k) N { 0 pron > 0.
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Polynomicky koeficient

Pro libovolna ¢/ e Nan, ky,...,k € NU {0}
splnujici n = k; + - - - 4 k; je polynomicky
koeficient definovan predpisem:
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Polynomicky koeficient

Pro libovolna ¢/ e Nan, ky,...,k € NU {0}
splnujici n = k; + - - - 4 k; je polynomicky
koeficient definovan predpisem:

n B n!
ki kel Kyl .k

Variace a kombin

ace — p.10/33



Rekurentni formule

Tvrzeni. Prolibovolna /e N, n € N a
ki,...,k, € NU{0} splnujici n = k1 + - - - + k; plati
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Rekurentni formule

Tvrzeni. Prolibovolna /e N, n € N a
ki,...,k, € NU{0} splnujici n = k1 + - - - + k; plati

\

ki, ... Ky ki, oo ki by — 1 ki, Ky

kde suma je pres vSechna j =1, ...,/ takova, ze
]Cj c N.

/
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Aplikacerekurentni formule |

Véta. Pro libovolné ¢ € N, libovolna
x1,...,2, € R alibovolné n € N plati
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Aplikacerekurentni formule |

Véta. Pro libovolné ¢ € N, libovolna
x1,...,2, € R alibovolné n € N plati

n
(:1:1—|—---—|—:Eg)”zz (lﬁ kg) 7 p o
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Aplikacerekurentni formule |

Véta. Pro libovolné ¢ € N, libovolna
x1,...,2, € R alibovolné n € N plati

n
(331+"°—|—£Eg)nzz (lﬁ kg) 7 p o

kde suma je pres vSechny usporadaneé /-tice
(k1,...,kp) Cisel z NU {0} splnujici
n:k1_|_..._|_k'l_
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Aplikacerekurentni formule ||

Dusledek. Pro libovolné ¢ € N a libovolné
n € NU{0} plati

Variace a kombinace — p.13/33



Aplikacerekurentni formule ||

Dusledek. Pro libovolné ¢ € N a libovolné
n € NU{0} plati

n n
2. (/ﬁ/@) N

kde suma je pres vSechny usporadane /-tice
(k1,...,kp) Cisel z NU {0} splnujici
n==Fk +- -+ k.
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Variace k-tetridy |

Necht n, k € N splnuji £ < n anecht S je
n-prvkova mnozina. Pak variace k-té tridy
vV mnozine S jsou libovolné usporadané k-tice

(al, ao, . .. ,CLk)

vzajemné ruznych prvku aq, as, ..., a; € S.

Variace a kombinace — p.14/33



Variace k-tetridy |

Necht n, k € N splnuji £ < n anecht S je
n-prvkova mnozina. Pak variace k-té tridy
vV mnozine S jsou libovolné usporadané k-tice

(al, ao, . .. ,ak)

vzajemné ruznych prvku aq, as, ..., a; € S.
Takovou usporadanou k-tici mizeme vnimat také
jako prosté zobrazeni mnoziny {1,...,k} do
mnoziny S, které kazdému Cislu : € {1, ...k}
prifazuje prvek a; € S.

Variace a kombinace — p.14/33



Variace k-tetridy ||

Takove zobrazeni je mozno prehledne zapsat
napriklad ve tvaru

1 2
ap as ... Ak .
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Variace k-tetridy ||

Takove zobrazeni je mozno prehledne zapsat
napriklad ve tvaru

1 2
ap as ... Ak .

Tato zobrazeni je ovSem mozno uvazovatipro k =
0, v tom pripade se jedna o jediné, totiz prazdné
zobrazenl, a v takovém pripade je mozno pripustit
| n = 0, tedy prazdnou mnozinu S.
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PocCet variacl k-tetridy

Tvrzeni. Nechtn,k € NU{0} splnuji £ < n. Pak

pocet vsech variaci k-té tridy v n-prvkove
|
. . Y 1.
mnozine S je roven Cislu i
(n—Fk)!
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PocCet variacl k-tetridy

Tvrzeni. Nechtn,k € NU {0} splnuji £ < n. Pak
pocet vsech variaci k-té tridy v n-prvkove
-

mnozine S je roven Cislu —
(n—Fk)!

Necht n € NU {0}. Pak variace n-té tridy

V n-prvkové mnozine S se nazyvaji permutace
mnoziny S.
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PocCet variacl k-tetridy

Tvrzeni. Nechtn,k € NU {0} splnuji £ < n. Pak
pocet vsech variaci k-té tridy v n-prvkove
-

mnozine S je roven Cislu —
(n—Fk)!

Necht n € NU {0}. Pak variace n-té tridy

V n-prvkove mnozineé S se nazyvaji permutace
mnoziny S.

Dusledek. Necht n € NU {0}. Pak pocet vSech
permutaci n-prvkové mnoziny S je roven cCislu n!.
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Variace k-tetridy s opakovanim

Necht dale n € NU {0} a £ € N jsou libovolna
Cisla a necht S je n-prvkova mnozina.
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Variace k-tetridy s opakovanim

Necht dale n € NU {0} a £ € N jsou libovolna
Cisla a necht S je n-prvkova mnozina.

Uvazujeme-li nyni zcela libovolné usporadane
k-tice prvkl mnoziny S, tedy libovolné prvky
kartézské mocniny S* dostavame variace k-té
tridy v mnozine S s opakovanim.
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Variace k-tetridy s opakovanim

Necht dale n € NU {0} a £ € N jsou libovolna
Cisla a necht S' je n-prvkova mnozina.

Uvazujeme-li nyni zcela libovolné usporadane
k-tice prvkl mnoziny S, tedy libovolné prvky
kartézské mocniny S* dostavame variace k-té
tridy v mnozine S s opakovanim.

Takove usporadané k-tice Ize ovSem chapat jako
zobrazeni mnoziny {1,...,k} do mnoziny S (pro
k = 0 jde o jedine a to prazdné zobrazent).
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PocCet variacl s opakovanim

Tvrzeni. Nechtn,k € NU{0}. Pak poCet vSech
variaci k-té tridy v n-prvkové mnozine S
s opakovanim je roven ¢islu n”.
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PocCet variacl s opakovanim

Tvrzeni. Nechtn,k € NU{0}. Pak poCet vSech
variacl k-té tridy v n-prvkové mnozineé S
s opakovanim je roven ¢islu n”.

Poznamka. Aby toto tvrzeni platiloi pron = k =
0, je tfeba klast 0° = 1.
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PocCet variacl s opakovanim

Tvrzeni. Nechtn,k € NU{0}. Pak poCet vSech
variacl k-té tridy v n-prvkové mnozineé S
s opakovanim je roven ¢islu n”.

Poznamka. Aby toto tvrzeni platiloi pron = k =
0, je tfeba klast 0° = 1.

Variace a kombinace — p.18/33



Kombinace k-tetridy

Necht nyni n, k € NU {0} splnuji £ < n a necht' S
je n-prvkova mnozina.
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Kombinace k-tetridy

Necht nyni n,k € NU {0} splnuji £ < n anecht S
je n-prvkova mnozina.

Pak kombinace k-té tridy v mnoziné S jsou
Ibovolné k-prvkovée podmnoziny T C S.
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Kombinace k-tetridy

Necht nyni n, k € NU {0} splnuji £ <n anecht S
je n-prvkova mnozina.

Pak kombinace k-té tridy v mnoziné S jsou
Ibovolné k-prvkovée podmnoziny T C S.

Tyto k-prvkove podmnoziny lze jednoznacné po-
psat pomoci jejich tzv. charakteristickych zob-
razeni.

Variace a kombinace — p.19/33



Char akteristicke zobr azeni

Charakteristicke zobrazeni mnoziny T je
zobrazeni f : S — {0, 1} splnujici podminku
f(s) =1 prave tehdy, kdyz s € T..
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Char akteristicke zobr azeni

Charakteristicke zobrazeni mnoziny T je
zobrazeni f : S — {0, 1} splnujici podminku
f(s) =1 prave tehdy, kdyz s € T..

Tedy T' je k-prvkova prave tehdy, kdyz
ZaES f(CL) = k.
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Char akteristicke zobr azeni

Charakteristicke zobrazeni mnoziny T je
zobrazeni f : S — {0, 1} splnujici podminku
f(s) =1 prave tehdy, kdyz s € T..

Tedy T je k-prvkova prave tehdy, kdyz

ZaES f(CL) = k.

Tvrzeni. Nechtn,k € NU {0} splnuji £ < n. Pak
pocet vSech kombinaci k-té tridy v n-prvkové
mnozine S je roven Cislu

n\ n!
L] Kl(n—k)°
Variace a kombinace — p.20/33




Kombinace s opakovanim |

Necht dale n, kK € NU {0} jsou libovolna Cisla a
necht S je n-prvkova mnozina.
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Kombinace s opakovanim |

Necht dale n, kK € NU {0} jsou libovolna Cisla a
necht S je n-prvkova mnozina.

Definujeme nyni kombinace k-té tridy
Vv mnozineé S s opakovanim jakozto libovolna
zobrazeni g : S — N U {0} splnujici podminku

> gla) =k

acsS
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Kombinace s opakovanim |

Necht dale n, kK € NU {0} jsou libovolna Cisla a
necht S je n-prvkova mnozina.

Definujeme nyni kombinace k-té tridy
Vv mnozineé S s opakovanim jakozto libovolna
zobrazeni g : S — N U {0} splnujici podminku

Z gla) = k.
acsS

Hledame tedy pocet reseni rovnice
ai+---+a, =k,a; ENU{O}

Variace a kombinace — p.21/33



Kombinace s opakovanim ||

Mame tedy obecny popis souboru & prvki
vybranych z mnoziny S, v nemz se nekteré prvky
mohou vyskytovat opakovane. Zmineny popis
spociva v tom, ze pro kazdy prvek a € S udava
Cislo g(a) pocet vyskytl prvku a v daném
souboru, tedy v dané kombinaci s opakovanim.
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Kombinace s opakovanim ||

Mame tedy obecny popis souboru & prvki
vybranych z mnoziny S, v nemz se nekteré prvky
mohou vyskytovat opakovane. Zmineny popis
spociva v tom, ze pro kazdy prvek a € S udava
Cislo g(a) pocet vyskytl prvku a v daném
souboru, tedy v dané kombinaci s opakovanim.

Tvrzeni. Nechtn € Na k € NU {0}. Pak pocCet
vsech kombinaci k-té tridy v n-prvkové mnozineé

k

Variace a kombinace — p.22/33

. » n+k—1
S s opakovanim je roven Cislu .



Kombinace s opakovanim ||




Per mutace s opakovanim |

Necht n € NU {0}, ¢ € N a necht U je /-prvkova
mnozina. VypiSme ji ve tvaru U = {b1,b,...,bs}.
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Per mutace s opakovanim |

Nechtn € NU {0}, ¢
mnozina. Vypisme |i

€ N anecht U je ¢-prvkova
ve tvaru U = {bl, b, ..., bg}

Uvazme libovolnou kombinaci n-té tridy

v mnozine U s opakovanim chapanou jako
soubor n prvku vybranych z mnoziny U, v némz
se nektere prvky vyskytuji opakovane. Necht k;
je pocet vyskytu prvku b;, necht ks je pocet

vyskytl prvku by, atc

., az ky je pocet vyskytl

prvku b, v tomto sou
ki+---+ k= n.

poru. Pak tedy plati
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Per mutace s opakovanim ||

Kolika navzajem odliSitelnymi zpUsoby Ize takovy
soubor vypsat ve tvaru posloupnosti prvku?
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Per mutace s opakovanim ||

Kolika navzajem odliSitelnymi zpUsoby Ize takovy
soubor vypsat ve tvaru posloupnosti prvki?

Takovym posloupnostem se pak rika
permutace s opakovanim.
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Per mutace s opakovanim ||

Kolika navzajem odliSitelnymi zpUsoby Ize takovy
soubor vypsat ve tvaru posloupnosti prvki?

Takovym posloupnostem se pak rika
permutace s opakovanim.

| ze je zapisovat jako usporadané n-tice prvk

z U, v nichz se prvek b; objevuje k;-krat, prvek b,
se objevuje ko-krat, atd., az prvek b, se objevuje
/Cg-kl’é.t.
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PocCet per mutacl s opakovanim

Tvrzeni. Necht? € N, necht U = {by,...,b/} je
(-prvkova mnozina a necht n, ky, ...,k € NU {0}
splnujt &1 + - - - + ky = n.
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PocCet per mutacl s opakovanim

Tvrzeni. Necht? € N, necht U = {by,...,b/} je
(-prvkova mnozina a necht n, ky, ...,k € NU {0}
splnujt &1 + - - - + ky = n.

Pak pocet prislusnych permutaci s opakovanim
v mnozine U je roven Cislu

n B n!
ki, kel Kl ..kl




Princip inkluze a exkluze |

Je dana konec¢na mnozina @ objektl, u nichz rozliSujeme
konecny pocet jistych vlastnosti, indexovanych prvky
néjaké konec¢né mnoziny I. Kazdy z objektll mnoziny Q)
muze mit nékteré ze zminénych vlastnosti a jiné mit
nemusi.

Variace a kombinace — p.27/33



Princip inkluze a exkluze |

Je dana konec¢na mnozina @ objektl, u nichz rozliSujeme
konecny pocet jistych vlastnosti, indexovanych prvky
néjaké konec¢né mnoziny I. Kazdy z objektll mnoziny Q)
muze mit nékteré ze zminénych vlastnosti a jiné mit
nemusil.

Problém, ktery zkoumame, spociva v tom, jak urcit, kolik je
objekttl nemajicich zadnou z uvedenych vlastnosti.
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Princip inkluze a exkluze |

Je dana konec¢na mnozina @ objektl, u nichz rozliSujeme
konecny pocet jistych vlastnosti, indexovanych prvky
néjaké konec¢né mnoziny I. Kazdy z objektll mnoziny Q)
muze mit nékteré ze zminénych vlastnosti a jiné mit
nemusil.

Problém, ktery zkoumame, spociva v tom, jak urcit, kolik je
objekttl nemajicich zadnou z uvedenych vlastnosti.

Jestlize pro kazdé ¢ € I oznaCime A; mnozinu vSech téch
objektt z @, které maji vlastnost s indexem i, pak jde o to,

jak zjistit, kolik prvkd ma mnozZina A(0) = @ — U, 4i-
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Vennuv diagram

|AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnNBNC|
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Vennuv diagram

4

=

Q| —|AuBUC|=|Q|—|A|—-|B|—|C|+|AnB|+ |ANC|+ |BNC|—|ANnBNC|
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Princip inkluze a exkluze |

Véta. Bud @) kone€na mnozina. Mé&jme konec¢nou
Indexovou mnozinu I a mejme konecny soubor mnozin A,,

kde i € I, jez jsou vSechny podmnozinami mnoziny (). To
znamena, ze A; C () pro kazdé i € 1.

Variace a kombinace — p.30/33



Princip inkluze a exkluze |

Véta. Bud @) kone€na mnozina. Mé&jme konec¢nou
Indexovou mnozinu I a mejme konecny soubor mnozin A;,
kde i € I, jez jsou vSechny podmnozinami mnoziny (). To

znamena, ze A; C @ pro kazdé i € I. Potom pro mnozinu
A(0) = @ — U, Ai plati

A0)] = 3 ()| 4.

KCI e K
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Princip inkluze a exkluze |

Véta. Bud @) kone€na mnozina. Mé&jme konec¢nou
Indexovou mnozinu I a mejme konecny soubor mnozin A,,
kde i € I, jez jsou vSechny podmnozinami mnoziny (). To
znamena, ze A; C @ pro kazdé i € I. Potom pro mnozinu
A(0) = @ — U, Ai plati

A0)] = 3 ()| 4.

KCI e K

Poznamka. Ponévadz A; C ) pro: € I, klademe

mie(l) A = Q.

Variace a kombinace — p.30/33



Princip inkluze a exkluze I ||

Vztah dokazany v predchozi véte Ize prepsat na
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Princip inkluze a exkluze |11

Vztah dokazany v predchozi véte Ize prepsat na
Q_UAi = Q] —Z A;| + Z

el el {1,7}CI

1]
{1,5,k}CI el
i ik

A; N Ayl
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Princip inkluze a exkluze I ||

Vztah dokazany v predchozi véte Ize prepsat na

el el

ikt

Q-JAi =10l - )_|4

1 Z |4, N Ay

{i,gycl

1€l

Tento vztah kvuli stfidani znamének byva pravé oznacovan

terminem princip inkluze a exkluze.
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Princip inkluze a exkluze - priklady

Priklad IE1. Nechtn,k € NU {0} splnuji k£ < n.
Necht S, resp. U jsou koneCné mnoziny majici n,
resp. k prvku. Je tfeba urcit, kolik existuje
surjektivnich zobrazeni g : S — U.
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Princip inkluze a exkluze - priklady

Priklad IE1. Nechtn,k € NU {0} splnuji k£ < n.
Necht S, resp. U jsou koneCné mnoziny majici n,
resp. k prvku. Je tfeba urcit, kolik existuje
surjektivnich zobrazeni g : S — U.

Reseni.

A0) =) (-1) (lj) (k=J)".

J=0
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Princip inkluze a exkluze - priklady

Piiklad IE2. Rekneme, Ze ¢isloi € {1,2,...,n} je pevny
bod takto permutace o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n},
plati-li, ze o (i) = 1.
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Princip inkluze a exkluze - priklady

Piiklad IE2. Rekneme, Ze ¢isloi € {1,2,...,n} je pevny
bod takto permutace o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n},
plati-li, ze o (i) = 1.

UrCete, kolik existuje permutaci mnoziny {1,2,...,n}, které
nemaji ani jeden pevny bod.
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Princip inkluze a exkluze - priklady

Piiklad IE2. Rekneme, Ze ¢isloi € {1,2,...,n} je pevny
bod takto permutace o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n},
plati-li, ze o (i) = 1.

UrCete, kolik existuje permutaci mnoziny {1,2,...,n}, které
nemaji ani jeden pevny bod.
Reseni.
1 1 1 (=i (—=)e
N ...
|A(0)| = n! (1 ity gttty et
Tl

— = pPro n — oo
&
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